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1 [5 points℄La matrie donnée est la 997-ème puissane de la matrie de probabilités de transition d'une haîne deMarkov (arrondie).












































































0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.27 0.00 0.00 0.00 0.00 0.73 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.27 0.00 0.00 0.00 0.00 0.73 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
0.00 0.00 0.34 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.36 0.03 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.27 0.00 0.00
0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.27 0.00 0.00 0.00 0.00 0.73 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.27 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.73 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
0.00 0.00 0.00 0.00 0.51 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.25 0.00 0.25 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.83 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.17 0.00
0.20 0.30 0.00 0.30 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.20 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
0.00 0.00 0.15 0.00 0.12 0.09 0.00 0.00 0.00 0.16 0.01 0.00 0.24 0.06 0.00 0.06 0.00 0.00 0.12 0.00 0.00
0.00 0.00 0.34 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.36 0.03 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.27 0.00 0.00
0.00 0.00 0.34 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.36 0.03 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.27 0.00 0.00
0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.83 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.17 0.00
0.00 0.00 0.00 0.00 0.51 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.25 0.00 0.25 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.27 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.73 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.27 0.00 0.00 0.00 0.00 0.73 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.27 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.73 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
0.04 0.06 0.00 0.06 0.02 0.03 0.14 0.07 0.00 0.00 0.00 0.39 0.09 0.01 0.04 0.01 0.00 0.00 0.00 0.01 0.00
0.00 0.00 0.15 0.00 0.05 0.13 0.00 0.00 0.00 0.16 0.01 0.00 0.34 0.03 0.00 0.03 0.00 0.00 0.12 0.00 0.00
0.00 0.00 0.34 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.36 0.03 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.27 0.00 0.00
0.20 0.30 0.00 0.30 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.20 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
0.00 0.00 0.15 0.00 0.17 0.06 0.00 0.00 0.00 0.16 0.01 0.00 0.17 0.08 0.00 0.08 0.00 0.00 0.12 0.00 0.00











































































Expliquer e que vous pouvez déduire, et omment, sur la division des états de la haîne en lasses etéventuellement en sous-lasses et les aratéristiques de es lasses (�nale, de passage, périodique, et.).RéponseLes probabilités d'arriver dans les états 9, 17, 18 et 21 sont nulles et les lignes 9, 18 et 21 sont identiquesmais la ligne 17 est di�érente. On déduit que l'état 17 est le seul état d'une lasse de passage et 9, 18 et 21sont haun dans une lasse de passage, probablement tous dans une même lasse.1/4



Les lignes 1, 2 4 et 15 sont identiques et ont des transitions vers 7 et 12, les lignes 7 et 12 sont identiquesave des transitions vers 8 et 20, les lignes 8 et 20 sont identiques ave des transitions vers 1, 2 4 et 15.On déduit que tous es états sont dans une lasse �nale périodique de période 3, dont les sous-lasses sont
{1, 2, 4, 15}, {7, 12}, {8, 20}.Par un raisonnement pareil, il y a une autre lasse �nale et périodique de période 2 ave les sous-lasses
{5, 14, 16}, {6, 13}.Les lignes 3, 10, 11 et 19 sont identiques et ont des transitions vers 3, 10, 11 et 19. On déduit que es quatreétats onstituent une lasse �nale apériodique.2 [4 points℄Dans les trois jeux donnés, la première matrie est elle des gains du premier joueur, qui hoisit la ligne.i. Dans un jeu il y a une stratégie pour un joueur qui en domine une autre : quel jeu, quel joueur et quellestratégie en domine quelle autre ? Comment sait-on que la stratégie domine l'autre ?RéponseDans le jeu 3, pour le deuxième joueur, la stratégie 2 domine la stratégie 3 pare que, dans la deuxièmematrie, haque élément de la olonne 2 est supérieure à l'élément de la olonne 3 dans la même ligne.ii. Dans un autre jeu, il y a un équilibre ave une stratégie pure de haque joueur : quel jeu et quellestratégie pour haque joueur ? Comment sait-on que 'est un point d'équilibre ?RéponseDans le premier jeu, il y a équilibre ave la stratégie 3 de haque joueur, pare que les éléments [3, 3]sont le maximum de la olonne dans la première matrie et le maximum de la ligne dans la seonde.i. Jeu numéro 1 







5 7 6
7 2 7
4 6 8
6 9 4

















−1 0 1
7 8 4
4 3 5
8 2 6







ii. Jeu numéro 2 







9 6 2
5 4 8
4 7 7
6 6 4

















7 2 8
5 7 5
8 6 4
6 5 7







iii. Jeu numéro 3 







4 5 4
6 8 2
4 6 3
8 10 1

















7 4 3
2 5 4
9 8 7
5 10 9







3 [6 points℄Pour le programme linéaire suivant :Maximiser −1x1 + 2x2 + 3x3 − 3x4 sous les ontraintes :
5x1 + 4x2 − 3x3 + 2x4 ≤ 8

3x1 + 0x2 + 6x3 + 4x4 ≤ 1

−3x1 + 2x2 + 6x3 + 8x4 ≤ 2

(x1, x2, x3, x4 ≥ 0)Expliqueri. l'ajout de variables d'éart,RéponsePour haque ontrainte ≤ on ajoute une nouvelle variable pour la transformer en équation. Par exemplela première ontrainte devient
5x1 + 4x2 − 3x3 + 2x4 + x5 = 8La fontion objetive n'est pas hangée, 'est-à-dire les oe�ients de es nouvelles variables sont nuls.2/4



ii. le hoix d'un pivot pour la première itération de l'algorithme du simplexe,RéponseD'abord on hoisit une olonne, 'est-à-dire une variable ; elle doit être une variable dont le oe�ientdans la fontion objetive est (stritement) positif. On hoisit, par exemple, x2 qui a le oe�ientpositif 2.Ensuite, on hoisit une ligne, 'est-à-dire une ontrainte ; parmi les ontraintes ave un oe�ient positifde la variable hoisie, on hoisit elle dont la valeur onstant-de-la-ontrainte/oe�ient-de-la-variableest le minimum.le oe�ient de la variable dans la ontrainte hoisie est le pivot.Dans l'exemple, on onsidère les première et troisième ontraintes. La première a le rapport 8/4 = 2et la troisième a 2/2 = 1. On hoisit la troisième ontrainte (ligne).iii. le proessus de pivotage (on ne vous demande pas de faire tous les aluls),RéponseOn divise la ligne du pivot par le pivot, rendant le pivot égal à 1. Ensuite on soustrait de haque autreligne (ontrainte et fontion objetive) le multiple de la ligne du pivot qui donne une valeur nulle auoe�ient de la variable du pivot.iv. pourquoi, en général, il est ertain que le proessus que vous avex dérit(a) trouve une nouvelle solution de base si la solution atuelle n'est pas optimale et la fontionobjetive est bornée,RéponseSi la valeur atuelle (nulle) de la fontion n'est pas optimale, il n'est pas possible que tous sesoe�ients soient négatifs ou nuls ; don, on peut bien hoisir une olonne.Si la fontion objetive est bornée, il existe une ontrainte qui empêhe la variable hoisie d'êtreinrémentée indé�niement ; don, il existe au moins un oe�ient positif de ette variable dansles ontraintes.Don, on trouve un pivot et e�etue l'opération de pivotage.(b) ne diminue pas la valeur de la fontion objetive.RéponseLes seules variables qui peuvent hanger sont les variables de base (à la première itération lesvariables d'éart), qui ont des oe�ients nuls dans la fontion objetive, et la variable du pivot,qui était nulle et a un oe�ient positif ; don, le hangement dans la valeur de la fontion objetivene peut pas être négatif.4 [5 points℄En prenant pour exemple le problème de reherhe d'un �ot maximum de A à I dans le réseau dont lessommets sont A, · · · , I et les arêtes (ave leurs apaités) sont
A ↔ B (2), A ↔ C (3), B ↔ D (1), B ↔ E (1), C ↔ E (2), C ↔ F (2), D ↔ E (1), D ↔
G (1), E ↔ G (3), E ↔ H (2), F ↔ E (1), F ↔ H (5), G ↔ I (4), H ↔ I (3)i. Démontrer omment la reherhe d'un �ot maximum peut être exprimée par un programme linéaire.Une réponse possible� On a une variable pour le �ot dans haque sens dans haque arête, par exemple xDE et xED pour lesdeux diretions possibles de l'arête (D, E) ; mais pour les arêtes inidentes à la soure on a seulementle sens de départ xAB et xAC , et à la destination le sens d'arrivée xGI et xHI .� On veut maximiser le �ot qui part de A : fontion objetive xAB + xAC .� Pour haque sommet intermédiaire il y a une ontrainte que tout e qui y arrive doit partir, parexemple pour D xDG + xDE + xDB ≥ xGD + xED + xBD.ii. Expliquer pourquoi e programme linéaire peut avoir une solution optimale dont les valeurs ne sontpas toutes des entiers. 3/4



RéponseIl y a un �ot maximum ave des �ots de 1 en C → F et F → H et de 2 en C → E et E → H ; il y aun autre ave 2 en C → F et F → H et 1 en C → E et E → H ;don, le moyen des deux est un �ot maximum ave 1.5 en C → F et F → H et 1.5 en C → E et
E → H .iii. Esquisser une méthode qui sert à prouver qu'il existe au moins une solution optimale dont les valeurssont toutes des entiers.RéponseL'algorithme de Ford et Fulkerson trouve un �ot maximum. Il ommene ave un �ot nul et ajoute, àhaque itération, le �ot inrémental maximum possible dans une haîne augmentante. Tant que le �otreste entier dans haque arête, le �ot inrémental maximum possible doit être entier aussi. Don (parréurrene sur le nombre d'itérations), le �ot trouvé reste entier et, don, le �ot maximum trouvé à la�n est entier.
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