Des problemes sur les reseaux

Classement

Affectation Réseau trivial? ensemble
(disponibilité= 1) et de puits (demanc

de sourc
e 1) et

ou chague arc est d’'une source a un

oulIts

Transport Demandes, disponibilités (et capaci
des arcs) peuvent étre supérieurdsaais

toujours chaque arc est d’'une source

a un puit

Transbordement Réseau général avec capacit

Infinies

Flot maximum Réseau général avec capacités

finies

Flot de calt minimum Réseau général avec
capacités finies et colts différents sur les arcs



Lalgorithme de Ford et Fulker-
SOn

Calcul du flot maximum

Il suffit de considérer le cas d’une source et un pui
Basé sur I'idée d’'unehaine augmentantane suite
de changements possibles: dans une chaine d’arc
dont le résultat est de transferer quantitde la
source a un autre sommet.

NB: Faugmentation dans une chaine augmentante
peut diminuer le flux dans certains arcs!

Facile de trouver des chaines augmentantes dans
arbre enraciné a la source

Si on trouve une chaine augmentante au puits, on
augmenter le flot actuel (initialiség

par le minimum des changements possibles sur le
arcs de la chaine

Sinon on a trouvé un flot maximum.
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La coupe minimum

Quand I'algorithme ne trouve plus de chaine
augmentante au puits, il a trouvé un enseniblge
sommets autour de la source (ceux pour lesquels |
existe une chaine augmentante) tel que tous les al
partant dey sont satures (et tous ceux entrant/en
ont flux nul);

dans le flot maximum trouveé le flux total sur ces ar
partant defs est le méme que le flot total trouve;
donc l'algorithme a trouvé uneoupeavec cette
valeur.

Théoreme: cette coupe est minimum parmi les cot
séparant la source et le puits.

Du point de vue de la PL, la recherche d’'une coup
minimum est le probleme dual du celui du flot
maximum!
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Les problemes sur les réseaux
sont des programmes lireaires

Une variable pour le flot dans chaque aréte
orientée

Disponibilités, capacites de transfert, capacité
d’absorbtion sont toutes exprimeées par des
contraintes lineaires

Fonction objective linéaire : flot total arrivant a
destination, cout total, ...

Propriété fondamentale d’'un réseau : ce qui p
doit arriver
facilement exprimé par une contrainte linéaire

(et inversement?)
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La coupe minimum

Pourquoi a-t-on un flot maximum quand il n’existe

pas de chaine augmentante

~

de la source au puits”

Les sommets vers lesquels on peut trouver un
chaine (faire passer un flot) constituent un
ensembleX autour de la source

| es autres sommets constituent un enseriible

autour du puits

Chaque aréte d& aY est saturée

Chaque arétedé a X af

Donc, le flot deX aY ne
mais tout le flot source-
ayYy

ot nul
peut pas étre augmen

ouits doit passer d&

Les arétes d& aY sont unecoupedu graphe.



Théoreme
La coupe minimum est égal au flot maximum.
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Encore une méthode

Construire un flot partiel ou chague sommet s¢
la source transmet au maximum ce gu’il recoit

si possible d’étendre ce flot, faites-le

sinon faire reculer ce qui est arrivé a un somm
et ne peut pas étre transmis

base sur I'idée de hauteur : le flot est toujours
haut vers le bas; pour modifier le flot, il faut
iIncrementer la hauteur

(au minimum des hauteurs des voisins uties

au debut hauteur nulle sauf pour la source
(hauteur = nombre de sommets); les hauteurs
la source et du puits ne changent pas.

complexitéO(n?) (si la recherche du prochain
commet 3 traiter e<st hien aérée) o



Pourguol celte methode
marche-t-elle?

un petit exemple

elle doit trouver un flot (les surplus sont
forcément rejetes vers la source; en fait sans
dépasser hauteur dex nombre de sommets)

ce flot est-Il maximum?

guand le flot commence a reculer vers la sourc
(premiere fois une hauteur depasse le nombre
sommets), s’il y avait un chemin faisable pour

passer un surplus vers le puits, ce chemin aur
une difféerence de hauteur entre deux sommets
conseécutifs de au moir¥s ce qui est impossible.
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Rapport aux methodes de parcour:

des solutions de base

’algorithme de F et F, est-il une méthode de parcc

des solutions de base comme le simplexe?
t)

Non. Il peut trouver un flot maximum qui n’est pas

une solution de base du PL.
(Considéerer un reseau ne possedant que deux che
source =X de capacites$ chacun et deux chemins

— puits de capacite 2.)
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L aAlyOIlIUuimice uc IO ou
Edmonds-Karp

Un algorithme qui trouve le flot
maximum

en temps polynomial

A l'itération d, il trouve le flot maximum parmi ceux
qui n'utilisent que les chemins de longuetrd

Pour I'itérationd, il construit un nouveau graphe qu
est une copie partielle de celui du réseau mais qui
contient que les arcs susceptibles d’étre inclus dar
une chaine augmentante de longuéur

Il utilise ce graphe pour chercher une chaine
augmentante de longuediet termine cette itération
sl N’y en a pas)
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Apres chague augmentation, il découpe du graphe
tout arc dont le flux vient d’étre réduit a nul ou
augmenté a sa capacite

(et aussi tout autre arc qui n’est plus utile pour
construire des chaines augmentantes).
Equivaut,grosso modo a Ford et Fulkerson, mais ave
recherche en largeur pour une chaine augmentant
lieu de recherche en profondeur.

ComplexitéO(m*n) (ou O(mn?) avec des idées de
Dinic) pour un graphe de sommets etn arétes.
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FIOl maximum avec cout mini-
mum

’algorithme de Busacker et

Gowen

Itérativement ameliorer un flot (initialise(a

A chaque iteration construire un grapRejui dépend
du flot actuelf et le graphe du résedtr si G a un arc
(x,y) avec colt,

si (x,y) N'est pas satur@; a un arg(z, y) value a
C

si (x,y) a un flux non nul,R a un arc(y, x) valué
a—c
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On cherche un chemin de la source au puits avec |
valeur minimum ; s’ll existe, on augmente le flot se
la chalne augmentante correspondant

sinon I'algorithme termine.

Cette recherche est effectuée par un algorithme bi
connu de recherche du plus court chemin entre de
sommets (seule complication ici, arcs de “distance
négative mais c’'est pas grave)

La raison pour laquelle cet algorithme réussit est
compliguée, en particulier, si on commencait d’'un-
aléatoire, il ne serait pas garanti qu’on arrive a un
optimal,

mais, en commencant au flot nul, oui.

Equivaut a Ford-Fulkerson avec choix de la chaine
augmentante de colt minimum.
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