Le dual d’un programme
linéaire
Motivation

Une solution réalisable d'un programme (de
maximisation) donne un z possible, donc un
minorant du z optimal.

Je peux aussi déduire des majorants de z par
manipulation directe des inéquations:

10 10 20 50 O 40 25 =z <= 100
50 60 40 O O O 15 100
30 50 40 5 5 20 10 100

O O O O 50 30 O 100

Si je calcule 2/5x (1) 4+ 2/3x (2), j'obtiens
37.33x1 +44x>+34.67x3+20x4+ 1626+ 2027
<= 106.67



Donc z = 30x1 +40x5 + 30x3 4+ 10x4 + 1526 +
20x7 <= 106.67

Quel est le meilleur majorant que je peux trou-
ver de cette facon?



n
Le probleme de base: maximiser )  c;x;
j=1
n
avec m contraintes »  a; jz; <= b
J=1
et X >=0

En essayant de trouver un majorant de la so-
lution, j'ai cherché des multiplicateurs y; pour
les contraintes avec les propriétés:

y; >=0

™m

> GigYi >=¢j

i=1 _
Et je veux trouver un ensemble de tels multi-
plicateurs qui me donne la valeur |la plus petite

m
possible de ) by;.
i=1

Un nouveau programme linéaire!
appelé le dual.

Propriété évidente: chaque solution réalisable
du dual est supérieure ou égale a chaque solu-
tion réalisable du probleme de base.



Le dual du dual

m
Le dual, a savoir minimiser )  byy; avec les
i=1
m
contraintes > a;jy; >= c¢; équivaut a max-
i=1

m ™m

imiser >~ —b;y; avec les contraintes )  —a; jy; <=
i=1 i=1

—Cj.

(pour I'exprimer en forme canonique)

On a multiplié les deux vecteurs b et c et Ia
matrice a par —1, échangé les 2 vecteurs et
transposé la matrice.

Donc, si on le fait une deuxiéme fois pour
obtenir le dual du dual, on trouve le probleme
de base.



Les deux problemes ont la
méeme solution!
(c’est-a-dire la méme valeur
optimale de la fonction
objective)

Le théoreme le plus important de la program-
mation linéaire.

Démonstration compliquée.

Mais, il n'est pas difficile de voir que I'algorithme
du simplexe calcule (dans le cas d'un programme
faisable et borné) une valeur qui est une solu-
tion réalisable des deux problemes;

En effet, a la fin de |I'exécution de |'algorithme,
la derniere ligne contient sa valeur initiale (la
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fonction objective) moins une somme de mul-
tiples des autres lignes; mettons m; pour le
multiple de la lighe j.

En regardant les valeurs finales dans cette derniere
ligne, on trouve

e (colonne de la j-ieme variable d’'écart) —m;;
donc on a m; >= O par la condition d’arrét

de l'algorithme,

e (colonne de la j-ieme variable du programme
de départ) Cj — Zai7jmj; donc Zammj >=
c; (par la méme condition)

e (colonne des constantes) - —c;jm;; donc
la solution trouvée pour le programme de
départ était chmj.

C'est-a-dire que les m; constituent une solu-
tion réalisable du programme dual et avec la



Mméme valeur de sa fonction objective que la
solution trouvée du programme de départ.
donc, forcément la solution optimale des deux.



Cas dégéneéres possibles

On a vu que si I'un des deux programmes a une
solution optimale, c'est vrai aussi pour |'autre.

Il reste trois cas possibles ou ni 'un ni I'autre
n'a pas de solution optimale:

e |les deux programmes sont infaisables

e le primal est infaisable et le dual a des so-
lutions sans borne

e le primal a des solutions sans borne et le
dual est infaisable



L’'interprétation économique
de la solution du dual

La solution du probleme dual (c'est-a-dire les
y;) hous dit par combien la solution optimale
(z) va changer si la contrainte (numéro 1) est
modifiée.

(parce que la valeur trouvée pour z est >, b;y;)

Si z est mon profit, y; est le maximum que
je devrait payer (par unité) pour lacher la con-
trainte (acheter plus d’'une matiére de base ...)



Un autre algorithme

Celui de Khachiyan (1979) a lI'avantage d'étre
certain de terminer dans un temps polynomial
(dans la taille des entrées ... ) dans tous les
cas.

e Il suffit de pouvoir décider si un programme
est faisable ou non (recherche dichotomique
peut ensuite donner le résultat exact dans
un nombre polynomial d'itérations)

e Toutes les solutions de base (et donc une
solution réalisable s'il y en a, méme si |'espace
de solutions est infini) sont a l'intérieur
d'une (hyper-)sphere de taille calculable (et
pas trop grande)

e Considérer le point au centre de cette sphéere
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e S’il est une solution réalisable, le programme
est faisable.

e Sinon, toute solution réalisable de base est
a l'intérieur d'une hémisphere bornée par
la moitié de |la sphere et un plan parallel a
la contrainte violée

e [rouver la plus petite ellisolde qui contient
cette hémisphere;

e Et appliquer une transformation linéaire qui
transforme cette ellipsoide en une spheéere |

Algorithme plutdot d'intérét théorique mais qui

a produit beaucoup de recherches pour d'autres
nouvelles méthodes dont quelques unes qui con-
servent |'avantage théorique de celle de Khachiyan
mais sont compétitifs avec le simplexe (méthodes
des points intérieurs).



