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Algorithmes distribués probabilistes

* Lalgorithme exécuté par les processus est un
algorithme probabiliste.
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Algorithmes distribués probabilistes

* Lalgorithme exécuté par les processus est un
algorithme probabiliste.

» Définition : (algorithme probabiliste) un
algorithme ou le hasard intervient.
- Le processus « fait un tirage aléatoire » pour
decider des actions a entreprendre;
- démarrage d’'un algorithme est effectué par un
processus choisi au hasard;
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Algorithmes distribués probabilistes

(2)

Pourquoi les algorithmes distribués probabilistes ?

* Quand on ne peut pas faire autrement : résultats
d'impossibilité a cause des hypotheses sur le
systeme :anonymat = election déterministe
Impossible
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* Quand on ne peut pas faire autrement : résultats
d'impossibilité a cause des hypotheses sur le
systeme :anonymat = election déterministe
Impossible
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Algorithmes distribués probabilistes

(2)

ourquoi les algorithmes distribués probabilistes ?

* Quand on ne peut pas faire autrement : résultats
d'impossibilité a cause des hypotheses sur le

systeme :anonymat = election déterministe
Impossible

 parfois plus performants que les algorithmes
déterministes.

* Plus toléerants aux pannes que les algorithmes
déterministes.
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Analyse probabiliste des algorithmes
distribues

"algorithme exeécute par le processeur est (ou
Deut étre) déterministe mais 'algorithme exécute
par le systeme est lui probabiliste.
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Analyse probabiliste des algorithmes
distribues

 L'algorithme exécuté par le processeur est (ou
Deut étre) déterministe mais 'algorithme exécute

par le systeme est lui probabiliste.

* Exemples : Les algorithmes distribués dans un

systeme asynchrone. Trois processeurs pi, ps et p3
qui exécutent chacun un ensemble d’instructions :

pl : a «— 10; af ficher(a);
P2 b« 11; af ficher(b);
p3: c«—b—a; afficher(c);

Quelles sont les valeurs de a, b etc ?
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Table des matieres

* Rappels de probabilites.
 Algorithmes distribués probabilistes.
* Analyse probabiliste d’algorithmes distribués.

* Applications :

- Le probleme du rendez-vous.

- le probleme de I'élection locale.
- Algorithmes d’élection.

- Résolution de conflits.
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Distribution de probabilité

* Variable aleatoire

* Espérance mathéematique
 Linearité de I'espérance

* Variance

* Ecart type

* Probabilités conditionnelles
* Lois usuelles

Rappels de Probabilités
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Probabilités Discretes

* Exemple : on lance deux des.
Q=DxD=1{(1,1),(1,2),---,(6,6)}

Avec
D =1{1,2,3,4,5,6}.
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Probabilités Discretes

* Exemple : on lance deux des.
Q=DxD=1{(1,1),(1,2),---,(6,6)}

Avec
D =1{1,2,3,4,5,6}.

* Lespace 2 contient 6 x 6 = 36 elements.
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Probabilités Discretes

* Distribution uniforme :
- Tous les eléments de 2 sont de méme probabilité

1/36
- tous les élements de D sont de méme probabilité
1/6.
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Probabilités Discretes

* Distribution uniforme :

- Tous les eléments de 2 sont de méme probabilité
1/36

- tous les élements de D sont de méme probabilité
1/6.

* Definition. Une mesure de probabilité P est une
application de 'ensemble des événements ) dans
I'intervalle [0, 1], qui satisfait les deux propriétés
(ou « axiomes » )

ANB=0= P(AUB) = P(A)+ P(B)
P(Q):ZwGQP() 1.
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* P une loi (ou distribution) de probabilité sur Q.
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PA) =>4 Pw), VACQ.
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() . espace des évenements élémentaires
° AeQ: évenement

* P une loi (ou distribution) de probabilité sur Q.
On prolonge P sur P(Q) par :
PA) =>4 Pw), VACQ.

* Proposition :

P(0) = 0; P(A) =1— P(A)
P(UierAi) = ) er P(A),
pour toute famille au plus dénombrable A;,i € I

d’élements de P(Q) 2 a 2 disjoints.
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Exemple : Probleme du rendez-vous

* Chague processus p choisit uniformément un de
ses VoIsIns;
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Exemple : Probleme du rendez-vous

* Chague processus p choisit uniformément un de
ses VoIsIns;

* SI le nombre de voisins est n, quelle est la
probabilité qu’il choisisse un processus ¢ en
particulier ?
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* Chague processus p choisit uniformément un de
ses VoIsIns;

* SI le nombre de voisins est n, quelle est la
probabilité qu’il choisisse un processus ¢ en
particulier ?

* Quelle est la probabilité pour que deux processus
VOISINS p et ¢ se choisissent mutuellement ?

. MAFSD — A. Zemmari — 2006-2007 — p.11/3:



Exemple : Probleme du rendez-vous

* Chaque processus p choisit uniformément un de
ses VoIsIns;

* Si le nombre de voisins est n, quelle est |la
probabilité qu’il choisisse un processus ¢ en
particulier ?

* Quelle est la probabilité pour que deux processus
VOISINS p et ¢ se choisissent mutuellement ?

* Quelle est |la probabilité pour p d’obtenir un
rendez-vous avec un de ses voisins ?
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Proprietés

* Soient A, B deux eléments de P(Q) :
- PLAUB) = P(A)+ P(B) — P(AN B)
- Sl A et B sont disjoints, alors :
P(AUB)= P(A)+ P(B).
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Proprietés

* Soient A, B deux eléments de P(Q) :
- PLAUB) = P(A)+ P(B) — P(AN B)
- Sl A et B sont disjoints, alors :
P(AUB) = P(A) + P(B).

* Généralisation : Principe d’inclusion-exclusion

P(UZ1Ai) = P(A1) + P(A2) +--- + P(Ay)
— P(A1NAy)—P(A1NAz)—---
+ P(A1NAsNA3z) + P(A1NAyN Ay) +-

+ (—1)n+1P(A1 NAsN---N An).
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Variable aléatoire

 Définition : Soit (2, Pr) un espace probabilisé
discret et soit ' un ensemble non vide au plus
denombrable. Une variable aléatoire (v.a.) X a
valeurs dans «’ est une application de 2 dans ¢'.
Nous prenons souvent pour €’ un sous-ensemble

de N ou de R.
On pourra munir €’ d’'une loi de probabilité Px en

posant, pour tout w € Q' :
Px(w) = P(X~ ({w}))
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Variable aléatoire

 Definition : Soit (2, Pr) un espace probabilisé
discret et soit ' un ensemble non vide au plus
denombrable. Une variable aléatoire (v.a.) X a
valeurs dans «’ est une application de 2 dans ¢'.
Nous prenons souvent pour €’ un sous-ensemble
de N ou de R.
On pourra munir €’ d’'une loi de probabilité Px en
posant, pour tout w € Q' :

Px(w) = P(X~ ({w}))
* Proposition : Px est une loi de probabilité sur ¢/,

ZwEQ’ PX(W) = L.
Nous avons de plus, pour tout A € Q' .
Px(A) = P(X™'(A)).
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Exemple : Probleme du rendez-vous

(2)

* Pour tout processus p, on définit la v.a. X, (k)
comme la v.a. qui compte le nombre de sommets
avec qui p a obtenu un rendez-vous au bout de &

rounds.
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Exemple : Probleme du rendez-vous

(2)

* Pour tout processus p, on définit la v.a. X, (k)
comme la v.a. qui compte le nombre de sommets
avec qui p a obtenu un rendez-vous au bout de &
rounds.

» Calculer P(X,(k) = m)
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Espérance Mathématique

* Une v.a. admet un certain nombre de valeurs
typiques. Nous considérons dans la suite les v.a. a
valeurs dans R.
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Espérance Mathématique

* Une v.a. admet un certain nombre de valeurs
typiques. Nous considérons dans la suite les v.a. a
valeurs dans R.

» Définition : En arithmétique, la valeur moyenne de
n nombres est definie par leur somme divisee par
n. En calcul des probabilités, 'espérance d’une
v.a. est définie comme la somme des valeurs
prises pondérées par les probabilités respectives,
c’est-a-dire :

E(X) = erX(Q) rP(X = ).

lorsque cette somme converge absolument. (X ()
est 'ensemble des valeurs prises par la v.a. X).
Sinon, on dit que X n'admet pas d’espéerance.
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Exemple : Probleme du rendez-vous

(3)

* Quelle est I'espéerance du temps que mettra p pour
obtenir un rendez-vous ?
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Exemple : Probleme du rendez-vous

(3)

* Quelle est I'espéerance du temps que mettra p pour
obtenir un rendez-vous ?

» Si tous les processus du systeme appliguent le
méme algorithme, quelle est I'espérance du
nombre de rendez-vous dans tout le systeme ?
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Exemple : Probleme du rendez-vous

(3)

* Quelle est I'espéerance du temps que mettra p pour
obtenir un rendez-vous ?

» Si tous les processus du systeme appliguent le
méme algorithme, quelle est I'espérance du
nombre de rendez-vous dans tout le systeme ?
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Linéarité de I'espérance

* Proposition : Soit X et Y deux v.a. definies sur le
méme espace probabilisé discret (2, P) et
admettant toutes deux une espeérance. Soit a € R.
Alors :

E(aX) = aE(X)

E(X +Y) =E(X)+E(Y).
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Linéarité de I'espérance

* Proposition : Soit X et Y deux v.a. definies sur le
méme espace probabilisé discret (2, P) et
admettant toutes deux une espérance. Soit a € R.
Alors :

E(aX) = aE(X)

E(X +Y) =E(X)+E(Y).

* Que peut-on dire de I'espérance d’'un produit de
v.a. ?
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Lol conjointe

» Deéfinitions : Soit les v.a. X et Y définies sur le
méme espace probabilisé discret (2, P). La loi (ou
distribution) conjointe est la donnée de

Pyy(X =2,Y =y) = P(fw € Q| X(w) = 2,Y(w) = y})

pour tout = et tout y possibles. X et Y sont dites
independantes, si pour tout z et tout y possibles,
on a PXy(X =x,Y = y) — PX(ZIZ)Py(y)
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Lol conjointe

* Definitions : Soit les v.a. X et Y définies sur le
méme espace probabilisé discret (2, P). La loi (ou

distribution) conjointe est la donnée de
Pyy(X =2,Y =y) = P({w € Q| X(w) = 2,Y (w) = y})

pour tout = et tout y possibles. X et Y sont dites

independantes, si pour tout z et tout y possibles,
on a PXy(X =x,Y = y) = PX(x)Py(y)

* Proposition : SI X et Y sont deux v.a.
indépendantes admettant une espérance, alors la
v.a. produit XY admet une espérance et

E(XY) = E(X)E(Y)
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Variance

» Definition : la quantité qui mesure la dispersion
d'une v.a. X définie sur (Q2, P) est la variance. Elle
est définie par

VX =E(X —E(X))?%).
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Ecart type

» Definition : la racine carree de la variance est
appelée écart-type et est notée par o :
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Ecart type

» Definition : la racine carree de la variance est
appelée écart-type et est notée par o :

* Proposition : Nous avons :

V(X) = E(X?) - (E(X))
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Ecart type

» Definition : la racine carree de la variance est
appelée écart-type et est notée par o :

* Proposition : Nous avons :
V(X) = E(X?) - (E(X))’

* Proposition : Si X et Y sont deux v.a.
indépendantes admettant chacune une variance,
alors lav.a. X +Y admet une variance qui est la
somme des deux variances.
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Indépendance

* Definitions : Deux evénements A et B sont dit
indépendants, si: P(AnB) = P(A)P(B). Une
famille 4;, i =1,--- n, d'événements est dite
independante dans son ensemble, si pour tout
sous-ensemble J c {1,2,---,n}:

(Njes 45) = ] P(4;

1€J
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Indépendance

* Definitions : Deux evénements A et B sont dit
indépendants, si: P(AnB) = P(A)P(B). Une
famille 4;, i =1,--- n, d'événements est dite
independante dans son ensemble, si pour tout
sous-ensemble J c {1,2,---,n}:

(Njes 45) = ] P(4;

1€J

* Remarque : Pour démontrer I'indépendance d’'une
famille A;,i =1,--- n, Il suffit de prouver que les A;
sont 2 a 2 indépendants.
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Probabilités conditionnelles

* C’est une notion introduite pour formaliser le
concept de la probabilité de I'occurrence d’'un
événement B sachant qu’un autre A s’est produit.
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Probabilités conditionnelles

* C’est une notion introduite pour formaliser le
concept de la probabilité de I'occurrence d’'un
événement B sachant qu’un autre A s’est produit.

* Remarque : B conditionné par A n'implique pas
gue A precede necessairement B (dans 'ordre
chronologique).
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Probabilités conditionnelles

» C’est une notion introduite pour formaliser le
concept de la probabilité de I'occurrence d’'un
évenement B sachant qu’un autre A s’est produit.

* Remarque : B conditionné par A n'implique pas
gue A precede necessairement B (dans 'ordre
chronologique).

* Exemple : Un dé uniforme est lancé et nous
savons gue le point obtenu est pair (événement
A). Quelle est la probabilité pour que le point soit
au moins 4 (événement B) ?
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* |l est clair que le nouvel espace (conditionné par
I'’événement A) sur lequel les événements
élémentaires sont a définir est ' = A, qui contient
3 éléements. Or, la portion de A qui est en méme
temps favorable a B en contient 2. Il est donc
raisonnable de définir la probabilité de B
conditionné par A par le ratio 2/3.
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 Définition : Soit (2, Pr) un espace probabilisé
discret et soit A un evénement de probabilité non
nulle. On définit sur P(Q2), 'application P(. | A) a
valeurs dans [0, 1] par :

(AN B)

PlA) VB € P(Q).

P(B|A) ="
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 Définition : Soit (2, Pr) un espace probabilisé
discret et soit A un evénement de probabilité non
nulle. On définit sur P(Q2), 'application P(.| A) a
valeurs dans [0, 1] par :

(AN B)

PlA) VB € P(Q).

P(B|A) =L

* On appelle P(B | A) probabilite conditionnelle de B
sachant A.
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* Proposition : Soit Ay, Ay, ---, A, une partition de Q.
Si chacun de ces ensembles est de probabilité
non nulle, alors :

ZP P(B | A;), VB € P(Q).
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* Proposition : Soit Ay, Ay, ---, A, une partition de Q.
Si chacun de ces ensembles est de probabilité
non nulle, alors :

ZP P(B | A;), VB € P(Q).

* Exemple : On lance deux dés uniformes.Quelle
est la probabilité d’avoir obtenu un double sachant
gue la somme des points vaut 8 ?
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* Proposition : Soit Ay, Ay, ---, A, une partition de Q.
Si chacun de ces ensembles est de probabilité
non nulle, alors :

ZP P(B | A;), VB € P(Q).

* Exemple : On lance deux dés uniformes.Quelle
est la probabilité d’avoir obtenu un double sachant
gue la somme des points vaut 8 ?
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Espérance conditionnelle

* Soit X une v.a. et soit A un événement de
probabilité non nulle. Lesperance de X sachant A
est définie par :

E(X | A) =Ep(4)(X).

ou

E(X | A) = ZX P({w}).

wEA
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Espérance conditionnelle (2)

* Exemple : Quelle est I'espérance d’'un dé uniforme
sachant que le nombre sorti est inférieur ou égal a
37
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Espérance conditionnelle (2)

* Exemple : Quelle est I'espérance d’'un dé uniforme
sachant que le nombre sorti est inférieur ou égal a
37

* Soit X la v.a. associee au lancer du de.

L'éveénement A associé a la condition est
I'ensemble {1,2,3}. La probabilité de la condition A

est 1/2. Lespérance conditionnelle recherchée
vaut :

E(X | 4) = 1
2
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Quelques distributions discretes

* Lol de Bernoulli. La v.a. X prend deux valeurs : 1
avec probabilité p et 0 avec la probabilité ¢; on
suppose que p,q € [0,1] et p+ g = 1. Nous avons :

E(X)=0p
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» Quelques distributions discretes

* Lol de Bernoulli. La v.a. X prend deux valeurs : 1
avec probabilité p et 0 avec la probabilité ¢; on
suppose que p,q € [0,1] et p+ ¢ = 1. Nous avons :

E(X)=0p

V(X) =pq, o(X) = /pq.

 Utilisation : Cette lol intervient souvent de facon
implicite lorsqu’on veut traiter une probabilité
comme une espeérance. En effet c’est la loi de la
v.a. qui est la fonction indicatrice d’'un eévénement
A de probabilité p :

P(A) = E(1,4).
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* Loi binomiale. On effectue n épreuves identiques
et indépendantes; la probabilité de succes dans
chacune étant supposée egale a p et celle d’échec
aqg=1-np.

Posons X = le nombre total de succes obtenus
dans les épreuves.
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* Loi binomiale. On effectue n épreuves identiques
et indépendantes; la probabilité de succes dans
chacune étant supposée egale a p et celle d’échec
aqg=1-np.

Posons X = le nombre total de succes obtenus
dans les épreuves.

* X est une v.a. qui peut prendre la valeur k& dans
I'intervalle [0,n] avec la probabilité :
pr=P(X =k) = ()p*¢" "
On dit alors que X suit une loi binomiale de
parametres n et p.
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* Lol géométrique. Soit p > 0 la probabilité de
succes dans une épreuve, et g = 1 — p. Nous
repétons la méme épreuve independamment
jusgu’a I'obtention du premier succes.
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* Lol géométrique. Soit p > 0 la probabilité de
succes dans une épreuve, et g = 1 — p. Nous
repétons la méme épreuve independamment
jusgu’a I'obtention du premier succes.

* Soit X la v.a. désignant le nombre d’épreuves

effectuées. C’est une v.a. qui peut prendre la
valeur k (entier naturel non nul) avec la probabilité

pr = P(X = k) = ¢*1p. On dit que X suit une loi
geometrigue de parametre p.
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* Loi géometrique. Soit p > 0 la probabilité de
succes dans une épreuve, et g = 1 — p. Nous
repétons la méme épreuve independamment
jusgu’a I'obtention du premier succes.

» Soit X la v.a. désignant le nombre d’épreuves

effectuées. C’est une v.a. qui peut prendre la
valeur k (entier naturel non nul) avec la probabilité

pr = P(X = k) = ¢" p. On dit que X suit une loi
geometrigue de parametre p.

V0 = o) = VS

= |
)
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* Lol de Poisson. Cette distribution intervient dans
I'’étude du nombre d’événements intervenant dans
un intervalle de temps (file d’attente).
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* Lol de Poisson. Cette distribution intervient dans
I'’étude du nombre d’événements intervenant dans

un intervalle de temps (file d’attente).

* Une v.a. X suit une loi de poisson de parametre \,
Si X peut prendre la valeur k avec la probabilite :

DL
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* Lol de Poisson. Cette distribution intervient dans
I'’étude du nombre d’événements intervenant dans

un intervalle de temps (file d’attente).

* Une v.a. X suit une loi de poisson de parametre \,
si X peut prendre la valeur k avec la probabilité :

DL

E(X)=\ V(X)=2\, o(X)=VA
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