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Domaine temporel

amplitude

temps

a(t): amplitude du signal en fonction du temps
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Représentation fréquentielle/spectrale

Représentation spectrale : amplitude en fonction de laiace gpectre
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Exemple de deux représentations d’'un méme signal de flate
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Spectre
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Representation amplitude-frequentielle-temps

Spectrogramme permet de visualiser I'évolution de I'éieeeq fonction du
temps et des frequences :
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Exemple d'un spectrogramme

L I Image et Sor p.5/71




temporel— fréquentiel

Il est donc nécessaire de pouvoir décomposer n'importesigiedl en une série
de fonctions périodiques élémentaires (sinusoides)

Un outil mathématique permet cette transformationtrdasformée de Fourier.

Problemes :

® Besoin de connaitre les limites de cette transformation
® Besoin de connaitre le colt du calcul
e Signal discret

e Signal non infini
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Analyse de Fourier

L’analyse de Fourier doit son nom au mathématicien frant&sFourier
(1768-1830).

’analyse de Fourier est une opéeration mathématique ptaaneate décomposer
un signal en une somme de signaux élémentaires particuliesssighause
sontpériodiqueset complexes

S(t) = exp(j2mrft) = cog2mft) 4 jsin(2rmft)

ou f est la frequence du signal élémentaire.
le signal est supposeeriodique de périodeT.

Image et Sor p.7/71



Transformée de Fourier

C’est une serie d’'opérations mathématiques qui permesalasr a un signal,
une série de sinusoides de frequencedamplitudesa et de phases determinées

Q:
X(t) = asin(2mtfit+ @)
(xi,t) = (&, fi,@)

représentation temporelle—- représentation fréquentielle ou spectrale
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Transformée de Fourier : définition

La transformée de Fourier permet de définir le spextraplexeX(f) du signal
X(t) par la relation :

X(f) = / x(t) exp 201 dt

aveg? = —1
coJwt) = %(exp(jwt) +exp(—jwt))
sin(wt) = Zij(exp(jwt) —exp(—jwt))
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Nombres complexes (rappels)

deux notations pour le nombre complexe

® notation cartésienne& = X+ jy
X (partie réelle) ey (partie imaginaire) sont des réels.
On note Réc) = x et Im(c) =Y.

j est 'imaginaire pur (complexe tel qyé = —1).

® notation polairec = ael?

a (module / amplitude) ep (argument / phase) sont des réels.

e désigne la fonction exponentielle complexe (notation tEEu
conversions:

® passage polaire> cartésien:
X = acoq @) ety = asin(@) (formule d’Euler).

® passage cartésien polaire:

a= /(X2 +y?) etp = arctar{y/x) + a(x) - 1, ot a(x) vaut 1 six est négatif, et 0 sinon.
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i Transformée de Fourier : définition

Exemple de représentation frequentielle :

A

Amplitude 1+

NNN L
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Frequency

1 sinusoide

2 sinusoides
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Principe de la TF

Le theoreme de Fourierindique que ce signapeut étre représente par sous la

forme:
S(t) =Ap+ Z [Ancog ant) + Bpsin(ant)]
n=1

La transformee de Fourier repose sur le principe d’orthafjten
2 (7 .
—/ - sin(awpt)coJwmt)dt =0  Vn,m
T 2
2 (2
—/ - coS ant) coJwnt)dt =0 Yn#m
T -2
2 (%
?/ . coj mnt)coJwnt)dt =1 Yn=m=#0
-2

.
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Principe de la TF

Ainsi, pourmfixe, nous pouvons €ecrire:

Bn = T/ )sin(omt)d
Bn = ?/ - [Aosin(amt) + Z Ancog wnt) sin(cmt) + Z Bn sin(ent) sin(awmnt ) |dt
2 n=1 n=1
2 (2 © 2 [2 | © 2 (7 .
Bn = Ao? /Esm(wmt)dtJrnzlAn? /Ecos(aht)sm(a}nt)dtqtnlen? /Esm(aht)sm(wmt)dt

Ainsi, d’apres les relations d’orthogonalite, nous pow/emplifier et retrouver
la valeur deB:

2 [2 .
Bm = ?/_%s(t)sm(wht)dt
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Principe de la TF

La valeurAg représente la moyenne du signal. Dans le cas d’'un signafigles,
on parle decomposante continu@®C Direct Current):

1 13
%z?/%$Mt
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Transformée de Fourier inverse

La transformee de FourieF est une application réversible :

FHF(X)] =x

La transformeée inverse de Fourier est définie par la relation

X(t) :/ X(f)exp 2Tt d
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Exercice

Soit le signakectangle ¢t) défini par:

. To T .
Si te[—io;io], s(t) =A; sinon s(t) =0

ou A est 'amplitude du signal, €y sa période.
Calculer la transformée de Fourier du siggal
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Spectre

Approche spectrale: on ne s’intéresse qu’a la valeur ddficeats A, et B

Le spectrepeut étre simplement vu comme la représentation des valesrs
coefficientsA, et B, en fonction den.

Sachant que représente un nombre de périodes, les coefficents peuvent ét
Interpretés comme déiequences
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Proprietés de la transformée de Fourier

La transformee de Fourier possede quelgues propriétastiediss :

e Latransformée de Fourier est une application linéaire:
S(ax+ By) = aX(f)+BY(f)

o Echelle
Quel que soit le redt,

'

S(x(ct)) = %X(E
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Proprietés de la transformée de Fourier

e Retard
Quel que soit le redb,

S(X(t —tp)) = exp(—2mj fot ) X(T)

® Decalage en fréguence
Quel que soit le reety,

S(exp(2mj fot)x(t)) = X(f — fo)

o Dérivation

S(X(t)) = 2mj X ()
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Convolution et transformée de Fourier

® Latransformée de Fourier d'un produit de deux signaux estm&olution
des transformeées de Fourier des signaux. Ainsi, pour deunaskx ety :

S(xy) = X(f)xY(f)

S(xxy) = X(F)Y(f)
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Theoreme de Parseval

Le théoreme de Parseval découle de la définition et des ptégprile la
transformeée de Fourier:

im = [ X2 (t)dt = lim i/Q X (w)|?de
T 2T J_1 Q0 2ITJ_Q

ce qui peut également s’ecrire:

/_Z X(t)dt = %T/w X (00) 2w

—00

La densité spectrale d’énergi€DSE) est definie par la fonction qui associe a
une fréquencd la valeur|X(f)|2.
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Transformée de Fourier en temps discret

Si nous considérons que le temps est discret, le signalmtevie
X[k] = x(kTe)

ou Te est la periode d’échantillonnage (en s) (inverse de la &age

d’échantillonnagd- (en Hz))

La transformeée de Fourier est adaptée aux signaux numerfgakantillonnés),
par la transformeée de Fourier en temps discret :

T - 2rtfn
X(f)= > x[nje ! Fe

N=—o00

ou x représente le signal &i( f) I'estimation du spectre.

fes
Fe
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Transformée de Fourier discrete

Si le signal est de duree finie
= transformée de Fourier discrete(DFT pourdiscrete Fourier Transforin:
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Proprietes de la DFT

Pour un signatéel

Symeétrie
Le spectre obtenu par la transformeée de Fourier discretyssitrique :

Périodicite
La transformee de Fourier discrete d’'un signal est une ifomgériodique de
periodek:
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Discreétisation des frequences

signal analysé discret (echantillons) discrétisation des fréquences
la transformeée discrete de Fourier définit des amplitudegspondant a des
frequences discretes, notdgs

Cette discrétisation est évidemment reliée a :
e lafréquence d’échantillonnadi

o latalille de la fenétre de signhl pour laquelle le calcul est effectué

Les frequenced$ valent :

F
vk e {O;N}, f= kNe
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DFT

La transformee de Fourier discrete peut donc aussi S'écrire

N—1 - 271kn

X(k) = ;x[n]e‘JT

e signal reel— spectre conjugué-symeétrique

e fréquence maximale: fréquence de Nyqist2

e spectre discret (échantillonné, par pasgéN Hertz)
e spectreperiodique (de periodeN)

® un facteur de normalisatioﬁ est souvent employé dans I'équation pour
obtenir la valeur exacte des amplitudes du spectre.
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Amplitudes et phases

Les valeurs des amplitudes et des phases de chacuheabgsposantes
frequentielles (casierbjns), sont espacées cf@

Ces amplitudes et ces phases sont directement accessialigs aes complexes
X(k) donnés par la transformée de Fourier discréte :

Ac = XK=/ [Re(X(K)IZ+ Im(X(K))]?

Im(X(K))
(k)

& = arg(X(k)):arctanR X (K)
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Egalite de Parseval

Calcul de léenergiedu signal aussi bien sur une représentation temporelle que
sur une représentation spectrale.

Dans le cas discret,dgalité de Parsevaprécise cette egalité:

LS xmR =S XK
— Xin =
N nZO kZO
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DFT : exemple

amplitude (dB)

| | | | | |
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000
frequence (Hz)

-100 :

spectre discret
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Dualité temporel / spectral

domaine temporel

domaine spectral

zéro 0
Impulsion de Dirac

sinusoide

zéro 0
constante

Impulsion de Dirac

addition+
convolution %

multiplication x

addition+
multiplication x

convolution %
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Transformée de Fourier : colt

Le calcul d’'une transformée de Fourier est colteux :
® entemps de calcul

® en meémoire necessaire pour sauvegarder le signal a analyser

Or I'analyse d'un son (ou d’un signal) requiert le calcul @enbreuses DFT.
complexité:O (N?)
— besoin d’'un algorithme efficace
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Transformée rapide de Fourier

Sur le plan du temps, le calcul selon un algorithme naif dealasstformée de
Fourier discrete d’'un signal d¢ echantillons nécessite, pour chaque valen
multiplications complexes & — 1 additions complexes (double boucle)
— N? multiplications complexes &2 — N additions complexes : la
complexité est e’ (N?).

Pour acceélerer le temps de calcul et pour réduire la méméuessaire au calcul,
plusieurs algorithmes ont été proposes.

Le plus classique (algorithme de Colley-Tukeyliviser pour régner
—> au lieu d’effectuer le calcul siM echantillons, il est effectué 2 fois sur deux
signaux de'% échantillons. Le signal est découpé en segments.
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Algorithme de FFT

i 21kn , : : N
Nous notons dans la sulé$" = e )“N". La transformée de Fourier discréte
s’écrit donc :

N—-1
Xo= 3 X

L
2
X(k) = 5 x2mME™ 4 x[2m-+ I

m=0

N
|

X(K) = Y xZmWg™ -+ x[Zm-+ MWL

m=0
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Algorithme de FFT (2)

En remarquant quei™k = W', I'équation précédente devient :
2

N1
2
X(K) = Y x2mWT*+ x2m-+ LMW
m=0 2 2
N_1 N_1
2 2
X(k) = Y x2mWI W S x[2m+ 2w
m=0 5 m=0 ?
X(K) = Xa(K)+WiX3(k)
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Algorithme de FFT (3)

De plus, il est possible de simplifier en apppliquant la écité (5) deW™< :

N

Xi(k) = Xl(k+§)
N
Xo(k) = Xz(k+§)
et que :
N
ot~ g

Ainsi, pourk € {0;1;...; NT‘l}, la transformée de Fourier discrete s’écrit donc :

X(K) = Xa(K) +WEXo(K)
X(kt5) = Xalk) - We(k)
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Cout de l'algorithme FFT

Le colt de I'algorithme est donc :

e (5)2 multiplications pouiX; etX, (2 DFTS)

o % multiplications pour la reconstruction

Total : 25)2+ 5 = N72 + 5~ N; multiplications au lieu debl? multiplications
Initiales.

.. . N N NZ N NZ
En redivisant ce processus par 2, on Obtlér%t)&—l—zz +5 =7 +25~ 7. En
effectuant cette redivision plusieurs fois, on arrive a traasformée de Fourier

sur 2 éléments.
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B

Cout de l'algorithme FFT (2)

N
C=m—
2

Combine
2-point
DFT's

x(0} 2-point
*(2) == 2 point
x(6) DFET
x(1) 2-point
x(5) DFET
x(3}) 2-point
x(7) =—) DFT

Combine
2-point
DET's

Combine
4-point
DFT’s

— X0}

& X(1}
o X (2)
— e L)
et X (1}
et X {5}
et X {6}

s X {7}

lllustration de I'algorithme de la transformée rapide deifier.

Le coltC de I'algorithme provient donc uniguement de la reconstoact

oum= log,(N). L'algorithme est donc er?(Nlog,(N)) au lieu de’(N?).
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Exemple:N = 8

graphebutterfly(papillon)

000 : 001 010 | 011 . 100 | 101 10 | 111
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Exemple:N = 8

graphebutterfly(papillon)

000 : 001 : 010 < o011 : 100 = 101 : 110 | 111

BCUESE—

000 : 010 : 100 | 110
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i Exemple:N = 8
graphebutterfly(papillon)

OOO 001

010 : 011

100

111

; Mi

OOO
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Exemple:N = 8

graphebutterfly(paplllon)

LML

010

110

101

i e

100
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ﬂ Exemple:N = 8
graphebutterfly(paplllon)

000 001 010 011 100 101 110 111

o b A e o T

000 010 001 011 101 111
000 - 010 110
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ﬁ Exemple:N = 8
graphebutterfly(paplllon)

000 001 010 011 100 101 110 111

o Attt

000 01 011 101 111
000 010 110 001 011 111
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Exemple:N = 8

graphebutterfly(papillon)

000 : 001 010 | 011 . 100 | 101 110 111
000 : 010 . 100 | 110 001 @ 011 101 111

v a

[ 11111 1]

000 100 010 110 001 101 011 111
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Exemple:N = 8

graphebutterfly(papillon): profondeur logN) =

[ oo 1
SDEEE
[T T I 1 1]

les indices se retrouvent permuttég.bit reversal”)
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Exercice

Calculer la transformée de Fourier du signal s

s=[2—-31-1]
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Cout de l'algorithme FFT

L’algorithme de transformée rapide de Fourieagt Fourier Transfornou FFT)
permet de calculer la transformeée de Fourier d'un signabdgueurN avec une

complexité en”(Nlog,(N))

Contrainte :N est une puissance de 2.
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Implémentation de la FFT

Une implémentation de cet algorithme est proposee par leddiE le nom de
FFTW (Fastest Fourier Transform in the West

www. fftw. org
— utilisation en TD
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bibliotheque FFTW (1/4)

® en-téte:

#i ncl ude <conpl ex. h>
#i ncl ude <fftw3. h>

e compilation:

gcc -l/usr/include -c exenple.c -0 exenple.o
gcc exenple.o -0 exenple -L/usr/lib -Ifftw3 -Im

e fonctionnement en 2 temps...
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bibliotheque FFTW (2/4)

16"€ étape:
e création d’'un plan (une fois au debut):

static fftw plan plan;
fftw conplex data in[N;
fftw conpl ex data out[N];

plan = fftw plan dft _1d(N, data in, data out, FFTW FORWARD
, FFTW ESTI MATE) ;
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bibliotheque FFTW (3/4)

2¢me &tape:
o utilisation du plan (autant de fois que nécessaire ensuite)
#define N 1024

fftwreal s[N; /* donmaine tenporel =/

fftw conplex data in[N;
fftw conpl ex data out[N];

f6}'(i:o; i <N i ++)
{

data in[i] = s[i];

}

fftw execute (plan);
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bibliotheque FFTW (4/4)

o alafin, destruction de ce plan:
fftw destroy plan (plan);
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Transformée de Fourier inverse

+00 .
S('[) _ S(f) e 12mft § f

bibliotheque FFTW:

plan = fftw plan dft_1d(N, data_ in, data out, FFTW BACKWARD

, FFTW ESTI MATE) ;
fftw execute (plan);
for (i=0; i<N; i++)

{

s[i] = creal(data[i]);

}

fftw destroy plan (plan);
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Analyse spectrale

Analyse Spectrale

® Quelles informations obtenir a partir de la TF ?

® Quelles limites ?
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Principe de la STFT

e Latransformée de Fourier impose une hypothese de statiGhda signal
sur son contenu fréquentiel.

® Or le spectre du signal évolue parfois rapidement dans Ipgem

o Il est donc nécessaire de réduire la durée du signal étualié,rpndre
cette hypothese de stationnarité la plus valide possible.

o C’est pourquoi les méthodes d’analyse basées sur la tramstode
Fourier considerent des fenétres temporelles succespwagant
éventuellement se chevaucher.

® Les spectres associes sont dits a court terme.

— Transformée de Fourier a court-terme 8tort-time Fourier Transform

(STFT)
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Transformée de Fourier a court terme

0.4

0.3 1

0.2

0.1

0

amplitude

-0.1F

-0.2

-0.3F

_04 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1

temps (s)

STFT : une fenétre d’analyse de courte durée est déplacerdeall signal.

Les fenétres peuvent éventuellement se chevaucher (aiveement de 50%).
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STFT

1 N—1 ;21T
XK =125 x[njw[nje~! NNk
n=0

ou X[K] est I'estimation du spectre a court terme.
La fenétre rectangulaine qui définit la portion considéree de signal s’écrit:

win =1 ,vne{0;1;...N—1}

winj =0 ,sinon

—> compromis entre la résolution temporelle/résolution dieggielle.
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Fenétres d’apodisation

Le spectre continu associé a une sinusoide pure est théorani une fonction
de Dirac. Dans le cas discret, ce n’est pas le cas.

Explication :
X=SXW<+—= X = SxW

—> le choix de la fenétre multiplicativer est prépondérant
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ﬁ Importance du fenétrage. . .

i

f

compromis en précision: temps / frequence, fréequence /iamdel

g
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Choix de la fenétre d’analyse

nécessaire de définir une fenétre dont les effets sont Bmité

o le spectre des fenétres est compose de lobes consécutifeuyudnt
donner lieu a plusieurs raies pour un signal compose d’'ume senusoide
pure.

® Le lobe principal est plus ou moins large : le maximum n’est joajours
le bon— erreur sur la fréquence

Le choix d’une fenétre depend de I'analyse a effectuer agjnside la nature du
signal etudie.

La fenétre idéale n’existe pas.
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Choix de la tallle de la fenétre

Il est nécessaire de s’assurer que les sinusoides compesagral étudié sont
séparé d’'une distance suffisamment important par rappantésblution
frequentielle imposee par la taille de la fenétre d’analyse

Fs
fup1 — fk > =
1= T2
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Zoom— “caslers” de la transformee

_10 -

_15 -

_20 -

Amplitude (dB)

_30 -
_35 -

_40 -

w A

1
2 4 6 8 10 12 14 16
Fréquence (casiers)

I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
—-251 I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I

le pic principal et ses voisins. ..
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Zoom (suite)

Amplitude (dB)

-6 | | . ! |
4 4.5 5 55 6 6.5 7 7.5 8

Fréquence (casiers)
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Fenétres

1 0
0.8 20 (\ﬂmqm
0.6 8 40 q
X
0.4 -60
0.2 -80
0 : -100 :
Ws/2 Ws -10-8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10
f/lbins —
1 0
0.8 -20
3
206 S -40
=3 =
€ 3
3 0.4 -60
0.2 -80
0 ‘ -100 :
0 Ws/2 Ws -10-8 6 -4 -2 0 2 4 6 8 10

temps/ech - flbins

Fenétres rectangulaire et de Hann avec a gauche leur refatse temporelle et
a droite leur spectre d’amplitude associé.
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Fenétres

1 ol
0.8 -20
S @
206 T -40
= L)
IS x
T 0.4 -60}
0.2 -80¢f
0 : -100 —_—
0 Ws/2 Ws -10-8 6 4 -2 0 2 4 6 8 10
temps/ech. - flbins —
1 Ot
0.8 -20
3 @
206 T -40
=3 e
£ x
© 0.4 -60
0.2 -80
0 ‘ -100 :
0 Ws/2 Ws -10-8 6 4 -2 0 2 4 6 8 10
temps/ech - fibins -

Fenétres de Blackman et de Bartlett avec a gauche leur ezppadi®n temporelle
et a droite leur spectre d’amplitude associe.
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Limites dues a la taille des fenétres

Technigue du bourrage par zéme(o-padding : interpolation.

e colt plus important

® interpolation limitée

Exemple : si deux fréequences sont trop proches (résolutamuéntielle), le
zéro-padding n'aidera pas toujours.
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Fenétres

deux frequences sont trop proches :

e figure du haut :

10
0

] I'interpolation par
o m i bourrage de zére; deux
o QAO L O/\Q ] sinusoides de frequences

~10 -8 8 10

proches

X(H/dB

10

N S | s figure du bas : malgré
le bourrage de zéro, ces
deux fréguences ne peu-

BE TR e e vent étre distinguées

—20t

X(H/dB

-30}+

—40}+

50|
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Fenétre Bartlett

YO<n

VAN

N 2n
X WBartlettn [N = N
2N

N
\V/E <NnN< N, WBartlettN[n] —2— W

10
1t i ol
_10l
0.8 —20
—30
é 0.6 m 40
= =
g =~ 50
0.4 —60
—70
0.2 —80

O 1 1 1 1 1 _100 1
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Fenétre Hann
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Propriéetés des fenétres

Le tableau ci-dessous présente quelques proprietés pwilgde choix d'une

fenétre d’analyse.

Fenétre lobes secondaires / lobe principalargeur lobe
Rectangulaire —13dB 2 bins
Bartlett —26dB 4 bins
Hann —31dB 4 bins
Hamming —42dB 4 bins
Blackman —58dB 6 bins

Propriétés des différentes fenétres d’analyse.
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4 Choix des fenétres
o

Nous pouvons toutefois citer deux caracteristiques esdlest(qui sont données
par la tableau) :

e Lalargeur du lobe principal permet de controéler la précision
frequentielle. Plus il est étroit, meilleur est la resautiréquentielle.

o Leslobes secondairesloivent pouvoir étre négliges par rapport au lobe
principal. Plus la difference d’amplitude est importamiels la difféerence
sera notable entre le lobes.

Il est important de noter gu’il est nécessaire d’effectuecompromis entre ces
deux propriétes, car il n'existe pas de fenétieale

Par ailleurs, il est important de remarguer que certainestfes permettent de
reconstruire un signal par chevauchement (rectanguBalett, Hann, ...).
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