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L'ETUDIANT EN RESEAUX DE PETRI

par Stéphane MARIEL
Avant Propos 2.Marquages
[ X )

Les réseaux de Petri, quoique peu & la mode, ne sont pasChaque place d'un réseau de Petri peut
préhistoriques, on les doit aux travaux du mathématiciencontenir une ou plusieurs marques (on

allemand Carl Adam Petri dans les années 60. parle aussi de jetons). La configuration

lls ont surtout été étudiés en Europe et au MIT et sont dcompléte du réseau, avec toutes les ——
l'origine du GRAFCET utilisé dans lindustrie francaise etmarques  positionnées, forme le K
maintenant européenne. marquage et définit I'état du réseau (efP R P
lls devraient aussi faire leur apparition dans la prochainedonc I'état du systtme modélisé). 2 3
version de la norme UML (2) et sont aussi parfois utilisés dansDans la suite on traitera principalement des réseaux marqués,
lindustrie du jeu vidéo. et de I'évolution des marquages.

3.Franchissement de transitions

. ° p
|.NOTATIONS ET REGLES DE FRANCHISSEMENT Pour  rendre compte
I'évolution du sysfeme
. modélisé, les réseaux de Petri (
1.Places, transitions et arcs T
integrent un formalisme
Un réseau de Petri est : permettant de passer d'un
« un graphe, marquage & un autre : c'est le

formé de deux types de noeuds appelés places etfranchissement des transitions.
transitions reliés par des arcs orientés, Une transition est
et biparti, clest-a-dire qu'un arc relie alternativement unefranchissable si chacune des

place & une transition et une transition & une place. places en entrée comporte au
moins un jeton.

Pour les ’rronsmons
franchissables, on définit
franchissement  effectif selon
les régles suivantes :

I Franchissement de t,

_f t
%
le franchissement est une
opération indivisible (atomique),

un jeton est consommé dans chaque place en entrée,
un jeton est produit dans chaque place en sortie.
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Lorsqu'une place est reliée & une transition par un arc : P>t
on parle de place en entrée de t,.

Lorsqu'une transition est reliée & une place par un arc 2P,

on parle de place en sortie de 1,

4.Réseaux particuliers

Le grophe associé & un réseau de Petri peut étre trés

Une transition sans place en entrée est une transition source, complexe. Un certain nombre de situations présente un intérét

une fransition sans place en sortie est une transition puits. particulier :

1. les graphes d'états

Dans ce cas chaque transition ne dispose que d'une place en
entrée et une place en sortie.

2. les réseaux sans conflits

Dans lesquels chaque place n'a qu'une transition en sortie.

3. les réseaux dits simples

Réseaux avec conflits mais dans lequel chaque transition
n'intervient au plus que dans une situation de conflit.

4. les réseaux purs

Dans cette situation aucune place n'est & la fois en entrée et
en sortie de la méme transition.

Le tableau suivant illustre les définitions précédentes :

Graphe d'états Sans conflits

Possible Impossible Possible Impossible

P, P, @PP @PP
XL,

| K@&&&

PZ

Simple

Possible Imp055|b|e Possible Impossible
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@J\@Pv b d 553,

||.PROPRIETES DES RESEAUX DE PETRI
Dans la suite on appellera Mo le marquage initial.

Et *Mo

s 'ensemble des marquages accessibles & partir du marquage

Mo initial.

On notera la franchissabilit¢ d'une transition & partir d'un
marquage M; comme suit: Mi[t;>

Si le marquage résultant est M} alors on notera : Mi[t;>M
Cette notation est extensible aux séquences de transitions. On
note dans ce cas la franchissabilité de la séquence comme
suit @ Miftite>

Par ailleurs on définit une notion d'ordre sur les marquages en
définissant la notion de couverture. Un marquage M' couvre
un marquage M (on dit aussi : M' est supérieur & M) si le



nombre de marques dans chaque place du réseau M'(P) pour L 5.Etat d'accueil et réseaux ré-initialisables
M' est supérieur au nombre de marques pour chaque place .
M(P) dans M. Soit : Un état d'accueil pour un réseau t
' et son marquage initial est un
M ZM(EPVP[M'(Pi)ZM(Pi) t t quage !
marquage particulier M, fel qu'il
existe un chemin (une séquence

2

1.Réseaux bornés et/ou binaires > S
de transitions  franchissables)p =
Attention : cefte propriété, comme les suivantes, est définie P P P menant & M, pour tous les '
pour un marquage Mo donné. Sa validité pour un autre ! 2 . ® marquages accessibles. ’/‘
Exemple de réseau vivant

marquage n'est en rien garantie. 3 o Il est donc toujours possible,

Une place est dite bornée pour un marquage initial Mo si il -Quasi-vivacité quelques soient les transitions t

existe un entier k fel que pour tous les marquages accessibles | o quqsi-vivacité va définir une propriété moins contraignantedéi@ franchies, de revenir & I'état
. . , . .

depuis My et pour foutes les places du réseau, le nombre de e |g vivacité. Lo ou la vivacité exige que la transition soitd'accueil en  franchissant  de

jetons dans chaque place est inférieur a k. La place est dite k-frgnchissable & partir de fout marquage, la quasi-vivacite nouvelles transitions.

,
Réseau réinitialisable

. . en . \ : . ,
borné. . impose juste l'existence dune séquence de Tronsiﬁons'.MfJ savere &fre un éfat d'accueil, alors le réseau est dit
tJn réseau dont toutes les places sonf bornées est lui méme ermettant de franchir t, depuis le seul marquage initial. réinitialisable.

orné.

d'un ensemble de places du réseau.

t
Enfin un réseau 1-borné (chaque place contient au maximum 2 6.Composantes conservatives & invariants
un jeton) est dit sauf ou binaire. U g g
B , B , t - ° n invariant de marquage est une propriété du marquage
Réseau borné Réseau non borné 1 < > quag prop quag
P, P,

Py |:>1 On est en présence d'un invariant de marquage si, pour un
T2 est quasi vivante ensemble donné de places, il existe une combinaison linéaire

t |:>1 Un réseau dont toutes les transitions sont quasi-vivantes est ditdes marques présentes dans les places de valeur constante

¢ quasi-vivant. quelque soit I'évolution du réseau (et donc pour tous les

On peut donc dire de maniere simple qu'un tel réseau nemarquages accessibles).
comporte pas de branches mortes pour le marquage initial, illl existe donc dans ce cas un vecteur V dit de pondération :
P2 existe toujours au moins un moyen de franchir chaque

e =\ X, ...,X
Pz transition en por’ron’rde Mo. 4 ( 1, 722, =00 n)

Et linvariant de marquage résulte de la propriété suivante :
* te
4.Blocage VMe M, D «.M(P)=c

. , .Seules certaines places interviennent dans linvariant de
Un blocage correspond & un marquage du réseau de Petri ,
marquage (on a pour ces places : g non nul), l'ensemble des

pour lequel plus aucune transition n'est franchissable. . . .
, . . places en question forme une composante conservative notée
Un réseau est dit sans blocage si aucun marquage de V)

l'ensemble des marquages accessibles *Mg n'est un blocage.

2 Vivacité

La vivacité porte sur les transitions. Une transition t est dite
vivante pour un marquage initial My si depuis tout marquage
accessible il est possible de trouver une séquence de
transitions amenant & franchir t. Dans un tel réseau il sera
toujours possible de re-franchir 1, peu importe les transitions Q P

déja franchies. La vivacité est donc une propriété trés forte. 1

Un réseau dont toutes les transitions sont vivantes est dit ( Hw ;
vivant.

MO
M1 est un blocage
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Dans le réseau ci-contre, on
peut trouver deux invariants
de marquages :

1. m(P1)+m(P2)+m(P4) = 1

2. m(P1)+m(P3)+m(P5) = 1

Invariants correspondants &
deux composantes
conservatives :

1. {P1, P2, P4}

2. {P1, P3, P5}

[I|. GRAPHE DES MARQUAGES ET DE COUVERTURE

Jusqu'd présent aucune méthode n'a été proposée pour
déterminer les propriétés d'un réseau. Ce premier chapitre va
présenter les méthodes « graphiques », le suivant les méthodes
fondées sur l'algébre linéaire.

1.Arbre et graphe des marquages accessibles

Premiére méthode

graphe des marquages accessibles.

extrémement simple.

Les noeuds du graphe sont formés des différents marquagesnaturellement et ceci quelles que soient les transitions
de *Mo. On démarre avec le seul marquage initial, et I'on vafranchies, ainsi le symbole w ne disparaft jamais.

construire de maniére exhaustive
Cefte méthode est

construire les différents arcs et noeuds progressivement.

le

d'incidence arriére

. . ) - R La valeur du poids est 1 lorsque l'arc existe et O sinon (cette
Linconvénient de la méthode précédente est rédhibitoire : tous 4finition  est  naturellement  extensible  aux  résequx

les réseaux n'ont pas un graphe des marquages accessibles
fini...
On propose donc une méthode alternative. Le mécanisme de
construction est le méme que pour le graphe des marquages
accessibles. A ceci prét que pour chaque nouveau marquageles ensembles P et T sont finis et discrets, on peut donc
(noeud du graphe) ajouté, on vérifie s'il n'est pas supérieur direprésenter les applications Pre et Post sous forme matricielle.
un marquage déjd présent sur au moins une séquence entre On définit ainsi W la matrice d'incidence avant comme suit :
Mo et le nouveau marquage. N [Wl_j] avec W; /:Pre(P[, tj)
Si tel est le cas tous les marquages .de. place supérieurs SONt £ W g matrice dincidence avant -
remplacés par w. Ce symbole matérialise le fait que la place + +
en question peut contenir autant de jetons que souhaité (elle [Wi,j] avec Wi,j:POSt(Pi’t/‘)
est donc non bornée). Enfin on déduit la matrice d'incidence W :

P W=w'—w"

Pour le réseau suivant on a :

2.Arbre et graphe de couverture

généralisés).

1.Matrices d'incidence

8 tl t2 t3

t w [ 7
T 1 P, (o of P
M"=g _ T, W=l 1 1 P,
t3 0 t 0 0 1 P3

1
P, 0 0 of p,
SDE S s
3 4 — tl t t3

Dans la suite, les places non bornées le demeurent P, K‘ . ) 0 0 0 P,
Q « =11 0 0] P
. . . t
Cette méthode produit le graphe de couverture, un graphe fini 3 0 1 0] P,
Pour chaque nouveau marquage on détermine l'ensemble desdans tous les cas. 0O 0 1 P,

transitions franchissables et pour chaque transition de cetComme pour le graphe des marquages accessibles, on va

ensemble on ajoute un arc vers le nouveau marquage.

Si un marquage est déjd présent dans le graphe, on secertain nombre de propriétés pour le réseau de Petri.

contente de tracer l'arc.

S =

|

Attention : la matrice d'incidence n'a de sens que dans le cas
des réseaux purs. En effet, dans les réseaux non purs, ob une
place est en entrée et en sortie de la méme transition, le solde
des marquages est nul, la matrice d'incidence perd donc une
partie de l'information.

pouvoir déduire de l'observation du graphe de couverture un

IV.ALGEBRE LINEAIRE ET RESEAUX DE PETRI
Soit R un réseau de Petri non marqué, on peut décrire R au
moyen de deux applications :
Pre:PXT—10, 1}
Post : PXT —{0, 1} Soit S une séquence de franchissement, telle que :
ou P est I'ensemble des places et T I'ensemble des transitions. M,[S>M,
Pre(P,t) représente le poids de l'arc reliant P a t; et Post(P,t) On définit S, vecteur caractéristique de la séquence S en

représente le poids de l'arc reliant t a P précisant pour chaque transition le nombre de fois oU la
Pre est appelée fonction dincidence avant, et Post fonctiontransition est franchie dans la séquence.

2.Equation fondamentale



Pour le réseau précédent, on a par exemple : 2.

S=tt, etS=(1,1)
Compte tenu de ces différentes définitions on a I'équation
fondamentale suivante :

3.

M, =M +W.S
Cette équation permet de calculer en une opération, sans 4
parcours du réseau le marquage obtenu aprés le

franchissement de la séquence compléte.

Attention : Les résultats de I'équation fondamentale, méme s'ils2
sont toujours calculables, n'ont de sens que si la séquence S
est effectivement franchissable.

3.Composantes conservatives & invariants

La matrice d'incidence permet aussi de détecter des invariants
de marquage, en effet, en partant de I'équation fondamentale
on montre que, si V est un vecteur de pondération, et P(V) la
composante conservative associée, alors on a :
T
Vo.w=0

ou V' désigne la transformée du vecteur V.

V.METHODES DE REDUCTIONS

Linconvénient lorsqu'on applique les méthodes précédentes
est la taille du réseau de Petri. On a donc recherché des
méthodes visant & réduire la taille du réseau tout en
conservant les propriétés essentielles. Le réseau équivalent
obtenu permettant alors plus simplement de démontrer les
propriétés du réseau original. 1
6 méthodes sont détaillées ici.

Note : dans la suite les notations t°, , P°, °P désigneront
respectivement les places en sortie, les places en entrée de la
transition t et les transitions en sortie, les transitions en entrée
de la place P.

Une place implicite est supprimable, la méthode consiste ¢
supprimer la place et les arcs en entrée et sortie.

1.R;: substitution de places

Si la place supprimée est marquée deux cas sont possibles :
. s'il n'existe qu'une transition en sortie, alors le marquage

Une place est dite implicite si :
. son marquage n'a aucun impact sur le franchissement de

2. ce méme marquage est une combinaison linéaire des

On supprime les transitions en entrée et sortie de la place (
°P et P°),
On crée une transition , par couple (t,1) des transitions en Une transition neutre est une transition dont les places en

entrée et sortie dont les places en entrée sont celle de 1 et eNfrée sont aussi les places en sortie. - . .
les places en sorties celle de t. On peut supprimer une telle transition f si par ailleurs

chaque place en entrée ou sortie de de t dispose d'au moins
une fransition en entrée autre que 1 (cette définition peut étre
étendue au réseaux généralisés).

La réduction consiste & supprimer la transition et les arcs en

3.Rs : suppression des transitions neutres

est celui qui aurait été obtenu aprés franchissement de
cette transition,
sinon, il faut considérer tous les cas de franchissemententrée et sortie.

possibles et travailler sur autant de réseaux (on a donc xemple
réduit la taille du réseau, mais on en a désormais plusieurs
a étudier).
Exemples :
4.R4 : suppression des frcmsmons identiques

Deux transitions t et f; sont identiques si elles ont les mémes
ensembles de places en entrée et les mémes ensembles de
places en sortie.

La réduction R4 consiste & supprimer l'une des deux transitions
ainsi que les arcs associés.

Exemple :

A

5.R, : suppression des transitions impures

Une transition impure est une transition dont au moins une

s
O

2.R; : suppression des places implicites

ses transitions en sortie,

morquoges des autres places du réseou soit

(Z a,. M )+b

k#i

Exemple : des places en entrée est aussi place en sortie.
3 conditions & cette réduction : La réduction R, consiste & supprimer les arcs entrant et sortant
1. les transitions en sortie de la Place & substituer (P) n'ont correspondant aux places & la fois entrée et sortie. Ensuite &
aucune autre place en entrée, R2 supprimer la transition elle méme si elle est isolée (non reliée
2. les transitions en sortie de P ne sont pas impures, 1 b t1 a une place).

3. au moins une transition en sortie n'est pas une transition
puits.

Méthode de réduction :

1. On supprime la place,

Exemple :



des propriétés présentées conservent les invariants detemporisés) ou des durées aux transitions (on parle de réseaux
marquage et permettent de déterminer les composantesT-temporisés). De tels réseaux vont permetire d'établir des
conservatives. propriétés en fonctionnement & vitesse maximale ou en régime

Ra stationnaire.

» Q VI.EXTENSIONS DES RESEAUX DE PETRI En allant plus loin on peut méme définir les réseaux de Petri
Différentes extensions aux réseaux de Petri ont été proposées, interprétés qui sont :
en général les propriétés des réseaux de Petri s'étendent & ces®  des réseaux synchronisés (le franchissement est conditionné

réseaux (parfois moyennant des ajustements). a des événements extérieurs),
. . + des réseaux P-temporisés,
6.Ry : suppression des transitions pures ) o . . . . s
1 .Réseaux genero/lses « des réseaux qui comportent une partie opérative : c'est &
Pour les transitions pures (non impures) il est possible de dire que des actions peuvent étre associées & chaque

procéder & une réduction si la transition n'est ni une TrcunsiﬁonJusquIC\_J présent le franchissement gle fransition ne consomme  gjgce. Ces actions agissant notamment sur des variables

source, ni une transition puits. qu'un jeton par place. Il est possible de valuer les arcs du  giat du systeme.

La réduction consiste & : ré,se,ou en indiquant un poids. De fels réseaux sont dit|¢ rgseqy de Petri interprété va donc permettre de décrire des

1. supprimer la transition, généralisés. systtmes dont le fonctionnement est li¢ a des éléments

2. remplacer les places en entrée et en sorfie par del® franchissement d'une transition peut alors consommergyisrioyrs et dont I'évolution provoque la réalisation d'actions.
nouvelles places correspondant aux couples (P,Py) tels que plusieurs marques (selon le poids de l'arc) dans chaque place Ce type de réseaux est & lorigine du GRAFCET proposé en

P. est une place en entrée et P, est une place en sortie, en enfrée et en produire plusieurs dans chaque place en 1977 nar IAFCET (Association francaise pour la cybernétique

3. Relier ces nouvelles places selon la méthode suivante : sortie. économique et technique) aujourdhui devenue ASTI en

+ les transitions en entrée de (P;,P) sont celles des deux collaboration avec les acteurs industriels majeurs du secteur
places sauf 1, 2.Réseaux avec arcs inhibiteurs (EDF, Peugeot, Merlin-Gérin, Télémécanique).

* les transitions en sortie de (P,Py) sont celles des deux j.o qutre extension des
places sauf 1.
4. Marquer chaque couple (P,P) avec un nombre de jetons

réseaux ordinaires consiste &
permetire de tester l'absence de marques dans une place,

alors que lors d'un franchissement classique, on vérifie au a l'origine 'AFCET a proposé pour le GRAFCET une notation

2.Evolution de la notation

égal & la somme des jetons de P; et Py. . . | - .
Exemgple . ! k confrcnlre la présence dun,e marque qui est consommee. quasi-identique & celle déja utilisée dans les réseaux de Petri.
: Lorsgugng place en enfreglesf reI iee a une. fransition por. UNCependant ce nlest pas la notation utilisée par les
arc |nh|b|fegr, cette fronsmon n'est franchissable que si |°professionne|s qui ont adopté et défini une notation
place est vide (& ceci peut s'ajouter les conditions sur les,qmalisée.
P1 P2 autres places naturellement). R
P2+P3 Lors du f hi . .
ors du franchissement la place en question reste vide.
Rb
» VII.GRrAFCET 1 Action
P1+P3
P3 1 Oriai Dans le cas du GRAFCET on ne parlera pas de place, mais
-~~rigine d'étape (correspondant au processus modélisé). Lorsque le
Jusqu'd présent les seuls réseaux de Petri décrits sont desiefon (dans un GRAFCET, une place contient au maximum un
]

réseaux autonomes. Clest & dire que le franchissement effectifieton) est dans une place, on parle d'étape active.

d'une transition n'est conditionné & aucun élément extérieur.  On remarque que le GRAFCET n'oriente pas ces arcs. Cette
les réductions R, & Re conservent les propriétés décritesUn autre catégorie de réseaux consiste justement & lier le simplification est rﬁ?”due possible car un GRAFCET se lit de
précédemment, & savoir : réseau borné, vivant, quasi-vivant, franchissement & des contraintes (conditions, survenue d'un haut ?”\bﬂs- 5.69|.|OVC 0”?”* C,J'e bas en haut et permettant de
avec état d'accueil, avec ou sans blocage. événement, ...), on parle de réseaux non autonomes. revenir a I'état initial est oriente. . .
Parmi les réseaux non autonomes le plus évident est le réseaull s'agit donc d'une différence de présentation essentielle :

de Petri temporisé dans lequel on impose un délai d'attentequand un réseau de Petri pouvait s'écrire dans toutes les
on parle de réseaux P-directions, le GRAFCET impose un sens de lecture.

7.Récapitulatif des propriétés conservées

En revanche ces 4 méthodes ne permettent pas de conserver
les caractéristiques liées aux invariants de marquage.
A linverse, les méthodes R, et R, si elles ne conservent aucune @YX marques dans les places (



En outre le GRAFCET adopte une notation particuliére pour
matérialiser le marquage initial :

Etape initiale Etape active Etape inactive
Concernant le franchissement des transitions le GRAFCET
adopte & la fois une notation et un vocabulaire particulier.

jonction

\/;ET | -

distribution

= |

TJTT

Les conditions de franchissement Ri
réceptivités. Ces conditions sont fonction :
+ des variables d'état du GRAFCET,

+ de l'état interne du réseau (étapes actives ou pas).
Pour ces réceptivités les conventions suivantes
appliquées :

la somme logique (OU) est désignée avec le signe : +,
le produit logique (ET) est désigné avec le signe : .

On note ainsi «a et b» comme suit : «a.b». En outre la
notation « /a » désigne la négation.

sont appelées

sont

3.Fonctionnement

Les regles d'évolution d'un GRAFCET sont proches de celles

des réseaux de Petri, notamment temporisés.

Une transition est franchissable si :

1. toutes les étapes qui précédent la transition sont actives
(dans un réseau de Petri on dirait : les places en entrée
comportent au moins un jeton),

2. la réceptivité de la transition est validée.

Le franchissement effectif d'une transition est comparable au

cas du réseau temporisé lors d'un fonctionnement & vitesse

maximale :

1. toute transition franchissable est immédiatement franchie,

2. si plusieurs transitions sont simultanément franchissables
alors elles sont franchies simultanément,

3. pour une étape (place) impure, l'étape reste active (elle
n'est pas désactivée, puis réactivée).

Ce fonctionnement & vitesse maximale induit un changement

important par rapport au franchissement décrit précédemment

lorsque plusieurs transitions sont franchissables au méme

instant :

Dans un réseau de Petri ordinaire, on choisit de franchir une
transition parmi les deux, ici on va franchir les transitions
ensemble :

5O
o\
@_5_%, )

4.Exemple de modélisation avec le GRAFCET

Dans cet exemple nous modélisons un systtme permettant de
traiter 'eau de deux bassins d'élevage. Les bassins peuvent
&tre de tailles différentes, mais le traitement diffusé est

[t

identique.
B1

m
||
o o

2

Vi v
c2 B2 c4 B3
CS*

V3 V4

Le systéme est constitué d'un réservoir pour le produit traitant,
de deux réservoirs doseurs et de 4 vannes. L'ensemble est
piloté par un contact m et dispose de 5 capteurs positionnés
comme ci-contre.

A chaque pression sur le contact, chacun des doseurs est
rempli puis déversé dans le bassin correspondant.

Une modélisation possible sous forme de GRAFCET est la
suivante :

1
+ ~m.c1
2 H VA1 3 V2
A
I ) cd
2 V3 3 V4
I 3 ch




