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Avertissement Question Points | Score

— La plupart des questions sont indépendantes. Graphes pondérés 6
— L’espace laissé pour les réponses est suffi-

. - . Plus 1 -5é 9
sant (sauf si vous utilisez ces feuilles comme 115 TOUBHE SOUSTSCUENCe COMMUNe
brouillon, ce qui est fortement déconseillé). Parcours en largeur 5
— Soluti 1 lgorithmi Py-
olutions en langage algorithmique ou en Py Total: 20
thon.
Exercice 1: Graphes pondérés (6 points)

(a) 1. (2 points) Soit T un arbre couvrant minimal d’un graphe G = (S, A, w), et soit S’ un sous ensemble
de S. Soit T” le sous-graphe de T induit par S’ (c’est une foret), et soit G’ le sous-graphe de G
induit par S’
Montrez que si T” est connexe (donc un arbre), alors 7" est un arbre couvrant minimal de G’.

Solution: Supposons que T’ ne soit pas un arbre couvrant minimal de G'.

On sait que T” est un arbre, c’est donc qu’il n’est pas minimal. Soit 7] un arbre couvrant
minimal de G.

Posons R =T — T’, 'ensemble des arcs de T qui ne sont pas dans T".

Posons T} = T{ U R. Montrons que T} est un arbre couvrant de G.

T, couvre G car T] couvre G’, et que les arcs de R couvrent G — G’.

T est un arbre (meme nombre d’arcs que T'.

Le poids de T} est inférieur au poids de T, or T est un arbre couvrant minimal. Il y a donc
contradiction.

T’ est donc un arbre couvrant minimal de G’.

ii. (2 points) Soit T un arbre couvrant minimal d’un graphe G = (S, A, w). Soit G’ = (5', A", w) le
graphe obtenu & partir de G en ajoutant un nouveau sommet s’ et ses arcs incidents.
Montrez que T” obtenu en ajoutant a T le sommet s’ et un de ses arcs incidents de poids minimal
n’est pas toujours un arbre couvrant minimal de G’.

Solution:

= ({a,b,¢},{(a,b,1), (a,¢,2)})

G
’:(({a,b,c,s’},{(cub ), (a,¢,2)(s',b,1),(s',¢,1)})

1), (a,
T = ({a,b,¢c,s'},{(a,b,1),(s',b,1),(s',¢,1)})

G
T
G
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(b) (2 points) Donnez un exemple d’un graphe orienté pondéré G = (S, A), de fonction de pondération
w: A— N et d’origine s, tel que G satisfasse la propriété suivante : Pour tout arc (u,v) € A, il existe
une arborescence des plus courts chemins de racine s qui contient (u,v) et une autre qui ne contient

pas (u,v).
Solution:
G= ({57 U, ’U}, {(57 U, 1)’ (Sv v, 1)7 (uv v, O)a (U, u, 0)})
T1 = ({s,u,v},{(s,u,1),(s,v,1)})
T2 = ({s,u,v},{(s,u,1), (u,v,0)})
T3 = ({s,u,v},{(s,v,1), (v,u,0)})
Exercice 2: Plus longue sous-séquence commune (9 points)

Soit w un mot. Les mots u obtenus en retirant un nombre quelconque (entre 0 et len(w)) de lettres forment
les sous-séquences du mot w. Exemple : si w = abach, alors

sseqs(w) = {e a,b,c,ab,aa,ac,ba,be, bb, cb, aba, abe, abb, aac, aab, acb, bac, bab, beb,

abac, abab, abeb, aach, bach, abach}

Soit w1 et w2 deux mots. Il est possible de calculer sseqs(wl) N sseqs(w?2), donc de calculer la longueur de
la plus longue sous-séquence commune & ces deux mots.

Le probléme de la Plus longue sous-séquence commune (PLSC) consiste a trouver une sous-séquence com-
mune de longueur maximale.

Notations : Soit w un mot. On note wi] la (i + 1)¢™¢ lettre de w, et w; le mot composé des i premiéres
lettres du mot w. Par convention wy désigne le mot vide e.

Propriété : Soient u = u,, 1 et v = v, 41 deux mots, et soit w = w1 une PLSC de u et v, alors

si u[m] = wvln] alors wlk] = u[m] et wy, est une PLSC de upet v,
si ulm] # v[n]  alors wlk] # u[m|] = (wi4+1 est une PLSC de u,y, et vp41)
si u[m] # v[n]  alors wlk] # v[n] = (wg41 est une PLSC de w41 et vy,)

La propriété précédente permet ’écriture d’algorithmes basés sur la programmation dite dynamique, tech-
nique qui utilise des tableaux de stockage d’informations pour éviter de répéter des calculs. Pour calculer
PLSC(u,v), une matrice C va contenir pour chaque couple d’indice (i,j) la longueur de PLSC'(u;,v;). Cette
matrice peut se calculer ainsi :

0 sit=0o0uj=0
cli,jl=« ci—1,7-1+1 sii>0,7>0etufi —1]=v[j—1]
max(c[i,j — 1], c[i —1,7]) sii>0,7>0et u[i — 1] #v[j —1]

(a) Soit le programme python suivant :

def plscCodage(u,v):
# Initialisation de la matrice avec des 0
code = [0]*(len(u)+1)
for i in range(len(code)):
code[i] = [0]«(len(v)+1)
# Calcul du codage
for i in range(1l,len(u)+1):
for j in range(l,len(v)+1):
if uli—-1]==v[j—-1]:
code[i]|[]j] = code[i—1][j—1]+1
else:
code[i][]j] = max(code[i][j—1],code[i—1][]j])
return code
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i. (2 points) Remplissez le tableau suivant en exécutant ’appel plscCodage (?abcbdab’, *bdcaba’).

Solution:

[ Rl Rl B Bl Bl =1 K= N n =
NN N === O & Do

W W W NN =] O T ot
R W W NN OO

W W N NN = O o~

NINNN N =D 0| W

(o] Ben) Hen] Hen] Hen] Hen) Hen) Nan] | ol )

N O U | W N O
TlylalT|o|T|o|m

ii. (1 point) Donnez et justifiez la complexité du programme plscCodage.

Solution: Deux boucles imbriquées, et a I'intérieur, une instruction de branchement. Les deux
branches sont en ©(1), le branchement est donc en ©(1). La boucle la plus interne est donc
en O(len(v)), et la plus externe en ©(len(u) x len(v)). Pour des raisons similaires, la phase
d’initialisation est également en ©(len(u) X len(v)).

La complexité de 'algorithme plscCodage est en O(len(u) x len(v)).

(b) i. (4 points) Donnez un algorithme ou bien un programme python plscDecodage (u,v,code) qui
retourne une des plus longues sous-séquences communes & u et v en utilisant le tableau code, qui
est le résultat de ’appel plscCodage (u,v)

Solution:

def plscDecodage(u,v,code):

plsc = 77
i = len(u)
j = len(v)

while code[i][j]>0: # on sait que code[0][j]=0 et code[i][0]=0
if uli—-1]==v[j—-1]:
plsc = u[i—1]+plsc

1 =1-1
J=1ij-1
elif code|i]|[j—1]<=code[i—-1][]]:
i =1i-1
else:
j=1i-1

return plsc

ii. (1 point) Donnez le résultat de la suite d’instructions :

code = plscCodage(u,v)
plsc = plscDecodage (u,v,code)
print (plsc)

Solution: bcba

iii. (1 point) Donnez et justifiez la complexité de votre programme plscDecodage.

Solution:
— Meilleur des cas (u=a™,v=">0"): Q1)
— Pire des cas (u = a",v = ab™a"" 1) : O(len(u) + len(v))
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Exercice 3: Parcours en largeur (5 points)
Définition : Un graphe biparti est un graphe non orienté G(S, A) dans lequel S peut étre partitionné en
deux ensembles S et Sy tels que (u,v) € A implique soit (u,v) € S; X Sa, soit (u,v) € Sg x Sj.

En d’autres termes, toutes les arétes passent d’un ensemble a 'autre.

Propriété : Un graphe non orienté G(S, A) est connexe si pour n’importe quel sommet s € S, Pexécution
de 'algorithme ParcoursLargeur (G,s) vu en cours colorie tous les sommets en noir.

En d’autres termes, tous les sommets sont accessibles depuis n’importe quelle racine.

(a) (4 points) Donnez un algorithme (ou un programme python) basé sur le parcours en largeur vu en
cours qui retourne Vrai si et seulement si le graphe G est biparti et connexe.

Solution:

def bipartiConnexe(G):
for s in listeSommets(G):
demarquerSommet (s)
s.dist = None

r = random. choice (listeSommets (G))
marquerSommet (1)
r.dist =0
f = Queue()
f.put(r)
while not f.empty():
s = f.get()

for t in listeVoisins(s):
if not estMarqueSommet (t):
marquerSommet ( t)
t.dist = s.dist+1
f.put(t)
elif (t.dist—s.dist)%2==0:
# G n’est pas biparti
return False
for s in listeSommets(G):
if not estMarqueSommet (s ):
# G n’est pas connexe
return False
return True

(b) (1 point) Donnez et justifiez la complexité de votre algorithme.

Solution: Sans tenir compte du démarquage initial qui coute O(5).
— Meilleur des cas (Un graphe composé de n triangles disjoints) : (1)
— Pire des cas(G = K, le graphe complet biparti) : O(S + A)
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