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L Systémes parfaits

Article de M. Nivat, ACM 1970

Soit
SC X" x X*

Le systéme S est parfait ssi, il réduit strictement la longueur et
Vf e X* Vg € X*

fosg < 3h =5 hesg.

Le systéme S est quasi-parfait ssi, S = S; U Sp (51 réduit
strictement la longueur, Sy préserve la longueur) et

fosg o Ik =5 heas b5 g
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L Systémes parfaits

Extensions de la perfection

Systéme préparfait [Cochet, Doctorat de 3iéme cycle, 1971] :
S =51USp (51 est strictement décroissant, So préserve la
longueur) et

fesg o 3k Foshos B —5e.
Systéme confluent sur le mot fy [Dehn, 1912] :

feosh & F—osh.

Systéme géodésique [Duncan-Diekert-Myasnikov, 2010] :
(f S-irréductible) = (f est minimal dans [f]( <>%)).
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L Systémes parfaits

Décidabilité

Perfection est décidable [Nivat 1970]
Quasi-perfection est décidable [Nivat 1970].

Préperfection est indécidable [Narendran-McNaughton, TCS,1984].
Confluence sur un mot est indécidable[Sénizergues, TCS 1995]
Géodeési-cité est indécidable[Duncan-Diekert-Myasnikov, 2010]
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L Systémes parfaits

Complétion

[Duncan-Diekert-Myasnikov, 2010] :
Un semi-algorithme “a la Knuth-Bendix" pour les systémes
quasi-parfaits.
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I—Réécriture vs langages algébriques

Systéme parfait non-algébrique

Exemple de classe non-algébrique ([M. Nivat, 1970]) :

S :={(aaabv, ab), (bbv, vb), (ccc, vc)}
[abbc]( HE) Na*b*c* = {a2n+1b2"+lc2n+1}.

Question 1 : Quels sont les systémes de réécriture dont les classes
sont algébriques ?

Question 2 : Quels sont les langages algébriques qui sont
congruentiels 7

14 /44



La réécriture parfaite: développements et convergences

I—Réécriture vs langages algébriques

Systémes basiques

[Nivat, 1970],[Berstel, 1976]

g

C1
S est dit :

basique a gauche ssi C1, C2 sont impossibles
basique ssi C1, C2, C3 sont impossibles
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I—Réécriture vs langages algébriques

c-Systémes

[Butzbach,1973], [Sakarovitch, 1979], [Chottin, 1979]
Notion de c-systéme :

S= UR,- x {ui} x {v;}

ou les R; sont rationnels.
N.B. si R; = X*, le systéme S est semi-Thuéien.
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I—Réécriture vs langages algébriques

Systémes basiques
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I—Réécriture vs langages algébriques

Systémes basiques

Théoréme

Soit L C X*. Les propriétés suivantes sont équivalentes

(1) L est algébrique déterministe

(2) L=[RI( ©%)
ou R est un langage rationnel sur X* et S un
c-systéme strict, fini, basique, confluent

(3) #LS =[fI( <) N(X +#+9)
ot f est un mot de X*, S un systéme semi-Thuéien
v-strict, fini, basique a gauche, confluent et #,$ des
lettres n'appartenant pas a I'alphabet X.
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I—Réécriture vs langages algébriques

Systémes basiques

Preuve(s) :
(3) = (1) : [Sakarovitch, thése d'état 1979]
(2) = (1) : [Chottin, 6iéme ICALP, 1979]
(1) = (2) : [Sénizergues, TCS 1990 (A)]
(2) = (3) : [Sénizergues, TCS 1990 (B)]
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I—Réécriture vs langages algébriques

Systémes quelconques

Strategie de dérivation de droite a gauche :

gauche

droite ‘ ‘

H . *
Notation : g7
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I—Réécriture vs langages algébriques

Systémes quelconques

Théoreme (Sylvestre, theése de doctorat, 2014)
Soit S un systéme de réécriture fini sur X* et R un langage

rationnel. Alors [R]( 4z4%) est algébrique.

Extensions :
- R algébrique = méme conclusion
- R langage d'index = [R]( 4g¢—%) est un langage d'index.
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I—Réécriture vs langages algébriques

Réécriture de termes

Strategie de dérivation de bas-en-haut :

H . *
Notation : ppé—35
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I—Réécriture vs langages algébriques

Réécriture de termes

Question : que peut-on dire des langages de termes de la forme
L =T[t] bn=s

pour S sytéme de réécriture de termes, linéaire, fini?
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I—Réécriture vs langages rationnels

Systeme “a la Dyck”

Théoréme (Benois-Sakarovitch, IPL 1986)

Soit S un systéme de simplification, c'est a dire un systéme
semi-Thuéien S tel que ¥(u,v) € S, |u| = 2,|v| = 0. Alors

1- pout tout /angfage rationnel R, [R]( —%) est rationnel

2- un automate fini reconnaissant [R]( —%) peut étre construit en

temps O(n*) a partir d’un automate fini de taille n reconnaissant
R.

Améliore [Benois, CRAS 1969], [Book-Otto 1985].
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clear that p'(Uv) = U

where v = ve.

Assure it is satisfied for all u' of length less than n-1 and
consider p'(1 v u'(n)...u(1)) # 0. Certainly p'(u v u'(n)...u'(2)) #0
and ve need distinguish between two cases.

S v vy (@) )

Now p'(ivut) #0

vy = (D)
waw

and p'(U v ut(n)...u'(2)) = U
uv, = fut(1) or

vz_= vau'(1),

Uvy e (AUR)R
and p'(U v u')

V= vut and pr(E v u*) = Gey,vp = 4
u'(1).

— u'(2)...u'(n) =

- upv and p'(U v out(n)...u(2)) = U
clearly u

= uv with = w(Lup and p'(E v ) = B e

The lemma follows immediately foxr p'(U v u' v') = p'(d v u')v'.
A result of fundamental importance in what follows is the following
1 (Michele Benois

) :
If T is a rational language in (A U A)* the languages
p(L) and p'(L) are also rational.
We do not prove

it but use it to establish the following result we need.

f Jognizable RWRS and L is a rational language
a rational language.

Proof 1 LRI = (flu,v] | £ ¢ L, (u,v) € R)
= (p(fuv) | £elh(uv)eR)
= p(LR) if we define
R (v i (uv)er)
P
~
It suffices to check that R is rational if R= U Hj x K;j is
=1
-
recognizable. This is cbvious since R = u i if
S s
Hi= (U ) ueny) and clearly Hy

is rational if H; is rational.
Remark

uhe result does not hold for rational RWRS since
rational 5

R is generally not
rational not recognizable as one can see by considering A
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I—Réécriture vs langages rationnels

Reecriture lineaire droite

Théoréme (Boasson-Nivat 1984)

Soit S une partie reconnaissable de X* x X* et L est une partie
rationnelle de X*. Alors

[L]( 1a—5)

est rationnelle.

Idée-clé : A
S:={av|(u,v)eS}
Yw e X*, w( y53) = ((w-5%) «5)nNx*
ol D est le systéme

xx — e (x € X).
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I—Réécriture vs langages rationnels

Systémes basiques a gauche

Théoréme (Durand-Sénizergues, arxiv 2013, soumis a l-and-C)

Soit S une partie reconnaissable de X* x X* et L est une partie
rationnelle de X*. Alors
1-

[L1( dg—5)
est rationnelle.
2- Un automate fini reconnaissant [L]( 4,—¢) peut étre construit
en temps O(n>).

Preuve :
on combine [Boasson-Nivat 1984] avec [Benois-Sakarovitch 1986]

Vw e X*, w( gg—5) = ((w? R*) =5)NX*
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I—Réécriture vs langages rationnels

Systémes de bas-en-haut

Théoréme (Brainerd 1969)

Soit S une partie finie de T(X) x T(X) et L est une partie
rationnelle de T(X). Alors

[L]( —5)
est rationnel.

Théoréme (Durand-Sénizergues, JSC 2015)

Soit S une partie finie de T(X,V) x T(X,V) et L est une partie
rationnelle de T(X). Alors

[L]( bh—5)

est rationnel.
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I—Réécriture vs langages rationnels

Termes de piles

Termes de piles d'ordre superieur :

arbres binaires, ordonnés, étiquetés par des piles d'ordre supérieur.
notation : T(P,(X))

Régles de réécriture close :
compositions d'opérations de

* remplacement d'un terme clos par un autre
* opération (unaire) sur les piles [copie, anti-copie, rew, ]|
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I—Réécriture vs langages rationnels

Termes de piles

Théoréme (Penelle, TOCS 2017)

Soit S un ensemble reconnaissable de régles de réécriture close sur
les piles d'ordre supérieur; soit L est une partie reconnaissable de
T(Pn(X)). Alors

[L1( =5)

est reconnaissable.
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I—Réécriture vs langages rationnels

Termes de piles

Preuve du théoréme :

- membre gauche d'une opération de remplacement de termes —
anti-terme

- compositions d'opérations —

graphes planaires acycliques (ensemble HR D)

- extension du théoréeme de [Benois, CRAS 1969 :

si R est une partie reconnaissable de D}, alors |'ensemble des
graphes “réduits’ (i.e. anti-termes suivis de termes), est
reconnaissable.
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L Réécriture vs groupes

Groupes virtuellement libres

Soit @ une partie d'un groupe G, avec 1 € Q. La partie Q est dite
primaire ssi, pour tout n > 2 et toute suite q1,..., gn, g d'éléments

de Q, si
GG Gn=q
alors,
Ji € [1,” - 1]7 gi-gi+1 € Q

Lemme (Nivat 1971)

Soit G un groupe libre de base X. Alors, pour tout k > 1,
Q= (XU X)SK
est une partie génératrice primaire de G.
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L Réécriture vs groupes

Groupes virtuellement libres

Théoréme

Soit G un groupe de type fini. G est virtuellement libre ssi il vérifie
I'une des conditions suivantes :

1- G a une partie génératrice finie Q qui est primaire

2- G = X*/S pour un systéme S fini,confluent sur ¢ et S est
monadique

3- G = X*/S pour un systéme S fini,quasi-parfait

4- G = X*/S pour un systéme S fini, géodesique

Références :

1,2 : [Autebert-Boasson-Sénizergues, 1985]

3 : [Rimlinger,1987]

4 : [Duncan-Diekert-Myasnikov, 2010] 38 /44
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L Réécriture vs groupes

Groupes hyperboliques

Un groupe G est mot-hyperbolique ssi :
36 > 0, tout triangle géodésique est 5-mince[Gromov, 1987].

Théoréme (Alonso et alii, 1991)

G est mot-hyperbolique ssi G est présentable par un systéme S
confluent sur ¢.
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I—Réécriture vs linguistique computationnelle

Calcul de Lambek

Ensemble de connecteurs : C = {\,/},
Ensemble de variables propositionnelles : P
Formules : F(C,P)
Les séquents :

Fi,Fp, ... ,F,-G

ouin>1let F,Fp,...,F, G sont des formules.
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I—Réécriture vs linguistique computationnelle

Calcul de Lambek

Axiome : pour toute formule F
F-F

Reégles de déduction :
introduction a gauche F,A + G

A FF\G
introduction a droite [,F +G
r +-GJ/F
élimination a gauche I' HFF A FF\G
A FG
élimination a droite I FG/F A FF
A FG

ot I', A sont des listes non-vides de formules et F, G sont des
formules. 42/ 44
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I—Réécriture vs linguistique computationnelle

Grammaire catégorielle

Grammaire de Lambek :

Types atomiques :P = {S,sn,n,...}
(Sentence, syntagme nominal, nom,...)
Lexique : Lex : X — 27

Langage : x1x2...x, € L ssi

n
Jte [Lex(x), tito,... ta}—S

i=1
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I—Réécriture vs linguistique computationnelle

Théoréme de Pentus

Théoréeme (Pentus LICS,1993)

Les grammaires algébriques et les grammaires de Lambek
engendrent les mémes langages.

Résout positivement une conjecture de [Chomsky, 1963].
Preuve de [Moot-Rétoré, The logic of categorial grammars, 2012],
chapitre 2 :

paragraphe 2.11.2 : “Lemme combinatoire” de [Nivat 1971],

Idée : le groupe libre est un modéle du calcul de Lambek.
44 / 44
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