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Systèmes parfaits

Article de M. Nivat, ACM 1970

Soit
S ⊆ X ∗ × X ∗

Le système S est parfait ssi, il réduit strictement la longueur et
∀f ∈ X ∗,∀g ∈ X ∗

f ↔∗
S g ⇔ ∃h, f →∗

S h ←∗
S g .

Le système S est quasi-parfait ssi, S = S1 ∪ S0 (S1 réduit
strictement la longueur, S0 préserve la longueur) et

f ↔∗
S g ⇔ ∃h, h′ f →∗

S1
h ↔∗

S0
h′ ←∗

S1
g .
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Systèmes parfaits

Extensions de la perfection

Système préparfait [Cochet, Doctorat de 3ième cycle, 1971] :
S = S1 ∪ S0 (S1 est strictement décroissant, S0 préserve la
longueur) et

f ↔∗
S g ⇔ ∃h, h′ f →∗

S h ↔∗
S0

h′ ←∗
S g .

Système confluent sur le mot f0 [Dehn, 1912] :

f ↔∗
S f0 ⇔ f →∗

S f0.

Système géodésique [Duncan-Diekert-Myasnikov, 2010] :
(f S-irréductible) ⇒ (f est minimal dans [f ]( ↔∗

S )).
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Systèmes parfaits

Extensions de la perfection
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Systèmes parfaits

Décidabilité

Perfection est décidable [Nivat 1970]
Quasi-perfection est décidable [Nivat 1970].

Préperfection est indécidable [Narendran-McNaughton, TCS,1984].
Confluence sur un mot est indécidable[Sénizergues,TCS 1995]
Géodési-cité est indécidable[Duncan-Diekert-Myasnikov, 2010]
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Systèmes parfaits

Complétion

[Duncan-Diekert-Myasnikov, 2010] :
Un semi-algorithme “à la Knuth-Bendix” pour les systèmes
quasi-parfaits.
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Réécriture vs langages algébriques

Système parfait non-algébrique

Exemple de classe non-algébrique ([M. Nivat, 1970]) :

S := {(aaabv , ab), (bbv , vb), (ccc , vc)}

[abbc]( ↔∗
S) ∩ a∗b∗c∗ = {a2n+1b2n+1c2n+1}.

Question 1 : Quels sont les systèmes de réécriture dont les classes
sont algébriques ?
Question 2 : Quels sont les langages algébriques qui sont
congruentiels ?
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Réécriture vs langages algébriques

Systèmes basiques

[Nivat, 1970],[Berstel, 1976]

C2C1 C3

S est dit :
basique à gauche ssi C1, C2 sont impossibles
basique ssi C1, C2, C3 sont impossibles
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Réécriture vs langages algébriques

c-Systèmes

[Butzbach,1973], [Sakarovitch, 1979], [Chottin, 1979]
Notion de c-système :

S =

n⋃

i=1

Ri × {ui} × {vi}

où les Ri sont rationnels.
N.B. si Ri = X ∗, le système S est semi-Thuéien.
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Réécriture vs langages algébriques

Systèmes basiques

Théorème

Soit L ⊂ X ∗. Les propriétés suivantes sont équivalentes

(1) L est algébrique déterministe

(2) L = [R ]( ↔∗
S)

où R est un langage rationnel sur X ∗ et S un
c-système strict, fini, basique, confluent

(3) #L$ = [f ]( ↔∗
S )

⋂
(X +#+ $)∗

où f est un mot de X ∗, S un système semi-Thuéien
v-strict, fini, basique à gauche, confluent et #, $ des
lettres n’appartenant pas à l’alphabet X .
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Réécriture vs langages algébriques

Systèmes basiques

Preuve(s) :

(3)⇒ (1) : [Sakarovitch, thèse d’état 1979]

(2)⇒ (1) : [Chottin, 6ième ICALP, 1979]

(1)⇒ (2) : [Sénizergues, TCS 1990 (A)]

(2)⇒ (3) : [Sénizergues, TCS 1990 (B)]
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Réécriture vs langages algébriques

Systèmes quelconques

Strategie de dérivation de droite à gauche :

u v

droite

gauche

Notation : dg←
∗
S
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Réécriture vs langages algébriques

Systèmes quelconques

Théorème (Sylvestre, thèse de doctorat, 2014)

Soit S un système de réécriture fini sur X ∗ et R un langage
rationnel. Alors [R ]( dg←

∗
S) est algébrique.

Extensions :
- R algébrique ⇒ même conclusion
- R langage d’index ⇒ [R ]( dg←

∗
S ) est un langage d’index.
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Réécriture vs langages algébriques

Réécriture de termes

Strategie de dérivation de bas-en-haut :

Notation : bh←
∗
S
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Réécriture vs langages algébriques

Réécriture de termes

Question : que peut-on dire des langages de termes de la forme

L = [t] bh←
∗
S

pour S sytème de réécriture de termes, linéaire, fini ?
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Réécriture vs langages rationnels

Système “à la Dyck”

Théorème (Benois-Sakarovitch, IPL 1986)

Soit S un système de simplification, c’est à dire un système
semi-Thuéien S tel que ∀(u, v) ∈ S , |u| = 2, |v | = 0. Alors
1- pout tout langage rationnel R , [R ]( →∗

S) est rationnel
2- un automate fini reconnaissant [R ]( →∗

S) peut être construit en
temps O(n3) à partir d’un automate fini de taille n reconnaissant
R .

Améliore [Benois, CRAS 1969], [Book-Otto 1985].
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Reecriture lineaire droite
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Réécriture vs langages rationnels

Reecriture lineaire droite

Théorème (Boasson-Nivat 1984)

Soit S une partie reconnaissable de X ∗ × X ∗ et L est une partie
rationnelle de X ∗. Alors

[L]( ld→
∗
S)

est rationnelle.

Idée-clé :
Ŝ := {ūv | (u, v) ∈ S}

∀w ∈ X ∗, w( ld←
∗
S) = ((w ·Ŝ∗) ←∗

D)∩X
∗

où D est le système
xx̄ → ε (x ∈ X ).
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Réécriture vs langages rationnels

Systèmes basiques a gauche

Théorème (Durand-Sénizergues, arxiv 2013, soumis a I-and-C)

Soit S une partie reconnaissable de X ∗ × X ∗ et L est une partie
rationnelle de X ∗. Alors
1-

[L]( dg→
∗
S)

est rationnelle.
2- Un automate fini reconnaissant [L]( dg→

∗
S) peut être construit

en temps O(n3).

Preuve :
on combine [Boasson-Nivat 1984] avec [Benois-Sakarovitch 1986]

∀w ∈ X ∗, w( dg→
∗
S) = ((w↑ R̂∗) →∗

D)∩X
∗
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Réécriture vs langages rationnels

Systèmes de bas-en-haut

Théorème (Brainerd 1969)

Soit S une partie finie de T (X ) × T (X ) et L est une partie
rationnelle de T (X ). Alors

[L]( →∗
S)

est rationnel.

Théorème (Durand-Sénizergues, JSC 2015)

Soit S une partie finie de T (X ,V ) × T (X ,V ) et L est une partie
rationnelle de T (X ). Alors

[L]( bh→
∗
S)

est rationnel.

Étend aux termes les résultats sur les mots vus précédemment.
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Réécriture vs langages rationnels

Termes de piles

Termes de piles d’ordre superieur :

arbres binaires, ordonnés, étiquetés par des piles d’ordre supérieur.
notation : T (Pn(X ))

Règles de réécriture close :

compositions d’opérations de
* remplacement d’un terme clos par un autre
* opération (unaire) sur les piles [copie, anti-copie, rewx ,y ]
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Réécriture vs langages rationnels

Termes de piles

Théorème (Penelle, TOCS 2017)

Soit S un ensemble reconnaissable de règles de réécriture close sur
les piles d’ordre supérieur ; soit L est une partie reconnaissable de
T (Pn(X )). Alors

[L]( →∗
S)

est reconnaissable.
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Réécriture vs langages rationnels

Termes de piles

Preuve du théorème :
- membre gauche d’une opération de remplacement de termes 7→
anti-terme
- compositions d’opérations 7→
graphes planaires acycliques (ensemble HR D∗

n)
- extension du théorème de [Benois, CRAS 1969] :
si R est une partie reconnaissable de D∗

n alors l’ensemble des
graphes “réduits” (i.e. anti-termes suivis de termes), est
reconnaissable.
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Réécriture vs groupes

Groupes virtuellement libres

[M. Nivat : Congruences de Thue et t-Langages. Studia
Scientiarum Mathematicarum Hungarica 6 (1971) p. 243-249]
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Réécriture vs groupes

Groupes virtuellement libres

Soit Q une partie d’un groupe G , avec 1 ∈ Q. La partie Q est dite
primaire ssi, pour tout n ≥ 2 et toute suite q1, . . . , qn, q d’éléments
de Q, si

q1 · q2 · · · qn = q

alors,
∃i ∈ [1, n − 1], qi · qi+1 ∈ Q.

Lemme (Nivat 1971)

Soit G un groupe libre de base X . Alors, pour tout k ≥ 1,

Q := (X ∪ X̄ )≤k

est une partie génératrice primaire de G .
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Réécriture vs groupes

Groupes virtuellement libres

Théorème

Soit G un groupe de type fini. G est virtuellement libre ssi il vérifie
l’une des conditions suivantes :
1- G a une partie génératrice finie Q qui est primaire
2- G = X ∗/S pour un système S fini,confluent sur ε et S est
monadique
3- G = X ∗/S pour un système S fini,quasi-parfait
4- G = X ∗/S pour un système S fini, géodesique

Références :
1,2 : [Autebert-Boasson-Sénizergues, 1985]
3 : [Rimlinger,1987]
4 : [Duncan-Diekert-Myasnikov, 2010] 38 / 44
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Réécriture vs groupes

Groupes hyperboliques

Un groupe G est mot-hyperbolique ssi :
∃δ > 0, tout triangle géodésique est δ-mince[Gromov, 1987].

Théorème (Alonso et alii, 1991)

G est mot-hyperbolique ssi G est présentable par un système S

confluent sur ε.
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Réécriture vs linguistique
computationnelle

40 / 44



La réécriture parfaite: développements et convergences

Réécriture vs linguistique computationnelle

Calcul de Lambek

[J. Lambek : The mathematics of sentence structure ; American
Mathematical Monthly, 1958, p.154-170]
Ensemble de connecteurs : C = {\, /},
Ensemble de variables propositionnelles : P
Formules : F(C,P)
Les séquents :

F1,F2, . . . ,Fn⊢G

où n ≥ 1 et F1,F2, . . . ,Fn,G sont des formules.

41 / 44



La réécriture parfaite: développements et convergences

Réécriture vs linguistique computationnelle

Calcul de Lambek

Axiome : pour toute formule F

F ⊢ F

Règles de déduction :

introduction à gauche F ,∆ ⊢ G

∆ ⊢ F\G

introduction à droite Γ,F ⊢ G

Γ ⊢ G/F

élimination à gauche Γ ⊢ F ∆ ⊢ F\G

Γ,∆ ⊢ G

élimination à droite Γ ⊢ G/F ∆ ⊢ F

Γ,∆ ⊢ G

où Γ,∆ sont des listes non-vides de formules et F ,G sont des
formules. 42 / 44
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Réécriture vs linguistique computationnelle

Grammaire catégorielle

Grammaire de Lambek :
Types atomiques :P = {S , sn, n, . . .}
(Sentence, syntagme nominal, nom,. . .)
Lexique : Lex : X → 2P

Langage : x1x2 . . . xn ∈ L ssi

∃
→
t ∈

n∏

i=1

Lex(xi ), t1, t2, . . . , tn |−− S
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Réécriture vs linguistique computationnelle

Théorème de Pentus

Théorème (Pentus LICS,1993)

Les grammaires algébriques et les grammaires de Lambek
engendrent les mêmes langages.

Résout positivement une conjecture de [Chomsky, 1963].
Preuve de [Moot-Rétoré, The logic of categorial grammars, 2012],
chapitre 2 :

...

paragraphe 2.11.2 : “Lemme combinatoire” de [Nivat 1971],

...

Idée : le groupe libre est un modèle du calcul de Lambek.
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