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uments autorisés ; durée 
onseillée : 1h 30.Les exer
i
es sont indépendants. La note obtenue à 
ette moitié de l'examen sera min{exo1 +
exo2 + exo3, 10}.Exer
i
e 4 (3 pts /10)Parmi les quatre règles suivantes, lesquelles sont des règles dérivées du système LK ? :

Γ ⊢ A → B Γ ⊢ B → C

Γ ⊢ A → C
R1

Γ ⊢ B B ⊢ ∆

Γ ⊢ ∆
R2

Γ ⊢ B, C B, C ⊢ ∆

Γ ⊢ ∆
R3

Γ ⊢ (A → B) ∨ (A → C)

Γ ⊢ A → (B ∨ C)
R4(on justi�era pré
isément 
haque réponse ).Exer
i
e 5 (3 pts /10)Pour 
ha
un des séquents Si suivants ( 1 ≤ i ≤ 2), déterminer si Si est prouvable dans LJ.

S1 : A → B ⊢ (¬A) ∨ B S2 : (¬A) ∨ B ⊢ A → BAide : pour traiter S1 on pourra 
onstruire une stru
ture de Kripke possédant deux noeuds
0 ≤ 1 et telle que ||−−

0
= {(1, A), (1, B)}.Exer
i
e 6 (6 pts /10)Soit X un alphabet �ni possédant au moins 2 éléments distin
ts. On 
onsidère la signature

S formée des symboles de prédi
at binaires ≈,=,� et des symboles de fon
tions unaires sx(pour x ∈ X). On 
onsidère la stru
ture sur la signature S :
M := 〈X∗;≈M,=M,�M; (sMx )x∈X〉dé�nie par : pour tous mots u, v ∈ X∗� u ≈M v si et seulement si u et v ont la même longueur� u =M v si et seulement si u et v sont égaux� u �M v si et seulement si u est un pré�xe de v� sx(u) est le mot u · x i.e. sx(u) est le �su

esseur à droite� par x, de u.Pour tous mots u, v ∈ X∗ , on note S(u, v) la superposition de u et de v : il s'agit du mot

S(u, v) := (x0, y0) · · · (xi, yi) · · · (xℓ−1, yℓ−1)sur l'alphabet (X ∪ {#}) × (X ∪ {#}), de longueur ℓ = max{|u|, |v|}, tel que
∀i ∈ [0, |u|−1], xi = u[i], ∀i ∈ [|u|, ℓ−1], xi = #, ∀j ∈ [0, |v|−1], yj = v[j], ∀j ∈ [|v|, ℓ−1], yj =
#.Par exemple : si u = abb, v = baaba,w = abab alors

S(u, v) = (a, b)(b, a)(b, a)(#, b)(#, a), S(v, u) = (b, a)(a, b)(a, b)(b,#)(a,#)



1- Pour les mots u, v,w de l'exemple 
i-dessus, que valent S(u,w), S(v,w) ?2- Montrer que les langages
L≈ := {S(u, v) | u, v ∈ X∗, |u| = |v|}, L= := {S(u, v) | u, v ∈ X∗, u = v},

L� := {S(u, v) | u, v ∈ X∗,∃w ∈ X∗, u · w = v}sont rationnels.3- Soit x ∈ X. Montrer que le langage
Lx := {S(u, v) | u, v ∈ X∗, u · x = v}est rationnel.4- Montrer que, pour tout n ∈ N et toute formule du premier ordre Φ(z1, z2, . . . , zn) sur lasignature S, à variables dans {z1, z2, . . . , zn}, le langage

L(Φ) := {S(u1, u2, . . . , un) | u1, u2, . . . , un ∈ X∗,M |== Φ(u1, u2, . . . , un)}est rationnel.5- Soit x ∈ X. Le langage
{S(u, v) | u, v ∈ X∗, x · u = v}qui dé
rit la fon
tion su

esseur à gau
he par x, est-il rationnel ?6- Existe-t-il une formule du premier ordre Φ(z1, z2) sur la signature S, telle que, pour tousmots u, v ∈ X∗

M|== Φ(u, v) si et seulement si x · u = v ?
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