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uments autorisés ; durée 
onseillée : 1h 30.Les 4 exer
i
es sont indépendants.Exer
i
e 4 (2 pts /10)Le professeur Cosinus pense avoir é
rit une preuve dans LK :
P (x) ⊢ P (x)

ax
P (x), Q(x) ⊢ P (x)

affg
P (x) ∧ Q(x) ⊢ P (x)

∧g
P (x) ∧ Q(x) ⊢ ∀xP (x)

∀d
∀x(P (x) ∧ Q(x)) ⊢ ∀xP (x)

∀g Q(x) ⊢ Q(x)
ax

P (x), Q(x) ⊢ Q(x)
affg

P (x) ∧ Q(x) ⊢ Q(x)
∧g

∀x(P (x) ∧ Q(x)) ⊢ Q(x)
∀g

∀x(P (x) ∧ Q(x)) ⊢ ∀xQ(x)
∀d

∀x(P (x) ∧ Q(x)) ⊢ (∀xP (x)) ∧ (∀xQ(x))
∧d1- Critiquer 
haque étape de la preuve de Cosinus.2- Le séquent ∀x(P (x) ∧ Q(x)) ⊢ (∀xP (x)) ∧ (∀xQ(x)) est-il prouvable dans LK ?Exer
i
e 5 (2,5 pts /10 )Pour 
ha
un des séquents Si suivants ( 1 ≤ i ≤ 3), déterminer si Si est prouvable dans LJ.

S1 : ⊢ (¬A ∨ B) → (¬¬B ∨ ¬A) S2 : ⊢ (¬¬B ∨ ¬A) → (¬A ∨ B)

S3 : ¬∀xR(x) ⊢ ∃x¬R(x).Aide : pour traiter S3 on pourra 
onstruire une stru
ture de Kripke possédant deux noeuds
0 ≤ 1 et telle que D(0) = {a},D(1) = {a, b}.Exer
i
e 6 (3 pts /10)On 
onsidère l'ensemble d'entiers E := {2x + 3y | x ∈ N, y ∈ N}.1- Véri�er que 0 ∈ E, 1 ∈ N − E, 2 ∈ E, 3 ∈ E, 4 ∈ E, 5 ∈ E. Montrer que N − E est unensemble �ni (que l'on 
al
ulera).On rappelle que l'appli
ation ν : {0, 1}∗ → N asso
ie à tout mot u ∈ {0, 1}∗ le nombre qu'ilreprésente i.e. ν(u[ℓ − 1] · u[k] . . . u[0]) =

∑
ℓ−1

k=0
2ku[k] pour ℓ ≥ 1 et ν(ε) = 0.2- Construire un automate �ni A, qui re
onnait {u ∈ {0, 1}∗ | ν(u) ∈ E}.(bien pré
iser si 
et automate fon
tionne de droite à gau
he ou de gau
he à droite).3- Construire un automate �ni B, qui re
onnait {0, 1}∗ − L(A).Le langage L(B) est-il �ni ? le langage L(B) ∩ (1 · {0, 1}∗ ∪ {ε}) est-il �ni ?On 
onsidère maintenant l'ensemble d'entiers

E′ := {31x + 52y | x ∈ N, y ∈ N}.3- Comment peut-on 
onstruire, en prin
ipe, un automate �ni A′, qui re
onnait {u ∈ {0, 1}∗ |
ν(u) ∈ E′}?N.B. On ne demande pas de 
onstruire expli
itement 
et automate A′.



4- On se demande si E′ est presqu'égal à N i.e. si N − E′ est un ensemble �ni. Commentpeut-on résoudre 
e problème en utilisant l'automate A′ ?5- Peut-on exprimer le fait que N−E′ est un ensemble �ni par une formule du premier ordresur la signature {+,=} ?Exer
i
e 7 (2,5 pts /10)On 
onsidère l'ensemble EG des axiomes de l'égalité sur une signature 
omprenant un sym-bole de fon
tion binaire ∗ et le symbole d'égalité :REF : ∀x x = xSYM : ∀x, y (x = y → y = x)TRANS : ∀x, y, z (x = y ∧ y = z) → x = z)COMPF : ∀x1, x2, y1, y2 (x1 = x2 ∧ y1 = y2) → (x1 ∗ y1 = x2 ∗ y2)On rappelle que l'ensembleMO des axiomes des monoïdes est l'union de l'ensemble des quatreaxiomes de EG (
i-dessus) ave
 les deux axiomes :ASS : ∀x, y, z x ∗ (y ∗ z) = (x ∗ y) ∗ zNE : ∀x (x ∗ e = x ∧ e ∗ x = x)i
i e est une 
onstante d'arité 0 ; l'axiomeNE exprime que e est un élément neutre pour la loi ∗.On se pla
e sur la signature S : 〈{=}; {∗, a, b, c, d, e}〉 où les symboles a, b, c, d sont des symbolesde 
onstantes et =, ∗, e sont les symboles mentionnés plus haut.1- Prouver, en utilisant la syntaxe usuelle des preuves mathématiques, que dans tout monoïdeon a :
(a ∗ (b ∗ c)) ∗ d = (a ∗ b) ∗ (c ∗ d)Justi�er 
haque étape de 
ette preuve par un axiome de MO.2- Donner une preuve dans LJ de :

MO ⊢ (a ∗ (b ∗ c)) ∗ d = (a ∗ b) ∗ (c ∗ d)Aide : il su�t de formaliser la preuve informelle donnée à la question 1.
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