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Tous documents autorisés ; durée : 1h 30.
Les exercices sont indépendants. Le baréme est donné a titre indicatif.

Exercice 1 (6 pts)
1- Donner une preuve dans NK des séquents :

(A-=B)A(B—-C)—A—=C
Jz-P(x) = ~(VyP(y))

2- Parmi ces deux séquents, lesquels sont prouvables dans NJ?

Exercice 2 (6 pts)
1- Donner une preuve dans LK des séquents :

(=A) = (BVC) = AV ((-B) - C)
(m4) = Jz Qz) |3z (AV Q(z))

2- Donner une preuve dans LJ du séquent :

AV 3z Q(z) —3Fz (AV Q(x))

Exercice 3 (8 pts)
On rappelle le schéma de régle mix :

TLA TV A
T,T, A A

ol A est une formule, IV = I", +nA (pour un entier n € N) et A = Ay +mA ( pour un entier
m € N).
On rappelle que le rang d’un mix de la forme

gt T2

R1 - R2

r-A 1T/FA

mix

Iy FAg A
est le couple d’entiers
([A[, || + [m2]),

Précisions : sur ce schéma, la preuve m (resp. m2) se termine par le séquent I' f— A (resp.
IV }— A') : en particulier, le noeud qui correspond a 1" application de la régle R1 (resp. R2)



fait partie de 71 (resp. m2).

1- Toute régle de coupure est-elle une régle mix ?

2- Toute régle mix est-elle une régle de coupure ?

3- On considére la transformation de preuve ci-dessous. Partant de la preuve

1,1 1,2
T2
I'B,ATFCA
Nd R2
T'BAC,A I A

mix

I,T - BAC, Ay, A

ou 1,1, 1,2, T2 sont des preuves normales (i.e. sans mix), on construit la preuve normale :

T T2 1,2 2

——F—  R2 : %RQ
I'FBATI'FA  THCATFA

LIy EBAsLA DU EC AN

d

Iy F BAC, Ay, A
3.1 Vérifier que rang du mix de la premiére preuve vaut
(IA[ fra] + || + [ma| +1).

3.2 Que valent les rangs de chacun des deux mix de la seconde preuve ?
3.3 Sont-ils strictement inférieurs a (|A|, |m11| + |m12] + |m2| +1)7
4- On considére une preuve 7w de la forme

UST T2
T2
IBFAT,CFA
Vg R2
I,BVCHFA I’ A

mix

I, BVCFE Ay, A

ou 1,1, 2, T2 sont des preuves normales.
Construire une preuve normale # qui a la méme conclusion que 7.



