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Γ ⊢ A→ B Γ ⊢ B → C

Γ ⊢ (A→ B) ∧ (B → C)
∧dB → C,A ⊢ A,C

ax′B ⊢ B,C
ax′

B,C ⊢ C
ax′

B → C,B ⊢ C
→g

B → C,A,B ⊢ C
affg

A→ B,B → C,A ⊢ C
→g

A→ B,B → C ⊢ A→ C
→d

(A→ B) ∧ (B → C) ⊢ A→ C
∧g

Γ ⊢ A→ C
oupure Γ ⊢ B B ⊢ ∆

Γ ⊢ ∆
oupureConsidérons le système étendu LK + R3. Ce sytème étendu admet la preuve suivante duséquent vide :

B ⊢ B
ax

⊢ B,¬B
¬d B ⊢ B

ax
B,¬B ⊢

¬g
⊢

R3Comme ⊢ n'est pas prouvable dans LK, les systèmes (LK+R3) et LK ne sont pas équivalents,e qui entraîne que R3 n'est pas une règle dérivée du système LK.La règle R4 est une règle dérivée du système LK :
Γ ⊢ (A→ B) ∨ (A→ C)

A ⊢ A,B
ax′

A,B ⊢ B
ax′

A→ B,A ⊢ B
→g

A→ B,A ⊢ B,C
affd

A→ B,A ⊢ B ∨ C
∨d

A→ B ⊢ A→ (B ∨ C)
→d A ⊢ A,C

ax′
A,C ⊢ C

ax′
A→ C,A ⊢ C

→g
A→ C,A ⊢ B,C

affd
A→ C,A ⊢ B ∨ C

∨d
A→ C ⊢ A→ (B ∨ C)

→d
(A→ B) ∨ (A→ C) ⊢ A→ (B ∨ C)

∨g
Γ ⊢ A→ (B ∨ C)

oupureExerie 5Le séquent S1 est réfuté par la struture de Kripke suivante :
K1 := 〈K,≤,〉où K = {0, 1},≤ = {(0, 0), (1, 1), (0, 1)},0= {(1, A), (1, B)} (voir la �gure 1).En e�et, le noeud 0 véri�e :



0

1 A, B

Fig. 1 � K1.
∀k′ ≥ 0, si k′  A alors k′  Bdon
0  A→ B. (1)D'autre part, omme 0 ≤ 1 (pour l'ordre sur les noeuds de K1), et 1  A

0 1 ¬Aet omme, par dé�nition de la relation de forage 0, 0 1 B, on a
0 1 ¬A ∨B (2)Les relations (1) et (2) montrent que le séquent
A→ B ⊢ (¬A) ∨Bn'est pas valide dans K1. Ce séquent n'est don pas prouvable dans LJ.

S2 admet la preuve suivante (dans LJ) :
A ⊢ A

ax
¬A,A ⊢

¬g
¬A,A ⊢ B

affd
B,A ⊢ B

ax′
¬A ∨B,A ⊢ B

∨g
¬A ∨B ⊢ A→ B

→dExerie 61-
S(u,w) = (a, a)(b, b)(b, a)(#, b); S(v,w) = (b, a)(a, b)(a, a)(b, b)(a,#).2- Les trois langages L=, L≃, L� sont dérits par les expressions rationnelles suivantes :

L= = {(x, x) | x ∈ X}∗; L≈ = {(x, y) | x ∈ X, y ∈ X}∗; L� = {(x, x) | x ∈ X}∗·{(#, x) | x ∈ X}∗.3- Soit x ∈ X. Le langage Lx est dérit par l'expression rationnelle :
Lx = L= · {(#, x)}.4- On proède omme pour la preuve du théorème de Bühi-Bruyère, vue en ours.Remarquons que toute formule du premier ordre (sur le langage de l'enoné) peut être trans-formée en une formule équivalente Φ, dont toutes les sous-formules atomiques sont de l'unedes quatre formes :

u ≈ v, u = v, u � v, u · x = v2



(où x ∈ X et u, v sont des variables). Soit Φ une telle formule et soient {z1, z2, . . . , zn} unensemble de variables qui ontient toutes les variables de Φ. Notons
L(Φ, z1, . . . , zn) := {S(u1, u2, . . . , un) | u1, u2, . . . , un ∈ X∗,M|== Φ(u1, u2, . . . , un)}On démontre par réurrene sur |Φ| + n que L(Φ, z1, . . . , zn) est rationnel.Base : Φ est atomique et n ≤ 2.Si n = 2 : d'après la question 2, L(Φ, z1, z2) est rationnel.Si n = 1 : alors z1 = z2. Dans e as, L(Φ, z1) = X∗ ou L(Φ, z1) = ∅, don L(Φ, z1) estrationnel.Cas 1(ajout d'une variable) : z1 n'apparait pas dans Φ.Par hypothèse de réurrene, L(Φ, z2, . . . , zn) est rationnel. Soit π2,n : ((X ∪ {#})n)∗ →

((X ∪ {#})n−1)∗ l'homomorphisme dé�ni par
π2,n(a1, a2, . . . , an) = (a2, . . . , an).Soit SUPn ⊆ ((X ∪ {#})n)∗ l'ensemble des superpositions de n mots de X.

SUPn = {u ∈ ((X ∪ {#})n)∗ | ∀i ∈ [1, n], πi(u) ∈ X∗ · {#}∗ et ∃i ∈ [1, n], πi(u) ∈ X
∗},où πi : ((X ∪ {#})n)∗ → (X ∪ {#})∗ est la projetion sur la i-ième omposante. Comme l'en-semble des langages rationnels est los par homomorphisme inverse et par opérations booénnes,

SUPn est rationnel.Or
L(Φ, z1, z2, . . . , zn) = π−1

2,n(L(Φ, z2, . . . , zn) · (#, . . . ,#)∗) ∩ SUPn.Don L(Φ, z1, z2, . . . , zn) est rationnel.Cas 2(onneteur) : Φ = ψ ◦ θ, n ≥ 0 où ◦ est l'un des onneteurs ∨,∧,¬.
L(Φ, z1, z2, . . . , zn) = L(ψ, z1, z2, . . . , zn) ⊙ L(θ, z1, z2, . . . , zn)où ⊙ est l'opérateur booléen qui traduit le onneteur ◦ selon le ditionnaire :

(∨,∧,¬) → (∪,∩, L 7→ (SUPn − L))Cas 3(quanti�ateur existentiel) :Φ = ∃z1ψ.Posons
P := [π2,n(L(ψ, z1, z2, . . . , zn)).Par hypothèse de réurrene P est rationnel.Les mots de L(Φ, z1, z2, . . . , zn) sont les superpositions de n mots de X∗ dont la proje-tion sur les omposantes 2, 3, . . . , n (i.e. l'image par π2,n) est égale à elle d'un mot de

L(ψ, z1, z2, . . . , zn), sauf pour un su�xe dans (#,#, . . . ,#)∗. Plus formellement :
L(Φ, z1, z2, . . . , zn) = [π−1

2,n(P ((#, . . . ,#)∗)−1) ∪ π−1
2,n(P (#, . . . ,#)∗)] ∩ SUPn.Les propriétés de stabilité de l'ensemble des langages rationnels par quotient à droite, parproduit et par opérations booléennes entrainent que L(Φ, z1, z2, . . . , zn) est rationnel.Cas 4(quanti�ateur universel) :Φ = ∀z1ψ.On remarque que Φ est équivalente à

Φ′ := ¬∃z1¬ψ.3



Par hypothèse de réurrene L(ψ, z1, z2, . . . , zn) est rationnel. Par les transformations vuesaux as 2 et 3, il en résulte que L(Φ, z1, z2, . . . , zn) est rationnel.5- Soit x ∈ X.Considérons l'automate �ni Ax = 〈X,Q,D,Q+, δ〉 tel que : Q := {qε, q#}∪{qy | y ∈ X},D :=
{qε}, Q+ := {q#} et δ est l'ensemble de toutes les transitions de la forme :

qε →(y,x) qy où y ∈ X

qy →(z,y) qz où y ∈ X, z ∈ X

qy →(#,y) q# où y ∈ X

qε →(#,x) q#Cet automate, lorsqu'il démarre dans l'état qε et lit un mot (y0, x)(y1, y0) · · · (yi, yi−1) · · · (yn, yn−1),atteint l'état qyn
,lorsqu'il lit (y0, x)(y1, y0) · · · (yi, yi−1) · · · (yn, yn−1)(#, yn) , atteint l'état q#,et ne peut lire, à partir de qε, que des mots de l'une de es deux formes. Don

L(Ax) = {S(u, v) | u, v ∈ X∗, x · u = v}.6- Nous onstruisons une formule Φ(u, v) qui exprime le fait que x · u = v.Cette formule Φ est la onjontion de 4 formules LONG,DEB,MIL,FIN qui expriment,repetivement, que :� |u| + 1 = |v|� v ommene par la lettre x� si yz est un fateur de u, en position p, alors la lettre de v, en position p+ 1, est aussi y� u et v se terminent par une même lettre y.Posons
LONG(u, v) := sx(u) ≈ v

DEB(u, v) := ∀w′, [(∀w,w′ � w) → (sx(w′) � v)]

MIL(u, v) := ∀w,∀w′,
∧

y∈X,z∈X

[(sz(sy(w)) � u ∧ (sz(sy(w)) ≈ w′ ∧w′ � v) → (∃w′′, sy(w
′′) = w′)]

FIN(u, v) := ∀w,∃w′,
∧

y∈X

[sy(w) = u→ sy(w
′) = v]On dé�nit alors

Φ(u, v) := LONG(u, v) ∧DEB(u, v) ∧MIL(u, v) ∧ FIN(u, v).
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