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Le baréeme est réévalué comme suit :

Ex4:2pts; Ex5:3 pts; Ex 6 : 6 pts; Ex 7 : 5 pts. La note obtenue sur cette partie est le
minimum entre 10 et le total obtenu sur les exercices 4,5,6,7.

Exercice 4

Rappelons la preuve écrite par le professeur Cosinus :

Pl)F P(@) " Q) F Q) ~
P(), Q@) F P@) "™ P@), Q@) F Q@) "~
P@) A Q) F P(a) P) A Q) F Q) "’

P(x) AQ(x) F¥aP(x) ™ VYa(P(a) AQ) F Q) 7,
Va(P(z) A Q(x)) F VaP(x) ° Va(P(z) AQ(z)) F VzQ(x) N
Va(P(z) A Q(x)) F (YaP(x)) A (V2Q(x))

1- Le pas étiqueté par erreur introduit le quantificateur Vx dans la partie droite du séquent ;
or la variable z a une occurrence libre dans la partie gauche du séquentP(x) A Q(x). Ce pas
n’est donc pas une instance de la régle V.

Les autres pas de la preuve ci-dessus sont corrects.

2- Voici une preuve correcte, dans LK, du séquent proposé :

Pl)F P(@) "~ Q) F Q@) ~
P@.QWFP@ " P@.Q@r Q@
P AQWIFPE) " P@)AQEIF Q@

Va(P(z) A Q(x)) - P(x) é; Va(P(x) A Q(x)) - Q(x) gd
Va(P(z) A Q(x)) F VzP(x) Va(P(x) A Q(z)) F VaeQ(x) "
Vo (P(z) A Q(z)) F (VzP(z)) A (V2Q(z))

Exercice 5
S1 admet la preuve suivante (dans LJ) :
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Le séquent Sy est réfuté par la structure de Kripke suivante :
Ko := (K, <, IF)

ou K ={0,1},< ={(0,0),(1,1),(0,1)},IFo= {(0, A), (1, A), (1, B)} (voir la figure 1).
En effet, le noeud 0 vérifie :
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0
Fig. 1 - ICQ.
ViK' >0,3k" > K K" \F B
donc
0lF -8B
donc
0lF =BV -4 (1)

D’autre part, comme 0 I- A

ok -A
et comme, par définition de la relation de forcage g, 0 ¥ B, on a

0¥ -AVEB (2)
Les relations (1) et (2) entrainent que :

0¥ (-—BV-A) — (mAV B) (3)
Le séquent S3 est réfuté par la structure de Kripke suivante :

Ks = (K, <,IF)

ou K ={0,1},< = {(0,0),(1,1),(0,1), }, D(0) = {a}, D(1) = {a,b} et IF= {(1,R(a)}. (voir
la figure 2).
En effet, par définition de Ikq, le noeud 0 vérifie :

. @ DO)={abhR@

® D(0)={d}

Fic. 2 - Ks.

0¥ R(a)



donc
0 VaR(x)
donc
01F =V R(z) (4)
D’ autre part, comme 1 I+ R(a), on a
O R(a) — L
ie.
0¥ —R(a)
Comme a est le seul élément de D(0), on obtient
0¥ Jz-R(x) (5)

Les relations (4) et (5) montrent que le séquent -VzR(x) - Jx—R(x) n’ est pas valide dans la
structure Ks.

Exercice 6

1- Soit n un nombre pair : alors il existe x € Ntel quen=2-2+4+3-0,doncn € F.

Soit m un nombre impair, n # 1 : alors il existe z € N\ {0} tel que n = 2 -z + 1, donc
n=2-(x—1)+3-1,doncn € E.

Tout nombre de la forme 2z + 3y est soit nul (si z = y = 0) soit strictement plus grand que
1, (sizx#0o0uy+#0). Donc 1¢ E.

Finalement : £ =N\ {1}.

En particulier :0 e F,1 e N—FE, 2e€ F,3c€ FE,4€ E,5€ E et N— E est un ensemble & un
élément, donc un ensemble fini.

2- L’automate fini A suivant (voir figure 3) reconnait {u € {0,1}* | v(u) € E}. (Cet automate
fonctionne de droite a gauche).

3- L’ automate fini A est déterministe et complet. L’automate fini B, obtenu a partir de A

o
Kﬁ

en prenant comme ensemble d’ états finaux Q3 := {1} reconnait {0, 1}* — L(A).
Le langage L(B) vaut 0*1, qui est infini. Le langage L(B) N (1-{0,1}* U{e}) vaut {1}, qui est
fini.



3- Notons t31(x) le terme 2 + z + ... + x (qui comporte 31 occurrences de la variable z) et
tso(x) le terme x + 2z + ... + x (qui comporte 52 occurrences de la variable x). L’ensemble E’
est défini par la formule ®(n) suivante :

Jx.Jy. n=ts1(x) + ts2(y)

D’ apreés le théoréme de Biichi-Bruyere I’ensemble E’ est donc 2-reconnaissable i.e. le langage
{u €{0,1}* | v(u) € E'} est reconnu par un automate fini A’. La construction effective d’ un
tel automate A’ peut étre réalisée en suivant pas a pas, la preuve par induction structurelle
du théoréme de Biichi-Bruyere.

4- I application v : L(A") N (1-{0,1}* U {e}) — N — E’ est une bijection. On peut calculer
un automate A” qui reconnait L(A") N (1-{0,1}* U{e}) puis tester si L(A") est fini ou non :
si A” posséde un circuit acccessible a partir de son état initial alors N — E’ est infini, sinon
N — E’ est fini.

5- L’ensemble N — E’ est fini si et seulemet si il admet un majorant M. On exprime cette
propriété par la formule suivante :

AMNn. (=®(n)) — (Im.(n+m = M))

Exercice 7

1-
ax*(bxc)= (axb)*c par ASS (6)
d= d par REF (7)
(ax(bxc))xd= ((a*xb)xc)xd par COMPF appliqué a (6)(7) (8)
(axb)*(cxd)= ((axb)xc)xd par ASS 9)
((axb)*xc)xd= (axb)x*(cxd) par SYM appliqué a (9) (10)
(ax(bxc))*xd= (ax*xb)x*(cxd) par TRANS appliqué a (8)(10) (11)

2- Formalisons cette preuve dans LJ. Nous montrons que, pour tous termes ¢, u, v, t1, ta, 1, u2,
les régles suivantes , notées rsym,rtrans.rcompf, sont des régles dérivées du systéme LJ :

ym rtrans

MO,t:ul—u:trs MO, t=uNu=vkt=w

rcompf

MO, t1 =tog Aup = ug F 11 *xug = to x us

Nous montrons ci-dessous comment ces régles peuvent étre écrites dans LJ.
Ensuite, nous construisons des preuves dans le systéeme LIJMO constitué des régles de LJ et
des trois régles supplémentaires rsym,rtrans.rcompf :

71 prouve MO F (a* (bxc)) *d = ((a*xb)*xc) *xd
7o prouve MO F (axb) * (cxd) = ((a*b) *xc) xd
73 prouve MO F ((a*b) x¢)) xd = (a*b) * (c* d)
7 prouve MO F (a* (b*c)) *d = (a*b)* (c*d)



Les trois regles dérivées :

ax ax’
t=ubtu=t t=uu=tku=t
g

t=u—u=tt=ukltu=t X
g

*
affg

VeVyr=y - y=x,t=ubu=t
MO, t=ukFu=t

Xl

t—uhu—=vFt=uhu—=ov t:u/\u:v,t:vl—t:va

—

t=uANu=v—ot=vt=ulAu=vkt=wv . !
g

VaVyVz. c=yAy=z—-ax=z,t=uAu=vkt=v
MO, t=uAhNu=vkt=w

*
affg

ax

tl:tg/\U1:UQ|—t1:t2/\U1:’LL2aX ti =ta Aup = uo,ty xup =tk ug -ty xuy = to % ug
ti=to Aup = ug — t1 *xup = tg xuUg,t] =tg AUy = Uug 11 % up = to * us .
Vo VeoVyVys m1 = 22 Ay1 = y2 — T1 % y1 = Ta * Y2, t1 = ta Aug = ug =ty xuy = o * ug :f*
a
MOt =tag ANup = ug F t1 % tg = uq * us J
Notons Ey l'égalité : a* (b c) = (axb) * c.
La preuve m :
ax ax
EyF Ey - al:dl—d:dV
ASS+HEy ° REFFd=d ’
aff; aff;
MO & Ey MOI—d:dA ]
rcom
MOF Eghnd=d " MO, Eohd=dF (ax(bxc) xd=((axd)sc)xd . ©
coupure

MO,MOI—(a*(b*c))*d:((a*b)*c)*daﬂ*
MO*F (a*(bxc))xd= ((axb)*c)xd !

La preuve 7o :

ax

(a*b)*(c*d):((a*b)*c)*dl—(a*b)*(c*d):((a*b)*c)*dV*
ASSF (axb)* (cxd) = ((a*xb)xc)xd e !
MO & (a*b)* (c*d) (a*b)*c)*da !

Notons Es I'égalité : (a*b) x (cxd) = ((a *b) * ¢) * d.
La preuve 73 :

~(
=

T2

rsym

MOF Ey; MO,Esb ((axb)xc)xd= (axb)x*(cxd)
MO, MOF ((axb)xc)xd= (axb)x*(cxd)
MOF ((axb)xc)xd=(axb)x(cxd)

coupure

aff;

/

g9



Notons E; (resp. E3) I'égalité démontrée par mp (resp. 73). La preuve 7 :

1 3

MO\ By MOV By t
d rtrans
MOF E| NE3 MO,E1 NEst (ax(bxc))xd= (axb)*(cxd)
MO, MOF (ax(bxc))xd=(ax*xb)x*(cxd)

MOF (ax(bxc))xd=(axb)*(cxd)

coupure

aff;



