
Université Bordeaux 1Master d'Informatique 1, 2009/2010LOGIQUE, INF 462Examen du 18/12/2009-Sujet de M. Sénizergues ;Le barème est réévalué omme suit :Ex 4 : 2 pts ; Ex 5 : 3 pts ; Ex 6 : 6 pts ; Ex 7 : 5 pts. La note obtenue sur ette partie est leminimum entre 10 et le total obtenu sur les exeries 4,5,6,7.Exerie 4Rappelons la preuve érite par le professeur Cosinus :
P (x) ⊢ P (x)

ax
P (x), Q(x) ⊢ P (x)

affg
P (x) ∧ Q(x) ⊢ P (x)

∧g
P (x) ∧ Q(x) ⊢ ∀xP (x)

erreur
∀x(P (x) ∧ Q(x)) ⊢ ∀xP (x)

∀g Q(x) ⊢ Q(x)
ax

P (x), Q(x) ⊢ Q(x)
affg

P (x) ∧ Q(x) ⊢ Q(x)
∧g

∀x(P (x) ∧ Q(x)) ⊢ Q(x)
∀g

∀x(P (x) ∧ Q(x)) ⊢ ∀xQ(x)
∀d

∀x(P (x) ∧ Q(x)) ⊢ (∀xP (x)) ∧ (∀xQ(x))
∧d1- Le pas étiqueté par erreur introduit le quanti�ateur ∀x dans la partie droite du séquent ;or la variable x a une ourrene libre dans la partie gauhe du séquentP (x) ∧ Q(x). Ce pasn'est don pas une instane de la règle ∀d.Les autres pas de la preuve i-dessus sont orrets.2- Voii une preuve orrete, dans LK, du séquent proposé :

P (x) ⊢ P (x)
ax

P (x), Q(x) ⊢ P (x)
affg

P (x) ∧ Q(x) ⊢ P (x)
∧g

∀x(P (x) ∧ Q(x)) ⊢ P (x)
∀g

∀x(P (x) ∧ Q(x)) ⊢ ∀xP (x)
∀d Q(x) ⊢ Q(x)

ax
P (x), Q(x) ⊢ Q(x)

affg
P (x) ∧ Q(x) ⊢ Q(x)

∧g
∀x(P (x) ∧ Q(x)) ⊢ Q(x)

∀g
∀x(P (x) ∧ Q(x)) ⊢ ∀xQ(x)

∀d
∀x(P (x) ∧ Q(x)) ⊢ (∀xP (x)) ∧ (∀xQ(x))

∧dExerie 5
S1 admet la preuve suivante (dans LJ) :

¬A ⊢ ¬A
ax

¬A ⊢ ¬¬B ∨ ¬A
∨2d B ⊢ B

ax
B,¬B ⊢

¬g
B ⊢ ¬¬B

¬d
B ⊢ ¬¬B ∨ ¬A

∨1d
¬A ∨ B ⊢ ¬¬B ∨ ¬A

∨g
⊢ (¬A ∨ B) → (¬¬B ∨ ¬A)

→dLe séquent S2 est réfuté par la struture de Kripke suivante :
K2 := 〈K,≤,〉où K = {0, 1},≤ = {(0, 0), (1, 1), (0, 1)},0= {(0, A), (1, A), (1, B)} (voir la �gure 1).En e�et, le noeud 0 véri�e :
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Fig. 1 � K2.
∀k′ ≥ 0,∃k′′ ≥ k′, k′′

 Bdon
0  ¬¬Bdon
0  ¬¬B ∨ ¬A (1)D'autre part, omme 0  A

0 1 ¬Aet omme, par dé�nition de la relation de forage 0, 0 1 B, on a
0 1 ¬A ∨ B (2)Les relations (1) et (2) entrainent que :
0 1 (¬¬B ∨ ¬A) → (¬A ∨ B) (3)Le séquent S3 est réfuté par la struture de Kripke suivante :

K3 := 〈K,≤,〉où K = {0, 1},≤ = {(0, 0), (1, 1), (0, 1), }, D(0) = {a},D(1) = {a, b} et = {(1, R(ā)}. (voirla �gure 2).En e�et, par dé�nition de 0, le noeud 0 véri�e :
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D(0) = {a}

D(1) = {a, b}, R(ā)

Fig. 2 � K3.
0 1 R(ā) 2



don
0 1 ∀xR(x)don
0  ¬∀xR(x) (4)D' autre part, omme 1  R(ā), on a
0 1 R(ā) → ⊥i.e.
0 1 ¬R(ā)Comme a est le seul élément de D(0), on obtient
0 1 ∃x¬R(x) (5)Les relations (4) et (5) montrent que le séquent ¬∀xR(x) ⊢ ∃x¬R(x) n' est pas valide dans lastruture K3.Exerie 61- Soit n un nombre pair : alors il existe x ∈ N tel que n = 2 · x + 3 · 0, don n ∈ E.Soit n un nombre impair, n 6= 1 : alors il existe x ∈ N \ {0} tel que n = 2 · x + 1, don

n = 2 · (x − 1) + 3 · 1, don n ∈ E.Tout nombre de la forme 2x + 3y est soit nul (si x = y = 0) soit stritement plus grand que
1, (si x 6= 0 ou y 6= 0). Don 1 /∈ E.Finalement : E = N \ {1}.En partiulier :0 ∈ E, 1 ∈ N − E, 2 ∈ E, 3 ∈ E, 4 ∈ E, 5 ∈ E et N − E est un ensemble à unélément, don un ensemble �ni.2- L'automate �ni A suivant (voir �gure 3) reonnait {u ∈ {0, 1}∗ | ν(u) ∈ E}. (Cet automatefontionne de droite à gauhe).3- L' automate �ni A est déterministe et omplet. L'automate �ni B, obtenu à partir de A
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0Fig. 3 � A.en prenant omme ensemble d' états �naux Q+

B
:= {1} reonnait {0, 1}∗ − L(A).Le langage L(B) vaut 0∗1, qui est in�ni. Le langage L(B)∩ (1 · {0, 1}∗ ∪ {ε}) vaut {1}, qui est�ni. 3



3- Notons t31(x) le terme x + x + . . . + x (qui omporte 31 ourrenes de la variable x) et
t52(x) le terme x + x + . . . + x (qui omporte 52 ourrenes de la variable x). L'ensemble E′est dé�ni par la formule Φ(n) suivante :

∃x.∃y. n = t31(x) + t52(y)D' après le théorème de Bühi-Bruyere l'ensemble E′ est don 2-reonnaissable i.e. le langage
{u ∈ {0, 1}∗ | ν(u) ∈ E′} est reonnu par un automate �ni A′. La onstrution e�etive d' untel automate A′ peut être réalisée en suivant pas à pas, la preuve par indution struturelledu théorème de Bühi-Bruyere.4- L' appliation ν : L(A′) ∩ (1 · {0, 1}∗ ∪ {ε}) → N − E′ est une bijetion. On peut alulerun automate A′′ qui reonnait L(A′) ∩ (1 · {0, 1}∗ ∪ {ε}) puis tester si L(A′′) est �ni ou non :si A′′ possède un iruit aessible à partir de son état initial alors N − E′ est in�ni, sinon
N − E′ est �ni.5- L'ensemble N − E′ est �ni si et seulemet si il admet un majorant M . On exprime ettepropriété par la formule suivante :

∃M.∀n. (¬Φ(n)) → (∃m.(n + m = M))Exerie 71-
a ∗ (b ∗ c) = (a ∗ b) ∗ c par ASS (6)

d = d par REF (7)
(a ∗ (b ∗ c)) ∗ d = ((a ∗ b) ∗ c) ∗ d par COMPF appliqué à (6)(7) (8)
(a ∗ b) ∗ (c ∗ d) = ((a ∗ b) ∗ c) ∗ d par ASS (9)
((a ∗ b) ∗ c) ∗ d = (a ∗ b) ∗ (c ∗ d) par SYM appliqué à (9) (10)
(a ∗ (b ∗ c)) ∗ d = (a ∗ b) ∗ (c ∗ d) par TRANS appliqué à (8)(10) (11)2- Formalisons ette preuve dans LJ. Nous montrons que, pour tous termes t, u, v, t1, t2, u1, u2,les règles suivantes , notées rsym,rtrans.rompf, sont des règles dérivées du système LJ :

MO, t = u ⊢ u = t
rsym

MO, t = u ∧ u = v ⊢ t = v
rtrans

MO, t1 = t2 ∧ u1 = u2 ⊢ t1 ∗ u1 = t2 ∗ u2

rompfNous montrons i-dessous omment es règles peuvent être érites dans LJ.Ensuite, nous onstruisons des preuves dans le système LJMO onstitué des règles de LJ etdes trois règles supplémentaires rsym,rtrans.rompf :
π1 prouve MO ⊢ (a ∗ (b ∗ c)) ∗ d = ((a ∗ b) ∗ c) ∗ d

π2 prouve MO ⊢ (a ∗ b) ∗ (c ∗ d) = ((a ∗ b) ∗ c) ∗ d

π3 prouve MO ⊢ ((a ∗ b) ∗ c)) ∗ d = (a ∗ b) ∗ (c ∗ d)

π prouve MO ⊢ (a ∗ (b ∗ c)) ∗ d = (a ∗ b) ∗ (c ∗ d)4



Les trois règles dérivées :
t = u ⊢ u = t

ax
t = u, u = t ⊢ u = t

ax′
t = u → u = t, t = u ⊢ u = t

→g
∀x∀yx = y → y = x, t = u ⊢ u = t

∀∗g
MO, t = u ⊢ u = t

aff∗g
t = u ∧ u = v ⊢ t = u ∧ u = v

ax
t = u ∧ u = v, t = v ⊢ t = v

ax′
t = u ∧ u = v → t = v, t = u ∧ u = v ⊢ t = v

→g
∀x∀y∀z. x = y ∧ y = z → x = z, t = u ∧ u = v ⊢ t = v

∀∗g
MO, t = u ∧ u = v ⊢ t = v

aff∗g
t1 = t2 ∧ u1 = u2 ⊢ t1 = t2 ∧ u1 = u2

ax
t1 = t2 ∧ u1 = u2, t1 ∗ u1 = t2 ∗ u2 ⊢ t1 ∗ u1 = t2 ∗ u2

ax′
t1 = t2 ∧ u1 = u2 → t1 ∗ u1 = t2 ∗ u2, t1 = t2 ∧ u1 = u2 ⊢ t1 ∗ u1 = t2 ∗ u2

→g
∀x1∀x2∀y1∀y2 x1 = x2 ∧ y1 = y2 → x1 ∗ y1 = x2 ∗ y2, t1 = t2 ∧ u1 = u2 ⊢ t1 ∗ u1 = t2 ∗ u2

∀∗g
MO, t1 = t2 ∧ u1 = u2 ⊢ t1 ∗ t2 = u1 ∗ u2

aff∗gNotons E0 l'égalité : a ∗ (b ∗ c) = (a ∗ b) ∗ c.La preuve π1 :
E0 ⊢ E0

ax
ASS ⊢ E0

∀∗g
MO ⊢ E0

aff∗g d = d ⊢ d = d
ax

REF ⊢ d = d
∀g

MO ⊢ d = d
aff∗g

MO ⊢ E0 ∧ d = d
∧d

MO, E0 ∧ d = d ⊢ (a ∗ (b ∗ c)) ∗ d = ((a ∗ b) ∗ c) ∗ d
rompf

MO, MO ⊢ (a ∗ (b ∗ c)) ∗ d = ((a ∗ b) ∗ c) ∗ d
oupure

MO ⊢ (a ∗ (b ∗ c)) ∗ d = ((a ∗ b) ∗ c) ∗ d
aff∗gLa preuve π2 :

(a ∗ b) ∗ (c ∗ d) = ((a ∗ b) ∗ c) ∗ d ⊢ (a ∗ b) ∗ (c ∗ d) = ((a ∗ b) ∗ c) ∗ d
ax

ASS ⊢ (a ∗ b) ∗ (c ∗ d) = ((a ∗ b) ∗ c) ∗ d
∀∗g

MO ⊢ (a ∗ b) ∗ (c ∗ d) = ((a ∗ b) ∗ c) ∗ d
aff∗gNotons E2 l'égalité : (a ∗ b) ∗ (c ∗ d) = ((a ∗ b) ∗ c) ∗ d.La preuve π3 :

π2...
MO ⊢ E2 MO, E2 ⊢ ((a ∗ b) ∗ c) ∗ d = (a ∗ b) ∗ (c ∗ d)

rsym
MO, MO ⊢ ((a ∗ b) ∗ c) ∗ d = (a ∗ b) ∗ (c ∗ d)

oupure
MO ⊢ ((a ∗ b) ∗ c) ∗ d = (a ∗ b) ∗ (c ∗ d)

aff∗g5



Notons E1 (resp. E3) l'égalité démontrée par π1 (resp. π3). La preuve π :
π1...

MO ⊢ E1

π3...
MO ⊢ E3

MO ⊢ E1 ∧ E3

∧d
MO, E1 ∧ E3 ⊢ (a ∗ (b ∗ c)) ∗ d = (a ∗ b) ∗ (c ∗ d)

rtrans
MO, MO ⊢ (a ∗ (b ∗ c)) ∗ d = (a ∗ b) ∗ (c ∗ d)

oupure
MO ⊢ (a ∗ (b ∗ c)) ∗ d = (a ∗ b) ∗ (c ∗ d)

aff∗g
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