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P (x), Q(x) ⊢ P (x)

ax′
P (x) ∧ Q(x) ⊢ P (x)

∧g
P (x) ∧ Q(x) ⊢ ∃xP (x)

∃d P (x), Q(x) ⊢ Q(x)
ax′

P (x) ∧ Q(x) ⊢ Q(x)
∧g

P (x) ∧ Q(x) ⊢ ∃xQ(x)
∃d

P (x) ∧ Q(x) ⊢ (∃xP (x)) ∧ (∃xQ(x))
∧d

∃x(P (x) ∧ Q(x)) ⊢ (∃xP (x)) ∧ (∃xQ(x))
∃g

P (x), Q(x) ⊢ P (x)
ax′

P (x) ∧ Q(x) ⊢ P (x)
∧g

∀x(P (x) ∧ Q(x)) ⊢ P (x)
∀g

∀x(P (x) ∧ Q(x)) ⊢ ∀xP (x)
∀d P (x), Q(x) ⊢ Q(x)

ax′
P (x) ∧ Q(x) ⊢ Q(x)

∧g
∀x(P (x) ∧ Q(x)) ⊢ Q(x)

∀g
∀x(P (x) ∧ Q(x)) ⊢ ∀xQ(x)

∀d
∀x(P (x) ∧ Q(x)) ⊢ (∀xP (x)) ∧ (∀xQ(x))

∧dExerie 5 (sur 2,5 points)
P (x) ⊢ P (x), Q(x)

ax′
Q(x) ⊢ P (x), Q(x)

ax′
P (x) ∨ Q(x) ⊢ P (x), Q(x)

?

∀x(P (x) ∨ Q(x)) ⊢ P (x), Q(x)
?

∀x(P (x) ∨ Q(x)) ⊢ (∀xP (x)), Q(x)
erreur

∀x(P (x) ∨ Q(x)) ⊢ (∀xP (x)), (∀xQ(x))
?

∀x(P (x) ∨ Q(x)) ⊢ (∀xP (x)) ∨ (∀xQ(x))
?Le pas étiqueté par erreur introduit le quanti�ateur ∀x dans la partie droite du séquent ; orla variable x a une ourrene libre dans Q(x). Ce pas n'est don pas une instane de la règle ∀d.2- Considérons les prédiats P,Q dé�nis sur les entiers naturels par : P (n) est vrai ssi n estpair, Q(n) est vrai ssi n est impair. Soit

N = 〈N, P,Q〉.On a bien N � ∀x(P (x)∨Q(x)) mais N 2 (∀xP (x))∨(∀xQ(x)). Le séquent ∀x(P (x)∨Q(x)) ⊢
(∀xP (x)) ∨ (∀xQ(x)) n'est don pas valide dans N .Exerie 6 (sur 4,5 points)Montrons les équivalenes suivantes :

(A ∧ B) → C ≡LJ A → (B → C), (1)
A → (B ∧ C) ≡LJ (A → B) ∧ (A → C). (2)



A, B ⊢ A, B
ax′

A, B ⊢ A ∧ B
∧d

A, B, C ⊢ C
ax′

(A ∧ B) → C, A, B ⊢ C
→g

(A ∧ B) → C, A ⊢ B → C
→d

(A ∧ B) → C ⊢ A → (B → C)
→d

A, B ⊢ A
ax′

A ∧ B ⊢ A
∧g A, B ⊢ B

ax′
(A ∧ B) ⊢ B

∧g
C, A ∧ B ⊢ C

ax′
B → C, A ∧ B ⊢ C

→g
A → (B → C), A ∧ B ⊢ C

→g
A → (B → C) ⊢ (A ∧ B) → C

→dmontrent que (1) est valide.
A ⊢ A

ax′ A, B, C ⊢ B
ax′

A, B ∧ C ⊢ B
∧g

A → (B ∧ C), A ⊢ B
→g

A → (B ∧ C) ⊢ A → B
→d A ⊢ A

ax′ B, C, A ⊢ C
ax′

B ∧ C, A ⊢ C
∧g

A → (B ∧ C), A ⊢ C
→g

A → (B ∧ C) ⊢ A → C
→d

A → (B ∧ C) ⊢ (A → B) ∧ (A → C)
∧d

A → C, A ⊢ A
ax′

B, A → C, A ⊢ B
ax′

A → B, A → C, A ⊢ B
→g A → B, A ⊢ A

ax′
A → B, C, A ⊢ C

ax′
A → B, A → C, A ⊢ C

→g
A → B, A → C, A ⊢ B ∧ C

∧d
(A → B) ∧ (A → C), A ⊢ B ∧ C

∧g
(A → B) ∧ (A → C) ⊢ A → (B ∧ C)

→dmontrent que (2) est valide.On en déduit :
A →

(

B → (C ∧ D)
)

≡LJ (A ∧ B) → (C → D) par (1)

≡LJ (

(A ∧ B) → C
)

∧
(

(A ∧ B) → D
) par (2).Considérons la struture de Kripke K dé�nie par

K := 〈K,≤,〉où K = {0, 1, 2},≤ = {(0, 0), (1, 1), (2, 2), (0, 1), (0, 2)}, = {(1, A), (1, B), (2, A), (2, C)} (voirla �gure 1).On a :
0 1 A, 1  B ∨ C, 2  B ∨ Cdon 0  A → (B ∨ C). Par ontre, on a aussi :

1 1 A → C, don 0 1 A → C

2 1 A → B, don 0 1 A → Bdon 0 1 (A → B) ∨ (A → C)2
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Fig. 1 � K.Le séquent [A → (B ∨C)] ⊢ [(A → B)∨ (A → C)] n'est pas foré par le noeud 0 de K, il n'estdon pas prouvable dans LJ, e qui montre que
[A → (B ∨ C)] 6≡LJ[(A → B) ∨ (A → C)].
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