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i
e 1(sur 5 points)1- Voi
i des preuves dans LK :
P ⊢ P

ax
P ⊢ P, R

affd
¬P, P ⊢ R

¬g
(P ∧ Q) → R,¬P, P ⊢ R

affgP ⊢ P
ax

P, Q ⊢ P, R
aff2

Q ⊢ Q
ax

P, Q ⊢ Q,R
aff2

P, Q ⊢ P ∧ Q,R
∧d R ⊢ R

ax
P, Q,R ⊢ R

aff2g
(P ∧ Q) → R, Q,P ⊢ R

→g
(P ∧ Q) → R,¬P ∨ Q,P ⊢ R

∨g
((P ∧ Q) → R) ∧ (¬P ∨ Q), P ⊢ R

∧g
⊢ [((P ∧ Q) → R) ∧ (¬P ∨ Q)] → (P → R)

→2d
P (x) ⊢ P (x)

ax
P (x) ⊢ P (x), Q(y)

affd Q(y) ⊢ Q(y)
ax

P (x), Q(y) ⊢ Q(y)
affg

P (x) → Q(y), P (x) ⊢ Q(y)
→g

P (x) → Q(y), P (x) ⊢ ∃y Q(y)
∃d

P (x) → Q(y),∀x P (x) ⊢ ∃y Q(y)
∀g

∃y P (x) → Q(y),∀x P (x) ⊢ ∃y Q(y)
∃g

∀x (∃y P (x) → Q(y)),∀x P (x) ⊢ ∃y Q(y)
∀g

∀x (∃y P (x) → Q(y)) ⊢ ∀x P (x) → ∃y Q(y)
→d2- Voi
i une preuve dans LJ.

P ⊢ P
ax Q ⊢ Q

ax
P, Q ⊢ Q

affg
P, Q ⊢ Q ∨ R

∨1d
P → Q,P ⊢ Q ∨ R

→g R ⊢ R
ax

R ⊢ Q ∨ R
∨2d

P → Q,R ⊢ Q ∨ R
affg

P → Q,P ∨ R ⊢ Q ∨ R
∨g

P → Q ⊢ (P ∨ R) → (Q ∨ R)
→dExer
i
e 2(sur 8 points)1- Voi
i une preuve dans LK.

A, B ⊢ A
ax′

A, B ⊢ B
ax′

A, B ⊢ A ∧ B
∧d

¬(A ∧ B), A, B ⊢
¬g

¬(A ∧ B) ⊢ ¬A,¬B
¬2d

¬(A ∧ B) ⊢ (¬A) ∨ (¬B)
∨d



2- Soient A,B des variables propositionnelles �xes. Considérons une preuve π de taille mini-male , dont la 
on
lusion appartient à l'ensemble :
G :=

⋃

p∈N,q∈N

{p¬(A ∧ B), qA ⊢ } ∪ {p¬(A ∧ B), qA ⊢ B } ∪ {p¬(A ∧ B), qA ⊢ A ∧ B}où p, q sont des entiers positifs ou nuls. Distinguons 3 
as selon la forme de la 
on
lusion Φ de
ette preuve.
as 1 : Φ = p¬(A ∧ B), qA ⊢Si la dernière règle utilisée par π est une règle de 
ontra
tion ou d'a�aiblissement à gau
he,alors la prémisse de 
ette r`egle est la forme Φ′ = p′¬(A ∧ B), q′A, don
 appartient à G.Si la dernière règle utilisée par π est la règle d'introdu
tion de la négation à droite, alors laprémisse de 
ette r`egle est Φ′ = (p − 1)¬(A ∧ B), qA ⊢ A ∧ B, don
 appartient à G.Mais alors Φ′ serait un élément de G admettant une preuve plus petite que π, 
e qui 
ontrediraitla dé�nition de Φ. Par ailleurs au
un autre règle de LJ ne peut aboutir à Φ. Ce 
as est don
impossible.
as 2 : Φ = p¬(A ∧ B), qA ⊢ BSi la dernière règle utilisée par π est une règle de 
ontra
tion ou d'a�aiblissement à gau
he,alors la prémisse de 
ette r`egle est la forme Φ′ = p′¬(A ∧ B), q′A ⊢ B .Si la dernière règle utilisée par π est la règle d'a�aiblissement à droite, alors la prémisse de
ette r`egle est Φ′ = p¬(A ∧ B), qA ⊢ .De nouveau, Φ′ ∈ G et la minimalité de π est 
ontredite.
as 3 : Φ = p¬(A ∧ B), qA ⊢ A ∧ BSi la dernière règle utilisée par π est une règle de 
ontra
tion ou d'a�aiblissement à gau
he,alors la prémisse de 
ette règle est la forme Φ′ = p′¬(A ∧ B), q′A ⊢ A ∧ B.Si la dernière règle utilisée par π est la règle d'a�aiblissement à droite, alors la prémisse de
ette r`egle est Φ′ = p¬(A ∧ B), qA ⊢ .De nouveau, Φ′ ∈ G et la minimalité de π est 
ontredite.3- Considérons une preuve π, dans LJ, du séquent de la forme p¬(A ∧ B) ⊢ ¬A. Le 
ouple(dernière règle utilisée qui n'est pas stru
turelle à gau
he, prémisse Φ′ de 
ette règle) peutêtre :
(¬d, p

′¬(A ∧ B), A ⊢ ) ou (affd, p
′¬(A ∧ B), A ⊢ ). Dans les deux 
as Φ′ ∈ G 
e qui estimpossible, d'après la question 2.4- Considérons une preuve π, dans LJ, du séquent ¬(A ∧ B) ⊢ ¬A ∨ ¬B.Le 
ouple (dernière règle utilisée qui n'est pas stru
turelle à gau
he, prémisse Φ′ de 
ette règle)peut être de la forme :

(affd, p¬(A ∧ B) ⊢ ) ou (∨1

d, p¬(A ∧ B) ⊢ ¬A) ou (∨2

d, p¬(A ∧ B) ⊢ ¬B).Les deux premiers 
as donnent à nouveau Φ′ ∈ G, 
e qui est impossible, d'après la question 2.Dans le troisi`eme 
as , le séquent (p¬(A∧B) ⊢ ¬B) serait prouvable dans LJ. En permutant
A et B dans la question 3, on voit que 
e séquent n'est pas prouvable dans LJ. Finalement ,la preuve π ne peut pas exister.Exer
i
e 3(sur 20 points)1-

Γ, A ⊢ D Γ, B ⊢ D

Γ, A ∨ B ⊢ D
∨g

Γ, C ⊢ D

Γ, (A ∨ B) ∨ C ⊢ D
∨g2



2-
x = x ⊢ x = x

ax
Γ, x = x ⊢ x = x

aff∗g
Γ,∀x x = x ⊢ x = x

∀g
Γ,∀x x = x ⊢ x = x

aff∗g Γ,EG ⊢ x = y

Γ,EG ⊢ x = y, y = x
affd

Γ,EG, y = x ⊢ y = x
ax′

Γ,EG, x = y → y = x ⊢ y = x
→g

Γ,EG,∀x∀y x = y → y = x ⊢ y = x
∀2g

Γ,EG ⊢ y = x
affg

Γ,EG ⊢ x = y Γ,EG ⊢ y = z

Γ,EG,⊢ x = y ∧ y = z
∧d

Γ,EG,⊢ x = y ∧ y = z, x = z
affd

Γ,EG, x = z ⊢ x = z
ax′

Γ,EG, (x = y ∧ y = z) → x = z ⊢ x = z
→g

Γ,EG,∀x∀y∀z(x = y ∧ y = z) → x = z ⊢ x = z
∀3g

Γ,EG ⊢ x = z

ontrg

Γ,EG ⊢ x1 = y1 Γ,EG ⊢ x2 = y2

Γ,EG ⊢ x1 = y1 ∧ x2 = y2

∧d
Γ,EG ⊢ x1 = y1 ∧ x2 = y2, x1 ∗ x2 = y1 ∗ y2

affd
Γ,EG, x1 ∗ x2 = y1 ∗ y2 ⊢ x1 ∗ x2 = y1 ∗ y2

ax′
Γ,EG, x1 = y1 ∧ x2 = y2 → x1 ∗ x2 = y1 ∗ y2 ⊢ x1 ∗ x2 = y1 ∗ y2

→g
Γ,EG,∀x1, x2, x3, x4 x1 = y1 ∧ x2 = y2 → x1 ∗ x2 = y1 ∗ y2 ⊢ x1 ∗ x2 = y1 ∗ y2

∀4g
Γ,EG ⊢ x1 ∗ x2 = y1 ∗ y2


ontrg3-
MO, t ∗ e = t ⊢ t ∗ e = t

ax′
MO, t ∗ e = t, e ∗ t = t ⊢ t ∗ e = t

affg
MO, t ∗ e = t ∧ e ∗ t = t ⊢ t ∗ e = t

∧g
MO,∀x x ∗ e = x ∧ e ∗ x = x ⊢ t ∗ e = t

∀g
MO ⊢ t ∗ e = t

affgOn peut donner , une preuve analogue de la règle NG, en partant du séquent MO, e ∗ t = t ⊢
e ∗ t = t au lieu de MO, t ∗ e = t ⊢ t ∗ e = t.4-
MO2, e = x ∗ x ⊢ x ∗ e = x

ND

MO2, e = x ∗ x ⊢ x = x ∗ e
SY M

MO2, e = x ∗ x ⊢ x = x
REF

MO2, e = x ∗ x ⊢ e = x ∗ x
ax′

MO2, e = x ∗ x ⊢ x ∗ e = x ∗ (x ∗ x)
COMP

MO2, e = x ∗ x ⊢ x = x ∗ (x ∗ x)
TRANS5- Considérons les trois preuves π0, π1, π2 suivantes :

MO2, e = x ∗ x ⊢ x ∗ e = x
ND

MO2, e = x ∗ x ⊢ x = x ∗ e
SY M

MO2, e = x ∗ x ⊢ x = x
REF

MO2, e = x ∗ x ⊢ e = x ∗ x
ax′

MO2, e = x ∗ x ⊢ x ∗ e = x ∗ (x ∗ x)
COMP

MO2, e = x ∗ x ⊢ x = x ∗ (x ∗ x)
TRANS3



MO2, x = x ∗ x ⊢ x = x ∗ x
ax′ MO2, x = x ∗ x ⊢ x = x

REF
MO2, x = x ∗ x ⊢ x = x ∗ x

ax′
MO2, x = x ∗ x ⊢ x ∗ x = x ∗ (x ∗ x)

COMP

MO2, x = x ∗ x ⊢ x = x ∗ (x ∗ x)
TRANS

Γ ⊢ e = x
ax′

Γ ⊢ x = e
SY M

Γ ⊢ e = e ∗ e
NG

Γ ⊢ e = x
ax′ Γ ⊢ e = e ∗ e

NG
Γ ⊢ e = x

ax′
Γ ⊢ e = x

ax′
Γ ⊢ e ∗ e = x ∗ x

COMP

Γ ⊢ e = x ∗ x
TRANS

Γ ⊢ e ∗ e = x ∗ (x ∗ x)
COMP

Γ ⊢ e = x ∗ (x ∗ x)
TRANS

MO2, e = x ⊢ x = x ∗ (x ∗ x)
TRANS(dans la troisième preuve Γ dénote le multi-ensemble de formules MO2+ e = x). En ajoutantune appli
ation de la règle →d à 
ha
une des 
on
lusions de 
es preuves on obtient les 3preuves demandées.6-

π0...
MO2, e = x2 ⊢ ∀x x = x ∗ (x2)

π1...
MO2, x = x2 ⊢ ∀x x = x ∗ (x2)

π2...
MO2, e = x ⊢ ∀x x = x ∗ (x2)

MO2, e = x ∗ x ∨ x = x ∗ x ∨ e = x ⊢ ∀x x = x ∗ (x ∗ x)

∨∨g

MO2,∀x (e = x ∗ x ∨ x = x ∗ x ∨ e = x) ⊢ ∀x x = x ∗ (x ∗ x)

∀g
MO2 ⊢ ∀x x = x ∗ (x ∗ x)


ontrg7- Soit A0 la stru
ture de domaine Z/2Z et où le symbole ∗ est interprété par l'addition (des
lasses modulo 2). On a alors
A |== MO2 & A |== ∀x e = x ∗ x8- Soit A1 la stru
ture de domaine Z/2Z et où le symbole ∗ est interprété par la multipli
ation(des 
lasses modulo 2). On a alors
A |== MO2 & A 6 |== ∀x e = x ∗ xpuisque 1 6= 0 · 0 (modulo 2).9- Par le théorème d'adéquation, si le séquent MO2 ⊢ ∀x e = x ∗ x était prouvable dans LK,alors on aurait, pour toute stru
ture A, si A |== MO2 alors A |== ∀x e = x ∗ x. Comme lastru
ture A1 viole 
ette impli
ation, le séquent MO2 ⊢ ∀x e = x ∗ x n'est pas prouvable dans

LK.
4


