
Université Bordeaux 1Master d'Informatique 1, 2009/2010 LOGIQUECorrigé du ontr�le ontinu du 30 Novembre 2009Exerie 1(sur 4 points)1- Voii des preuves dans LK :
A, B ⊢ A

ax′
A, B ⊢ B

ax′
A, B ⊢ A ∧ B

∧d
A, B,¬(A ∧ B) ⊢

¬g
¬(A ∧ B) ⊢ ¬A,¬B

¬2d
¬(A ∧ B) ⊢ ¬A ∨ ¬B

∨d A, B ⊢ A, B
ax′

A ∧ B ⊢ A, B
∧g

⊢ ¬(A ∧ B), A, B
¬d

¬A,¬B ⊢ ¬(A ∧ B)
¬2g

¬A ∨ ¬B ⊢ ¬(A ∧ B)
∨g

P (x) ⊢ P (x)
ax

⊢ P (x),¬P (x)
¬d

⊢ P (x) ∨ ¬P (x)
∨d

⊢ ∀x(P (x) ∨ ¬P (x))
∀d

¬(∀x(P (x) ∨ ¬P (x))) ⊢
¬g

⊢ ¬¬(∀x(P (x) ∨ ¬P (x)))
¬d

P (x) ⊢ P (x)
ax

P (x) ⊢ ∃xP (x)
∃d

P (x),¬∃xP (x) ⊢
¬g

¬∃xP (x) ⊢ ¬P (x)
¬d

¬∃xP (x) ⊢ ∀x¬P (x)
∀d

⊢ (¬∃xP (x)) → (∀x¬P (x))
→d2- La quatrième preuve est aussi une preuve dans LJ.Exerie 2(sur 3 points)1- La propriété |== ¬(A∨¬A) n'est pas vraie : dans la struture booléenne dé�nie par ν(A) = 1la valeur de ¬(A ∨ ¬A) est 0. Don, par la propriété d'adéquation du système LK, le séquent

⊢ ¬(A ∨ ¬A) n'est pas prouvable.2- Cosinus a ommis deux erreurs :2.1 : on ne peut passer du séquent ⊥ ⊢ au séquent A ⊢ par auune suite �nie de règles de LK,en partiulier pas au moyen d'une suite �nie d'a�aiblissements ;2.2 on ne peut passer du séquent A ⊢ A au séquent ⊢ A par auune règle de LK, en partiulierpas au moyen d'une ontration gauhe ;Exerie 3(sur 3 points)1-2 Supposons que π est une preuve dans LK de Γ ⊢ A ∨ B. On obtient alors la preuve π′suivante de Γ ⊢ ¬A → B.
π...

Γ ⊢ A ∨ B

A ⊢ A

ax
A,¬A ⊢

¬g
A,¬A ⊢ B

affd
B,¬A ⊢ B

ax′
A ∨ B,¬A ⊢ B

∨g
A ∨ B ⊢ ¬A → B

→d
Γ ⊢ ¬A → B

oupure



3- La preuve π′ i-dessus ontient une oupure. D'après le théorème d'élimination des oupures,on peut onstruire, à partir de π′, une preuve π′′ , dans LK, du même séquent Γ ⊢ ¬A → B,qui ne omporte auune oupure.Exerie 4(sur 10 points)1- L'image de A par l'appliation SA est {1, 2}. Don A1 est véri�é par A.Par la même remarque, haque élément de A di�érent de 0 est bien dans Im(SA), don A2 estvéri�ée par A.La première ligne (resp. olonne) du tableau dé�nissant +A orrespond à l'identité, don A4est véri�ée par A. On peut véri�er A5 pour haque ouple (x, y) (9 véri�ations). On peutaussi remarquer que la table de +A est elle du monoide quotient de (N,+) par la ongruene(de monoides) dé�nie par : u ≡ v si et seulement si [(u = v = 0) ou (u ≥ 1, v ≥ 1 et 2|(u−v))℄.La loi +A est don assoiative. L'appliation SA oinide ave x 7→ x + 1 dans e monoide.L'axiome A5 a�rme que : x + (y + 1) = (x + y) + 1, e qui déoule de l'assoiativité de +A.2- La seule interprétation possible est
×A 0 1 2

0 0 0 0
1 0 1 2
2 0 2 23- Comme SA(0) = SA(2) alors que 0 6= 2, A3 n'est pas vrai dans ette struture.4- D'après le théorème d'adéquation, tout séquent prouvable est vrai dans toute struture. Or

A|== EG∧A1∧A2∧A4∧A5∧A6∧A7, mais A 6 |== A3. Don EG,A1,A2,A4,A5,A6,A7 |−− A3n'est pas vrai dans A et, a fortiori, n'est pas prouvable dans LK.5- Dans la struture usuelle N := 〈N,+, S〉, tous les axiomes de P0 sont vrais. Don N |==
EG∧A1∧A2∧A4∧A5∧A6∧A7, mais N 6 |== ¬A3. Don EG,A1,A2,A4,A5,A6,A7 |−− ¬A3n'est pas prouvable dans LK.
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