
Université Bordeaux 1Mastère d'Informatique 1, 2008/2009 LOGIQUECorrigé du ontr�le ontinu du 27 Novembre 2008Exerie 1(sur 6 points)1- La première règle est la règle d'élimination de l'impliation dans le système DN. On a vuen ours que toutes les règles de DN sont des règles dérivées de LK.2- Instanions la deuxième règle par les multi-ensembles Γ := ∅,∆ := ∅,Γ′ := ∅,∆′ := ∅ et lesformules A := ⊥, B := ¬⊥. Considérons les preuves π0, π1 dans LK :
⊥ ⊢ ⊥

ax
⊢ ⊥,¬⊥

¬d ⊥ ⊢ ⊥
ax

⊥,¬⊥ ⊢
¬gEn utilisant ette deuxième règle (R2), on obtient une preuve de ⊢ :

⊢ ⊥,¬⊥
π0

⊥,¬⊥ ⊢
π1

⊢
R2Or, le � séquent vide �, n'est pas prouvable dans LK. La deuxième règle n'est don pas dérivabledans LK.3- La règle R1 (élimination de →) ne peut être simulée par une dérivation sans oupurede LK. Les règles de LK \ { oupure } sont toutes des règles d'introdution ou des règlesstruturelles. Supposons que R1 soit simulée par une preuve π sans oupure, utilisant leshypothèses H1 := Γ ⊢ A et H2 := Γ ⊢ A → B. Comme ette preuve a pour raine R = Γ ⊢ B,elle n'a auun noeud étiqueté par H1 , ar A est une sous-formule de H1 qui n'est pas sous-formule de R ; de même, elle n' a auun noeud étiqueté par H2 ar A → B est une sous-formulede H2 qui n'est pas sous-formule de R. Don π est une preuve dans LK du séquent Γ ⊢ A. Enremplaçant dans e séquent (et dans π), Γ par ∅ et A par ⊥, on obtient une preuve π′ de ⊢ ⊥,e qui n'est pas possible.Exerie 2(sur 4 points)Les deux séquents sont prouvables dans LK :

B ⊢ B
ax

A, B, A ⊢ B
aff∗

A, B ⊢ A → B
→d

A, B ⊢ A → B, C
aff∗ C ⊢ C

ax
A, B, C ⊢ C

aff∗
(A → B) → C, A, B ⊢ C

→g
(A → B) → C, A ⊢ B → C

→d
(A → B) → C ⊢ A → (B → C)

→d
B ⊢ B

ax
A → C, B, A ⊢ B, C

aff∗
A → C, B ⊢ A → B, C

→d C ⊢ C
ax

A → C, B, C ⊢ C
aff∗

(A → B) → C, A → C, B ⊢ C
→g

(A → B) → C, A → C ⊢ B → C
→d

(A → B) → C ⊢ (A → C) → (B → C)
→d



Exerie 3(sur 6 points)
R(y) ⊢ R(y)

ax
¬R(y), R(y) ⊢

¬g
¬R(y), R(y) ⊢ R(x)

affd
¬R(y) ⊢ R(y) → R(x)

→d
∀y¬R(y) ⊢ R(y) → R(x)

∀g
∀y¬R(y) ⊢ ∀y(R(y) → R(x))

∀d R(x) ⊢ R(x)
ax

R(x) ⊢ ∃xR(x)
∃d

R(x),¬∃xR(x) ⊢
¬g

¬∃xR(x) ⊢ ¬R(x)
¬d

¬∃xR(x) ⊢ ∀x¬R(x)
∀dOn onstruit la la troisième preuve en réutilisant les deux premières preuves, notées π1, π2 :

¬∃xR(x) ⊢ ∀x¬R(x)
π2

∀y¬R(y) ⊢ ∀y(R(y) → R(x))
π1

¬∃xR(x) ⊢ ∀y(R(y) → R(x))
oupure

¬∃xR(x) ⊢ ∃x∀y(R(y) → R(x))
∃dExerie 4(sur 6 points)Nous montrons par indution struturelle que pour toute formule A, il existe une dérivationatomique αA du séquent A ⊢ A.Base Les dérivations α⊥ et αP (où P désigne une proposition atomique) sont trivialementdé�nies par

⊥ ⊢ ⊥
ax

P ⊢ P
axIndution Supposons l'existene de dérivations atomiques αA et αB. Alors αA∧B, αA∨B ,

αA→B, α¬A, α∀x·A et α∃x·A sont dé�nies par
A ⊢ A

αA

A, B ⊢ A
affg B ⊢ B

αB

A, B ⊢ B
affg

A, B ⊢ A ∧ B
∧d

A ∧ B ⊢ A ∧ B
∧g A ⊢ A

αA

A ⊢ A ∨ B
∨1d B ⊢ B

αB

B ⊢ A ∨ B
∨2d

A ∨ B ⊢ A ∨ B
∨g

A ⊢ A
αA

B ⊢ B
αB

A, B ⊢ B
affg

A, A → B ⊢ B
→g

A → B ⊢ A → B
→d

A ⊢ A
αA

A,¬A ⊢
¬g

¬A ⊢ ¬A
¬d A ⊢ A

αA

∀x · A ⊢ A
∀g

∀x · A ⊢ ∀x · A
∀d A ⊢ A

αA

A ⊢ ∃x · A
∃d

∃x · A ⊢ ∃x · A
∃g
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