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ontr�le 
ontinu- 29 Novembre 2010Durée : 1H 30Do
uments autorisés : notes de 
ours, feuilles et notes de TD.Indi
ations : Les 3 exer
i
es sont indépendants. Dans 
haque exer
i
e, on peut admettre lerésultat de 
ertaines questions (en le mentionnant 
lairement sur la 
opie), puis utiliser 
erésultat dans la suite de l'exer
i
e.Exer
i
e 1(sur 4 points)1- Donner des preuves dans LK des séquents :
⊢ (((P ∧ Q) → R) ∧ (¬P ∨ Q)) → (P → R)
⊢ (∀x ∃y (P (x) → Q(y))) → ((∀x P (x)) → (∃y Q(y)))2- Donner une preuve dans LJ du séquent :
⊢ (P → Q) → ((P ∨ R) → (Q ∨ R))Exer
i
e 2(sur 8 points)1- Montrer que

¬(A ∧ B) ⊢LK ¬A ∨ ¬BOn 
her
he maintenant à démontrer, par une méthode syntaxique, que 
e séquent n'estpas prouvable dans LJ.2- On rappelle que, pour tout entier p et formule Φ, pΦ désigne le multi-ensemble 
onstituéde p fois la formule Φ.Montrer que, pour tous entiers p, q ∈ N, au
n des trois séquents 
i-dessous n'est prouvabledans LJ :
p¬(A ∧ B), qA ⊢ p¬(A ∧ B), qA ⊢ B p¬(A ∧ B), qA ⊢ A ∧ BAide : 
onsidérer la plus petite preuve sans 
oupure d'un séquent de l'une des 
es trois formes.3- Montrer que, pour tout entier p ∈ N :

p¬(A ∧ B) 6 ⊢LJ ¬A4- Montrer que :
¬(A ∧ B) 6 ⊢LJ ¬A ∨ ¬BExer
i
e 3(sur 20 points)On 
onsidère dans 
et exer
i
e la signature S formée du symbole de prédi
at = (symbole del'egalité, d'arité 2) d'un symbolde de fon
tion ∗ (symbole d'opération binaire, d'arité 2) etd'un symbole de 
onstante e (d'arité 0). On rappelle les théories (i.e. ensembles de formules)suivantes :



EG (Théorie de l' égalité)REF : ∀x x = xSYM : ∀x∀y (x = y → y = x)TRANS : ∀x∀y∀z (x = y ∧ y = z) → x = zCOMPF : ∀x1∀x2∀y1∀y2 (x1 = y1 ∧ x2 = y2) → x1 ∗ x2 = y1 ∗ y2MO (Théorie des monoïdes)Tous les axiomes 
i-dessus de EG ;ASS : ∀x∀y∀z x ∗ (y ∗ z) = (x ∗ y) ∗ zNE : ∀x (x ∗ e = x ∧ e ∗ x = x)1- Montrer que la règle suivante est une règle dérivée de LK :
Γ, A ⊢ D Γ, B ⊢ D Γ, C ⊢ D

Γ, A ∨ B ∨ C ⊢ D
∨∨g2- Montrer que les quatre règles suivantes sont des règles dérivées de LK :

Γ,EG ⊢ x = x
REF

Γ,EG ⊢ x = y

Γ,EG ⊢ y = x
SY M

Γ,EG ⊢ x = y Γ,EG ⊢ y = z

Γ,EG ⊢ x = z
TRANS

Γ,EG ⊢ x1 = y1 Γ,EG ⊢ x2 = y2

Γ,EG ⊢ x1 ∗ x2 = y1 ∗ y2

COMP3- Montrer que, pour tout terme t, les deux règles suivantes sont des règles dérivées de LK.
MO ⊢ t ∗ e = t

ND

MO ⊢ e ∗ t = t
NGOn ajoute à MO l'axiome suivant CAR2 : ∀x, y, z x = y ∨ x = z ∨ y = zqui exprime que le 
ardinal du monoide est inférieur ou égal à 2. On note MO2 l'ensemble deformules ainsi obtenu.4- Donner une preuve dans LK, augmenté des règles dérivées des questions 1,2,3, du séquent :

MO2 ⊢ e = x ∨ e = x ∗ x ∨ x = x ∗ x5- Donner une preuve dans LK, augmenté des règles dérivées des questions 1,2,3, des séquentssuivants :
MO2 ⊢ e = x ∗ x → x = x ∗ (x ∗ x)
MO2 ⊢ x = x ∗ x → x = x ∗ (x ∗ x)
MO2 ⊢ e = x → x = x ∗ (x ∗ x)6- Montrer que :

MO2 ⊢ ∀x x = x ∗ (x ∗ x)7- Pouvez-vous 
onstruire une stru
ture A qui interprète la signature S et telle que
A |== MO2 et A |== ∀x e = x ∗ x8- Pouvez-vous 
onstruire une stru
ture A qui interprète la signature S et telle que
A |== MO2 et A |== ¬∀x e = x ∗ x9- Le séquent

MO2 ⊢ ∀x e = x ∗ xest-il prouvable dans LK ?Aide : On donnera un argument sémantique. 2


