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i
e 1(sur 4 points)1- Donner des preuves dans LK des séquents suivants :
¬(A ∧ B) |−− ¬A ∨ ¬B

¬A ∨ ¬B |−− ¬(A ∧ B)

|−− ¬¬(∀x(P (x) ∨ ¬P (x))

|−− (¬∃xP (x)) → (∀x¬P (x))2- Donner une preuve dans LJ du quatrième séquent de la question 1.Exer
i
e 2(sur 3 points)Le professeur Cosinus, qui est quelquefois distrait, pense avoir é
rit une preuve dans LJ duséquent |−− ¬(A ∨ ¬A).1- Pourquoi 
ette preuve est-elle né
essairement in
orre
te ?2- Critiquer 
haque étape de dédu
tion de la preuve de Cosinus :
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⊢ ¬(A ∨ ¬A)
¬dExer
i
e 3(sur 3 points)Soit Γ un multi-ensemble �ni de formules et A,B deux formules telles que :

Γ |−−
LK

A ∨ B (1)1- Montrer que l'a�rmation (1) entraine que le séquent Γ |−− ¬A → B est, lui-aussi, prouvabledans LK.2- Dé
rire, à partir d'une preuve π, dans LK, du séquent Γ |−−
LK

A ∨ B, une preuve π′, dans
LK, du séquent Γ |−− ¬A → B.Attention : Γ peut ne pas être vide ; la dernière règle d'inféren
e utilisée par π n'est don
 pasné
essairement ∨d.3- Supposons que la preuve π donnée 
i-dessus soit sans-
oupure. La preuve π′ que vousdé
rivez en réponse à la question 2 est-elle sans-
oupure ? peut-on 
onstruire, à partir de π′,une preuve π′′, dans LK, sans-
oupure, du séquent Γ |−− ¬A → B ?



Exer
i
e 4(sur 10 points)On rappelle que l'ensemble d'axiomes P0 est formé de l'union de l'ensemble des axiomes del'égalité (noté EG) ave
 l'ensemble des sept axiomes suivants :A1 : ∀x ¬S(x) = 0A2 : ∀x (x = 0 ∨ ∃y, x = S(y)A3 : ∀x∀y (S(x) = S(y) → x = y)A4 : ∀x (x + 0 = x)A5 : ∀x∀y (x + S(y) = S(x + y))A6 : ∀x (x × 0 = 0)A7 : ∀x∀y (x × S(y) = x × y + x)On 
onsidère la stru
ture A, dont le domaine est A := {0, 1, 2} et où les symboles de fon
tions
0, S,+ sont interprétés 
omme suit :

0A := 0, SA(0) := 1, SA(1) =: 2, SA(2) := 1

+A 0 1 2

0 0 1 2
1 1 2 1
2 2 1 21- Véri�er que

A |== A1 ∧ A2 ∧ A4 ∧ A52- Montrer que, 
es interprétations de 0, S,+ étant �xées, il n'existe qu'une interprétationpossible ×A du symbole de fon
tion binaire × telle que
A |== A6 ∧ A7Donner la table de 
ette opération ×A.3- Est-il vrai que
A |== A3?4- Le séquent EG,A1,A2,A4,A5,A6,A7 |−− A3 est-il prouvable dans LK ? (donner une justi-�
ation pré
ise).5- Le séquent EG,A1,A2,A4,A5,A6,A7 |−− ¬A3 est-il prouvable dans LK ? (donner une jus-ti�
ation pré
ise).
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