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La note obtenue a cette moitié de 'examen est min{ezol + exo2 + exo3 + exo4, 10}.

Exercice 1
Les régles R1,R2 sont des régles dérivées du systéme LK :
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Considérons le systéme étendu LK + R3. Ce sytéme étendu admet la preuve suivante du
“séquent faux” :
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Comme - L n’est pas prouvable dans LK, les systémes (LK + R3) et LK ne sont pas équiva-
lents, ce qui entraine que R3 n’est pas une régle dérivée du systéme LK.
La régle R4 est une régle dérivée du systéme LK :
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Exercice 2
1- Selon la définition inductive de la relation de forcage, k |- —=(A V B) signifie :

Yk >k, (k' |- AV B)

l.e.

VK > k:,—((k:’ IFA) ou (k/ IF B))
l.e.

VE > k, —|(l<:’ IFA) et —|(l<:’ I+ B)
l.e.

VE > kK ¥ Atk ¥ B (1)



De méme, k I- (—A) A (—B) signifie :

kI (—A) et kIF (—B)

l.e.

VK" >k, k¥ A] et VK > k, k¥ B]
le.
VK >k, k' W A] et VK > k, k' ¥ B. (2)
La condition (1) entraine la condition (2). On a donc établi que :

~(AV B) IF (=A) A (=B)

2- Par le théoréme de complétude du systéme LJ pour la sémantique de Kripke, on déduit de
la question 1 que S est prouvable dans LJ.
3- Considérons la structure de Kripke suivante :

K= (K,<,IF)

ou K ={0,1,2},< ={(0,0),(1,1),(2,2),(0,1),(0,2)},IFo= {(1, A), (2, B) } (voir la figure 1).
Pour tout noeud k' € {0,1,2} : ¥ ¥ A A B. Donc,

o4 ® =
1 2

FIGure 1 - K.

VE' >0,k ¥ ANB
ce qui est sémantiquement équivalent & :
0lF=(AAB) (3)

Par ailleurs 1 IF A donc 0 ¥ —A.
Par ailleurs 2 I+ B donc 0 ¥ —B.
On en déduit que

0 (=A) V (—~B) (4)

Par (3)(4) on obtient :
-(AAB) ¥ (-A)V (-B)

Comme S’ n’est pas (sémantiquement) wvalide, par le théoréme d’adéquation, S’ n’est pas
(syntaxiquement) prouvable dans LJ.



Exercice 3

1-2 Voici le méme arbre de séquents que dans I’énoncé.

Les noms de régles sont corrigés (lorsqu’ une régle de LJ est possible), la mention
signifie que l'inférence ne correspond a aucune régle de LJ.

‘ no-rule”

- QW) Q) ",
A A Vi Q(JS) mAv Q(:U) ;o-rule
AP AVIQ@) * - FQE@FAVOE)
A~(AVIQ@)F ' F32Q@) FAVIQ)
~(AvI2Q@) F A " ~(AvI2Q(x)), F2Q(x) -
(—A) = 32Q(x), ~(AV IzQ(z)) F l

(—A) = F2Q(z) F ——(AV F2Q(z))

T

Voici une preuve, dans LJ, du méme séquent :

A A 1
AF AV 3IzQ(x) o 32Q(z) F 32Q(z) )

A,~(AVIQ) F " Q) F AV IQz)

~(AVIzQ(x)) F A " =(AV3IzQ(x)),IxQ(z) -

l

(mA) = FzQ(z), ~(AV IzQ(z)) F B
(mA) = JzQ(z) F == (A V FzQ(x))

Exercice 4 (10 pts)
1-La premiére preuve contient le détour suivant :

Tintro

'k-A r+A

“lelim

La seconde preuve est sans détour.
La preuve 7’ comporte le détour :

Vintro

I'FAVB " AF L T'.BF L
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2- La preuve 7 a I'une des formes suivantes :

m o U 2
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Dans le cas de gauche (resp. de droite) 71 (resp. m2) est une preuve du méme séquent que 7 ,
qui a un détour de moins.
3- Démontrons, par récurrence sur la taille de 7, la propriété :
Si 7 est une preuve sans-détour (dans NJ), de I'; A, BFC oudeI'; A+ C
alors ,
— il existe une preuve 7', sans-détour, de 'y AA B+ C (resp. de ', BA A+ C)

— et si la derniére régle non-structurelle de 7 est une régle d’introduction R, alors la
derniére régle non-structurelle de 7’ est la méme régle R.
Base :
7 a un seul noeud : c’est 'axiome I'; A, B+ C.

— 81 C €T : alors la preuve 7’ consistant en 1’ axiome I'; A A B + C convient.
— si C = A : la preuve 7’ suivante convient

T.ANBFAAB
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/\elim
[AANBF A

— 81 C = B : la preuve 7’ suivante convient

RAABFAAB?
'  ANB+-B ="

Induction :

On distingue tous les cas possibles pour la derniére régle de .
Cas 1 : 7 se termine par un affaiblissement.

Elle a donc 'une des formes suivantes :

TAlFC I,BFC I AB-C — ThHC rA-C

wkn wkn n ——  wkn

I A,BFC I,A,BFC I A,BFC TAFC TAFC

ou I est ’ensemble I" privé d’'une formule.

Notons 7 la preuve 7 privée de sa derniére inférence.

Si m al” une des formes 1,2 alors, en appliquant I’hypothése de récurrence a 71, on obtient
une preuve sans détour 7} de :

T,AANBFC.

De plus, la derniére régle non-structurelle de m; est la méme que celle de . Donc, par hyp. de
rec., si la derniére régle non-structurelle de 7 est une régle d’introduction R, alors la derniére
régle non-structurelle de 7} est la méme régle R. Donc 7’ := 7} convient.

Si 7 a la forme 4, alors, la preuve 7’ suivante convient :

r-C
T,AABFC

wkn



Si m al” une des formes 3,5 alors, en appliquant I’hypothése de récurrence a w1, on obtient
une preuve sans détour 7} de :

I' ANBFC,

et, si la derniére régle non-structurelle de 7 est une régle d’introduction R, alors la derniére
régle non-structurelle de 7} est la méme régle R. La preuve 7’ suivante convient :

™

I" ANBFC
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les mémes arguments fournissent des preuves n’ du séquent I', B A A F C remplissant les
conditions demandées.

Cas 2 : 7 se termine par A
La preuve 7 a 'une des deux formes :

¢

elim*

T 1
I, A,BFCAD , T,AFCAD ,
elim T 7lelim
IABFC I AFC

Comme 7 est sans détour, la derniére régle non-structurelle de m; n’est pas Aiptro. En appli-
quant ’hypothése de récurrence a 7y, on obtient une preuve sans détour 7 de :

T, AABFCAD

dont la derniére régle non-structurelle n’est pas Aintro-
Considérons la preuve 7’ suivante :

/
™

T,AANBFCAD
T,AABFC
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elim

Comme la derniére régle non-structurelle de 7] n’est pas Aiptro, la derniére régle de 7’ n’est
pas un détour. Comme par ailleurs 7} est sans-détour, 7’ est sans-détour.

(Mémes arguments pour I'y BA A+ C).

Cas 3 : 7w se termine par Aiptro-

La preuve 7 a 'une des deux formes :

T Up) 1 T2
LABFCT,ABED LLAFCT,AFD
I' A B-CAD I'NMAFCAD



Traitons la premiére forme.

Les preuves 71, ™y sont sans détour. Par hypothése de récurrence on en déduit I'existence de
preuves sans détour 7 (resp. 7h) de Iy AA B+ D (resp. I'; AA B F E). On batit alors la
preuve 7’ :

™ ™

ILAABFC T,ANBFD
T,AABFCAD

Aintro

Comme elle se termine par une introduction et comme les sous-preuves m, 7, sont sans-
détour, 7’ est sans détour. De plus, la derniére régle non-structurelle de 7’ est la méme régle
d’introduction que dans .

Cas 4 : 7 se termine par une régle d’élimination.

Ce cas peut étre traité avec les mémes arguments que le cas 2.

Cas 5 : 7 se termine par une régle d’introduction.

Ce cas peut étre traité avec les mémes arguments que le cas 3.

4- Notons ¢’ la preuve, dans LJ, obtenue en supprimant la derniére inférence dans o : ¢’ est
une preuve, dans LJ, de taille n — 1, du séquent

ILA,BFC

D’aprés I’ hypothése de la question 4 : il existe une preuve 7’ dans NJ, sans détour, du méme
séquent. En appliquant la question 3, il existe donc une preuve w dans NJ, sans détour, du
séquent

T,AANBFC.

5- Esquissons un plan de (méta)-démonstration.

Soit 7 une preuve dans NJ d’un séquent S de NJ. D’apreés le cours, le méme séquent (ou
I'ensemble des formules en hypothése est identifié a un multi-ensemble) admet une preuve o
dans LJ.

D’apres le théoréme d’élimination des coupures, le méme séquent S a une preuve sans coupure,
dans LJ.

Le coeur de la question :

Démontrons que toute preuve sans-coupure o, de LJ est transformable en une preuve sans-
détour dans NJ : une telle méta-démonstration peut étre menée a bien, par récurrence sur la
taille de 0. Nous avons déja traité a la question 4 le cas ot la derniére régle de o est Ay 1l
reste a traiter chacune des 13 autres régles propositionelles de LJ.

fin du coeur

Comme S a une preuve sans-coupure, dans LJ, par la méta-démonstration ci-dessus, il a aussi
une preuve sans détour, dans NJ.

6- Progressons dans le coeur de la question 5.

Soit o, preuve sans-coupure de LJ. On distingue tous les cas possibles pour la derniére régle
de o.

cas 1 o se termine par Ay.

C’est le cas traité dans la question 4.



cas 2 o se termine par A;.
La preuve o a la forme :

o1 09

'A FI—BA

T

'-AAB

Par hypothése de récurrence, les preuves sans-coupure o1, 0o peuvent étre transformées en des
preuves de NJ sans détour 71,72 des séquents E(I') - A, E(T") F B. Considérons la preuve m
suivante :

1 2

'HrATFB

intro

'-AAB

qui est sans détour car 71, o n’ ont pas de détour et la derniére régle n’est pas une élimination,
donc ne peut étre la fin d’'un détour.

cas 2 ¢ se termine par une régle d’introduction a droite.

Comme dans le cas 1, NJ comporte une régle d’introduction correspondante, ce qui permet
de conclure.

cas 3 o est un axiome.

Facile.

cas 4 o se termine par une régle structurelle.

Facile.

cas 5 o se termine par 'une des régles d’introduction a gauche Vg, —y, —y.

Comme NJ n’a pas de régle d’introduction & gauche, chacun de ces trois sous-cas est ... long
et laborieux. Les principes sont les mémes que pour le cas de Ay.



