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Le baréeme est réévalué comme suit :
Ex 4 :4 pts; Ex 5 : 3 pts; Ex 6 : 14 pts. La note obtenue sur cette partie est le minimum
entre 10 et le total obtenu sur les exercices 4,5,6.
Exercice 4
Les régles R1,R2 sont des régles dérivées du systéme LK :
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Considérons le systéme étendu LK + R3. Ce sytéme étendu admet la preuve suivante du
séquent vide :
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Comme F n’est pas prouvable dans LK, les systémes (LK + R3) et LK ne sont pas équivalents,
ce qui entraine que R3 n’est pas une régle dérivée du systeme LK.
La regle R4 est une regle dérivée du systéme LK :
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Exercice 5
Le séquent Sp est réfuté par la structure de Kripke suivante :

K1 :=(K,<,IF)

ou K ={0,1},< ={(0,0),(1,1),(0, 1) },IFo= {(1, A), (1, B)} (voir la figure 1).
En effet, le noeud 0 vérifie :



<)
[

Fig. 1 - ICl.

Vk' >0, si k' IF A alors k' IF B
donc

0lFA— B. (1)
D’autre part, comme 0 < 1 (pour l'ordre sur les noeuds de K1), et 11- A

0 -A
et comme, par définition de la relation de forcage kg, 0 ¥ B, on a

O -AvVEB (2)
Les relations (1) et (2) montrent que le séquent

A—BF(-A)VB

n’est pas valide dans ;. Ce séquent n’est donc pas prouvable dans LJ.
Sy admet la preuve suivante (dans LJ) :

AFAT
A AF
aff, a:
-A, A+ B BAFBV
-AVB,A+FB !
~AVBFA—-B °

Exercice 6
1-

x/

S(u,w) = (a,a)(b,b)(b,a)(#,b); S(v,w) = (b,a)(a,b)(a,a)(b,b)(a,#).
2- Les trois langages L—, L~, L< sont décrits par les expressions rationnelles suivantes :
Lo ={(z,2) |z € X} Lx={(z,9) [z€ X,y e X} Lx={(z,2) |z e X} {(#,2) |z € X}".

3- Soit x € X. Le langage L, est décrit par 'expression rationnelle :

Ly=L-- {(#71')}

4- On proceéde comme pour la preuve du théoréme de Biichi-Bruyére, vue en cours.
Remarquons que toute formule du premier ordre (sur le langage de l'enoncé) peut étre trans-
formée en une formule équivalente ®, dont toutes les sous-formules atomiques sont de 'une
des quatre formes :

UV, U=v, U=V, U-T =V



(on z € X et u,v sont des variables). Soit ® une telle formule et soient {z1,z29,...,2,} un
ensemble de variables qui contient toutes les variables de ®. Notons

L(®,21,...,2n) == {S(ur,ug,...,upn) | ur,ug,...,up, € X* M= ®(ug,us,...,u,)}

On démontre par récurrence sur |®| 4+ n que L(®, z1,. .., z,) est rationnel.

Base : ® est atomique et n < 2.

Sin =2:daprés la question 2, L(®, 21, z2) est rationnel.

Sin =1 :alors 21 = z9. Dans ce cas, L(®,21) = X* ou L(®,21) = (), donc L(®, z1) est
rationnel.

Cas 1(ajout d’une variable) : z; n’apparait pas dans ®.

Par hypothése de récurrence, L(®, 2,...,2,) est rationnel. Soit ma, : ((X U {#})")* —
(X U {#})"1)* 'homomorphisme défini par

mon(al,a,...,an) = (ag,...,an).
Soit SUP,, C ((X U {#})")* 'ensemble des superpositions de n mots de X.
SUP, ={ue (XU{#}H")*|Vie[l,n],m(u) € X* - {#} et Ji € [1,n],m(u) € X*},

ou 7 (XU{#H")" — (X U{#})" est la projection sur la i-iéme composante. Comme ’en-
semble des langages rationnels est clos par homomorphisme inverse et par opérations booénnes,
SUP,, est rationnel.
Or

L(®, 21,22, ..., 2n) = Ty (L(®, 22, .., 20) - (#,...,#)*) N SUP,,.
Donc L(®, 21, 29, ..., 2,) est rationnel.
Cas 2(connecteur) : ® =1 o6f,n > 0 ou o est I'un des connecteurs V, A, —.

L(®, 21,29, .., 2n) = L(¥, 21,29, ..., 2n) © L(0, 21,29, ..., 2)

ou ® est I'opérateur booléen qui traduit le connecteur o selon le dictionnaire :

(V,A, =) — (U,N, L — (SUP, — L))

Cas 3(quantificateur existentiel) :® = Jz1.
Posons

P = [mon (LY, 21,22,...,2n)).

Par hypothése de récurrence P est rationnel.

Les mots de L(®,z21,22,...,2,) sont les superpositions de n mots de X* dont la projec-
tion sur les composantes 2,3,...,n (i.e. 'image par m,) est égale & celle d’'un mot de
L(4, 21,29, ...,2,), sauf pour un suffixe dans (#, #, ..., #)*. Plus formellement :

L(®, 21,22, .., 2n) = [Ty (P((#, .., #)) ) Ung p (P(#, ..., #)")] N SUP,.

Les propriétés de stabilité de I'ensemble des langages rationnels par quotient a droite, par
produit et par opérations booléennes entrainent que L(®, 21, 29, ..., 2,,) est rationnel.

Cas 4(quantificateur universel) :® = Vz;).

On remarque que ® est équivalente a

&' = —Tz ).



Par hypothése de récurrence L(v, 21, 22, ..., 2,) est rationnel. Par les transformations vues
aux cas 2 et 3, il en résulte que L(®, 21, 22, . .., 2z,,) est rationnel.

5- Soit x € X.

Considérons I'automate fini A, = (X, Q, D, Q+,6) tel que : Q := {qz, g4 }U{qy | y € X}, D :=
{ge}, Q+ = {qu} et J est I'ensemble de toutes les transitions de la forme :

g —W" g onyeX

qy -V g ouyeX,zeX
qy —(#) quouy € X

qe — () q#

Cet automate, lorsqu’il démarre dans I'état ge et lit un mot (yo, z)(y1,%0) - - (Yis Yi—1) =+ * (Yns Yn—1),

atteint I’état q,,,,

lorsquil lit (yo, 2)(y1,90) -+ (Yis Yi—1) -+ (Yns Yn—1)(#, yn) , atteint U'état gx,
et ne peut lire, & partir de ¢g., que des mots de 'une de ces deux formes. Donc

L(A;) ={S(u,v) | u,v € X*,x-u=wv}.

6- Nous construisons une formule ®(u,v) qui exprime le fait que = - u = v.
Cette formule ® est la conjonction de 4 formules LONG, DEB, MIL,FIN qui expriment,

repectivement, que :
= ul +1 = vl

— v commence par la lettre x
— si yz est un facteur de u, en position p, alors la lettre de v, en position p+ 1, est aussi y
— u et v se terminent par une méme lettre y.

Posons

LONG(u,v) :=
DEB(u,v) :=
MIL(u,v) :=

FIN (u,v) :=

On définit alors

Sp(u) = v
V', [(Yw, w' < w) — (sz(w') < )]

Yw, Yu'

CON [(a(syw) 2 uA (salsy ()~ w Aw' <) — (

®(u,v) := LONG(u,v) N DEB(u,v) AN MIL(u,v) A FIN (u,v).



