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Les exercices sont indépendants.
La note obtenue a cette épreuve sera min{exol + exo2 + exo3 + Pb, 20}.

Exercice 1 (4 pts)
Fournissons les preuve demandées :

/ /

ax ax
BFB,C B,CFC

, BB-CHC wk:l P(x) - P(z) "
B—C,AFA B—>C,A,BI—CHI - P(z),~P(z)
A= BB CAFC " R P(x),3x-P(x)
(A5 B)A(B—=C),AFC " - VaP(z), 3a-P(x)
ASBABSCFASC " —WP(y) F Jz—P(z) |

Exercice 2 (4 pts)
Fournissons les preuves demandées :

)
~4,~Q(x). Q) F
-A,-Q(x) F-A N —AN-Q(x),Q(x) F .
—AN-Q(x) A
V(A A =Q(x)) F A
(A4) = F2Q(z), Yz (A A -Q(z))
(mA) = JzQ(x) F =V (A A -Q(x))
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N Q@) F Q@) "

AFA~  Q@)F3Q(x) ",

AFAVIZQ(z) " Q(z)F AV IzQ(x) vT
AV Q(x)F AV IzQ(x) :

F2(AV Q(z)) F AV IzQ(z)




Exercice 3 (4 pts)

1- Calculons les valeurs des assertions k |-— W pour k € K et ¥ sous-formule de [-(AAB)] —
[(mA4) V (-—=—=B)]. On part de la relation de forgage initiale, puis on applique la définition
inductive de la relation |F— .On obtient :

kIF—¥ | A|B|AAB| ~(AAB)|-A| =B | -—B) | —B) | (F4)V(-—B) | ®
ko 0]1] 0 1 1] 0 1 0 1 1
k1 10| 0 1 0|1 0 1 1 1
ko 0J]0] 0 1 0] 0 0 0 0 0

ot 'on a noté ® := [~(A A B)] — [(-A) V =-——=B)]. En particulier
k?(]Hf— —|(A/\B), ki(] H,_ (—|A)\/(—|—|—|B)

ko == [2(AAB)] = [(-A4) V (-—=B)]

2- Comme S admet un contre-modéle de Kripke, il n’est pas prouvable dans LJ. Voici une
preuve de S7 dans LK :
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ABFA ABFBT

A BFAAB '

A -B,ANB

A —~-BFAAB
A,~-B,~(AAB)F ',

—ﬂAAB)FﬂA;meﬁx

-(AAB)F (-A)V-——B .
F(=(AAB)) = (~A) vV ——B

T

l

T

r

3- D’apreés le tableau de la question 1, ko |F— AV ==B, donc ko f— —(A V -—=B). Comme
ko < ko, par croissance de la relation de forgage, ky JF— —(AV ——B).

Mais kg |[F— (=(A A B)) (voir le tableau de la question 1).

Donc ko JfF— (=(AAB)) — =(AV —=B).

Par conséquent, d’apres le théoréme d’adéquation, So n’est pas prouvable dans LJ.

Le séquent So n’est pas valide dans la structure classique (propositionnelle) définie par :

En effet : v(AA B) =0 donc v(-(AAB))=1,v(AV--B) =1 donc v(=(AV--B)) =0
donc
V(AN B)] = [<(AV ~=B)]) = 1.

Sy admet un contre-modéle classique, donc Sy n’est pas prouvable dans LK. (On retrouve
aussi le fait que Sz n’ est pas prouvable dans LJ).



Probléme (20 pts)
Partie 1 : simuler SHy dans LJ

1- Voici des preuves dans LJg de |— AX; et }— AX,.

X/

AFAT B AFB
— ax
A>BAFB ' C,A-B/AFC

/

A B AFA Bo>CASBAFC o
» A—(B—C),A— B,AFC . o
ABFA A—-(B—C),A—-BFA-C T_>T
AFB— A . A-(B—-C)F(A—=-B)— (A—-0) .
FA— (B— A) FA—-(B—-C)—(A—=B)—=(A—-C)

2- Voici une preuve dans LJy de |— B, sous les hypothéses }— A et }— A — B :

P X

Hy; a;

FA B+FB

yP -1
A—BFB

FB

H
FA— B

cut

3- Pour toute formule ¥ notons 6(¥) le séquent - W. Les traductions par § des axiomes de
SHy sont prouvables dans LJy (Q1) et la traduction par ¢ de la régle de déduction de SHy est
une régle dérivé de LJy (Q2). Donc toute preuve de SHy est traductible en une preuve de LlJy.
Dongc, si ® a une preuve dans SHy, alors - ® a une preuve dans LJj.

Partie 2 : simuler LJ, dans SHy

* 4- Voici une preuve dans SHy de la formule P — P

AX2

Po(PoP) P " Po(PoP) PSP (PP [P P
P (PP P> (P> P) =[PP
P P .

MP

5- Voici une preuve, dans SHy, de A — B, sous ’hypothése B :

—Hyp —————— A
B B=(AsB)

A— B

MP

Bi,....Bn

6- Supposons que
des hypothéses By, ..., B,. Dans cette preuve remplacons :

- chaque hypothése B; par A — B;

- chaque instance ® — (¥ — @) du schéma d’axiome AX; par 'instance

SH, 1.e. qu’il existe une preuve de C' dans le systéme SHy augmenté

[A— ®] = ([A—> V] = [A— D)

- chaque instance (& — (¥ — ¢£)) = (& = ¥) — (® — £)) du schéma d’axiome AXy par
I'instance

(A=9]=([A=V]=[A=¢) = (A= 2]=2[A=V]) = (A= 0] = [A=E])



- chaque instance de MP, 2 c&ﬁqj, par l'instance

[A— P], [A— D] = [A— U]
[A — V]

On obtient une preuve de [A — C] sous les hypothéses [A — Bi],...,[A — By)].

7- Supposons que
A By,...,B,, D

SHo-
C 0

Par Q6,
A—-AA—-B,...,A—> B, A—D

A—C >Ho
et par Q4, 'hypothése A — A peut étre remplagée par une preuve dans SHy. Donc
A—DBy,...,A— B,,A— D
A= C >Ho-

Par Q5, pour tout i € [1,n], % SH,- En remplacant, dans la preuve ci-dessus, chaque
hypothése A — B; par une preuve avec hypothése B;, on obtient
Bi,....B,,A— D
A—=C SHo-

De méme, en remplagant, dans cette derniére preuve, I’hypothése A — D par une preuve avec
hypothése D, on obtient

Bi,...,Bn, D
Y

8- Voici une preuve, dans SHy, de C, sous les hypothéses A, B;A — (B — C) :

—Hyp ———————————H
AT ASsB=0O) "
—Hyp MP
B B—=C
MP
C
En appliquant deux fois Q7, on obtient successivement
B,A— (B—C) A— (B—C0C)

im0 M Bo Ao

* 9- Base : Card(T") € {0,1}.
Alors 7 (I'F @) = o(T' F @).
Si Card(F) =2ie.I' = {A17A2} alors 7-1(1“ = Q)) = A1 — (AQ — (13), TQ(F = Q)) = A2 —
(A; — @). Donc, par Q8,
Tl(r F (I))
(T F @) >Ho

Induction Card(T') =n+1let n>2 ie I'={A;,A4s,..., Apt1}.

Supposons que Ay <1 Az ... <1 Apq1 et Ayy <2 Ag(g) - - <2 Ag(ny1) (Pour une permutation
o de [1,n + 1]).

La permutation ¢ a une décomposition en produit de 3 permutations

oc=7y0fo«



avec a(l) = 1,Vi € [3,n + 1], B(a(7)) = a(i) et v(B(a(l))) = B(a(1)).

Pour toute permutation ¢ de [1,n 4 1], notons 74 la traduction associée a un ordre tel que
A5(1) < A5(2) e A(;(nJrl)

Ainsi 71 = 1q et » = 75.
Par hypothése de récurrence :

SHo
An) = (Aa@) = - = (Ao = @) 777

et en appliquant Q6 (avec A := Ap) :

7-1(1‘ |— ‘1))
(O E ) St (1)

Posons ¥ := A,y — (- = (Aqmni1) — ©)). Par Q8

Aa(l) — (Aa(Q) — \If)) e Ta(r F ‘13) (2)
" Thea(l @) T

SHo>»
Apta() = (Ap(arz) = )77
Par hypothése de récurrence :

Apa@) = (Apae) = - = (Agamtn) = P))

AJ(Q) — (Aa(3) — s — (Aa(n-i-l) — (I))) SHo>
et en appliquant Q6 (avec A := A,(1)) :
Tgoa(I' = @)
7o (L F @)) > 3)

En enchainant les 3 régles dérivées (1)(2)(3) on obtient que

n(l— o)

7o (T — @) >
10- 10.1
Cas 1 : Supposons que V® € I',® < A. Alors 7(I' A+ B) =7(I' F A — B). Donc

(' A+ B)

T(TFA— B)>™

Cas 2 : Supposons que A ¢ T'.
Il existe un pordre total <1 tel que V& € T', & <1 A. D’aprés le cas 1, appliqué a cet ordre

71(IAE B)
AF A B
et par Q9, on a les deux régles

7(I'y A+ B) (A — B)
n(@,AF B> T F A= B)

5



donc, en enchainant les trois régles dérivées :
(' A+ B)
(T FA— B)>™

Cas 3 : Supposons que A € T.
Alors (I'; A) =T. 1l suffit donc de montrer que

7(C'F B)
(T F [A— B]) ™

Par Q5, KEBSHO? et a fortiori
Aq,...,A,, B

A—pB cHo
puis, en appliquant n fois Q7 :

Al — (A —» - = (A, = B))
Al = (Ay = - — (A, = [A— B))) >

10.2 Voici une preuve, dans SHy, de (A — B) — C, sous les hypothéses A, A — B, B — C':

—H; H
AT A ”
MP Hyp
B B—C
MP
c

En utilisant Q7, on en déduit :
A B—C

(A= B) —» Mo
Soit <7 un ordre qui classe B plus grand que toutes les formules de I'. En appliquant Q6 n
fois :
nlt=4) n BC)
nT, A= B—0) °M
En utilisant Q9, on en déduit que cette régle dérivée est valide aussi pour I'ordre < ;| donc

TTH—A) 7I,B—C)
rT,A—=Bf—C) >

10.3 Suposons que A est plus petite que toutes les formules de T'.
Alors T(IA—C)=A—- 7' C).

Donc I'image par 7 de la régle d’affaiblissement & gauche est

T(T'—CO)
A-1THC)

qui est régle dérivée de SHy, d’aprés Q5. On conclut dans le cas gén’eral en utilisant Q9.
10.4 Suppposons que les formules de I' soient, par ordre croissant,

Dy, Po,... D,



et que A < ®y.
Alors

TTHFA) =0, = (P2~ = (&, = A), TATFC)=A4— () = (P2 — -+ = (P, = O))).

Remarquons que

(I)laq)2,"'?q)naAaA_>((I)1 —)(@2—)—)((1),1—)0)))
C SHo

en utilisant (n + 1) fois la régle MP. En appliquant Q7 n fois (a cette régle dérivée) on déduit

e o) > (P — = (P, > A) A= (P = (P2 — - = (D, = ()))

P — (By — - — (P, = O))

SHo

c’est & dire :

T(T'HA) 7(ATHEHC)
T(T'FC)

En utilisant Q9, on en déduit que cette régle dérivée est valide ( indépendamment de notre
supposition concernant A < ®1).

11- Soit I' }— ® un séquent intuitionniste et 7 une preuve dans LJy de ce séquent. En appli-
quant 7 & cette preuve et en substituant a chaque régle dérivée une preuve (avec hypothéses)
dans SHy, on obtient une preuve dans SHy de 7(I" }— ).

12- On peut conclure que, pour toute formule minimale ® : ® est prouvable dans SHy si et
seulement si - ® est prouvable dans LJg :

- “seulement si” a été prouvé a la question 3

M)

si” résulte de la question 11, puisque 7(F ®) = .

SHo



