Routage dans les graphes cellulaires
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Il a été récemment établit que tout arbra dommets possede un schéma de routage de plus courts chéifisagtu
des adresses, des en-tétes et des tables de rout@jtoda) bits. Il est ouvert de savoir si ce résultat optimal peut étre
étendu a des graphes plus généraux. En particulier Fraidetaal. (STACS '02) ont posé la question de savoir si ce
résultat restait vrai pour les graphes planaires extéjaure classe de graphes planaires contenant les arbres.

Dans cet article, nous répondons positivement a cetteiqgne®lous étendons le résultat a des graphes beaucoup plus
généraux, appelés-cellulaires En fait, tout graphe edt-cellulaire pour une certaine valeur #e De plus, dans le

cas des graphes dessinés sur des surfaces de genre fingpasgcellulaires capturent le cas ou tous les sommets
peuvent étre couverts p&(k) faces disjointes du plongement, et le schéma de routageépreuéilors construit en
temps quadratique.
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1 Introduction

Le routage point a point de messages est une fonctionnatidaimentale des réseaux. Les composants
d’'un schéma de routage sont les tables de routage, les esréss en-tétes, et un algorithme de routage.
Ce dernier prend comme paramétre I'en-téte du messagearrev qui, en fonction de la table de routage
du sommet courant, détermine le numéro de port (de l'arétdeguel le message doit étre retransmis. Le
premier en-téte du message est généré par I'émetteur & gardia table de routage et de I'adresse de la
destination. Dans beaucoup de schémas I'en-téte se résitadesdse de destination.

Silalongueur des routes induites par le schéma est claireunecritére de qualité, 'espace requis par les
tables de routage, la taille des adresses et des en-tétescore le temps de latence dans chaque routeur,
sont autant de paramétres essentiels qui doivent étre ispim

Beaucoup d’efforts ont été consacrés a la conception derehée routage équilibrant la charge de
chaque routeur en terme de quantité d’information, I'idée gertains nceuds doivent jouer des rdles dif-
férents devenant une véritable faiblesse du schéma. Digpitas que d’un point de vue théorique, il semble
toujours possible de répartir I'information de routage iéaplement sur tous les nceuds du réseau tout en
gardant la méme qualité sur la longueur des routes.

La conception de schémas de routage comportant un comptaiiésdes tables/longueur des routes
passe par I'étude structurelle de la topologie sous-j@ceRar exemple, un des buts recherchés pour les
réseaux planaires est de router a la « boussole », sans tatgatdge, uniquement a I'aide des coordonnées
des sommets du réseau. Malheureusement, méme pour degrsswsissi simple que les triangulations cet
objectif n’est pas atteignable : pour tout routage de plustsachemins la taille des tables ou des adresses
est au moins d&(n/#) bits pour des triangulations de degré borné, et au maifrs/2) bits pour les
réseaux a croissance bornée (et donc de dimension doublamige) [1].

Pour des structures arborescentes, des solutions avegaoeepolylogarithmique existent. Pour les
arbres,O(logn) bits suffisent [3, 2, 8] et cela s’étend aux graphes de largewsrescente bornée avec
O(log?n) [7]. Cependant la borne est connue pour étre optimale semedans le cas des arbres [4]. Ce
résultat pour les arbres est particulierement intéressarthéorie du routage compact. Par exemple, le
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Fig. 1: (a) Une cellule ou les sommets colorés forment un segmentrdis cellules formant un graphe 9-cellulaire.

résultat quasi-optimal de Thorup et Zwick [8] est tres déjzem du routage dans les arbres. Il énonce que
tout graphe posséde un schéma de routage avec des tabléfedeptaroximativemenn’¥ par sommet
garantissant des routes de longueur au (g fois la distance, pour tout paramekre: 1.

Fraigniaudet al. [4] ont posé explicitement la question de savoir si le schéptemal des arbres pouvait
étre étendu a d’autres graphes, en particulier est-ce queaytaphe planaire extérieur, une surclasse des
arbres (voir Fig. 1), posséde un schéma de routage de plutsathemins avec tables et adresses sur
O(logn) bits ? La meilleure borne connue étant@gog? n) bits [7].

Nous répondons positivement & cette question. Nous man&galement que si le graphe est décom-
posable ercellules(qui sont des graphes planaires extérieurs connexes) laktables de routage aug-
mentent jusqu'@((k+ 1)logn) bits/sommet ok représente le nombre total (avec multiplicité) des som-
mets partageant plusieurs cellules, les en-tétes et lessel restant de tail@logn) bits.

Il est important de noter que le schéma que nous présentbariesrse] il sS'applique a tout graphe en
choisissant une valeur adéquate pkuPour le cas planaire (et de genre borné), il existe un dlgog
quadratique pour calculer la décomposition en celluledybje certaine fagon ce schéma universel ex-
ploite la nature géométrique de la topologie sous-jacente.

2 Préliminaires

Unecellule d’'un grapheG est le plongement d’un sous-graphe connex&dsir le plan sans croisement
d’aréte ou tous les sommets bordent la face extérieure igf.1fa)). Donc chaque cellule d’un graphe est
un graphe planaire extérieur connexe.

Unecouvertured'un grapheG est un ensemble de sous-graphe&del que chaque aréte @soit con-
tenue dans au moins un sous-graphe. On appt#iehementout sommet appartenant a plusieurs cellules.
Le nombre d’attachementsune couverture est la somme, sur toutes les cellules, dbred’attachements
des cellules. Finalement, un gragtieellulaireest un graphe connexe possédant une couverture en cellules
de nombre d’attachements au pkuigf. Fig. 1(b)).

Les graphes planaires extérieurs connexes sont doncullaiedk, et réciproquement. Tout graphe con-
nexe anarétes estr-cellulaire, chaque cellule correspondant a une arétengirtebre total d’attachements
ala somme des degrés.

Une partition k-cellulaireest une partition en cellules de nombre d’attachementsuakpll est facile
de voir que tout graphle-cellulaire possede une partitidrcellulaire, car supprimer une aréte partagée par
plusieurs cellules d’'une couverture reste une couverteltalaire dont le nombre d’attachements n’est pas
plus grand.

Un segmenest un ensemble de sommets consécutifs d’une cellule obteparcourant les sommets le
long de la face extérieure.

Pour un arbr@ enraciné erx, on noteTy, le sous-arbre d& enraciné em induit par les descendants de
dansT. Un résultat du a Frederickson et Janardan [6] est qliessiraciné erx couvre un graphe planaire
extérieur (donc une cellule), alors pour tout voisideXx, T, est un segment.
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3 Lalgorithme de routage

Considérons une partitidicellulaire d'un graph& connexe & sommets.

Pour tout sommetdeG, soit ATTACH(X) une table de routage construite a partir d’un arbre de plugso
chemins couvran® enraciné enx dans laquelle seuls les sommets descendants d’au moinsahexhent
sont préservés. Donc, pour toute destinatipATTACH(X)[y] donne le numéro de port de I'aréte menant
versy si dans I'arbre choisi patle chemin utilise au moins un attachement.

Pour toute cellul€ de la partition, on choisit un arbre enracii® couvrant C, de plus courts chemins
dansC. Notons quédR® n’est pas forcément un arbre de plus courts chemir@.d®our tout sommet deC,
on note RBLECELL(X,C) une table de routage construite a partir d’'un arbre enraaixé&ouvraniC et de
plus courts chemins dafsdans lequel on supprime les sous-arbres issus des voisikwsadeontenant que
des descendants delansR. Donc, pour toute destination¢ RS, TABLECELL (x,C)[y] donne le numéro
de port de I'aréte menant veys

L'algorithme de routage présenté ci-dessous est élémenkariginalité venant de son implémentation.

Routage dexe Gversy e C:

1. siy € ATTACH(X), retourner ATACH(X)[y], sinon
2. siy € RS, router dans I'arbr&C, sinon
3. retourner RBLECELL(x,C)[y].

Montrons que le routage est de plus courts chemins. Notolilssgffit de montrer que la premiére
étape du routage enretourne une aréte sur un plus court chemirxdey. C’est évidemment vrai dans
le cas 1, siy € ATTACH(X). Siy ¢ ATTACH(X) cela signifie qu'il existe un plus court chemin entret
y complétement contenu dans la méme cellule, diggnwout chemin entre deux cellules devant sinon
intersecter un attachement. Il suit qu’un plus court cheenitrex ety dansC I'est aussi dan&. Donc
par construction de I'arbrBC, le routage dans le cas 2 est selon un plus court chemin.efireailt, dans le
cas 3 le routage est aussi selon un plus court chemin@ahenc dan.

4 Implémentation

Il a été démontré dans [3, 8] que tout arbne sommets possede un schéma de routage utilisant des tables,
des en-tétes et des adressesOdlwgn) bits*. Pour tout arbreR, on notera\(x,R) la concaténation de
I'adresse et de la table dede ce schéma de routage appliqug si bien que le routage deay peut étre
déterminé par la seule donnée du couple, R), A (Y, R)).

Tout sommei de G posséde un indice {1,...,n} obtenu comme suit : les sommets d’attachements
sont numérotés en premier dans un ordre quelconque, lesaammets étant numérotés consécutivement
selon un parcours bordant la face extérieure de chaquéecellu

L'adresse du sommet est composée du triplgt,C,A\(x,R°)), oui est I'indice dex et C une cellule
arbitraire contenant Les en-tétes sont simplement composés des adressesndosec sulO(logn) bits.

La taille des tables de routage du sommest donnée par les tablesacH(x) et TABLECELL(X), ainsi
queA(x, R°) pour toutes les cellule8 contenank. Il'y en a plusieurs sk est un attachement. Il faut aussi
stocker une table indiquant la plage des numéros de pdiitgstpour chaque cellu@contenank. Notons
gue pouik = 0 il ne peut avoir plus de cellules que le nombre d’attachesméutrement ditx appartient a
au plusk cellules. Donc les plages de degrés ainsi que les donvigg®) ne coltent qué(klogn) pour
la table dex. Reste a évaluer les tailles des tablesACH(x) et TABLECELL(X).

Les deux tables sont implémentées de maniére similairermpactant toutes les destinations utilisant la
méme aréte (c’est-a-dire le méme numéro de port) sous folimtenyalles d’entiers consécutifs. Pour cela

3 RC existe caC est connexe.

4 ce schéma permette également de déterminer si la destireiain descendant du sommet courant, c’est-a-dire sila neupasse
pas par le pére. Dans ce papier, on suppose que les numérostslelgx peuvent étre permutés dans d'intervglledeg(x)] afin
d'optimiser la table de routage. Dans le cas ou les numérgode ne peuvent étre permutés, alors la taille des étepiktk, R)
augmente jusqu'®(log?n/loglogn).
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on utilise I'indice des sommets. L'appartenance/@eun segmenX donné se fait simplement en testant si
I'indice dey est contenu dans un intervalle d’entier (mod|@¢) qui codeX.

A tout sous-ensemblé de sommets d’une cellule, on associe(¥ede plus petit nombre de segments
dont I'union estX. Nous avons le résultat clé suivant :

Lemme 1 Soit C une cellule de G, x un sommet de G, et T un arbre de G edraaix et couvrant C. Soit
Al'ensemble des attachements de C distincts de x et soitlddiable des voisins u de x tel queTRA # .
Alors 5 ey sedTuNC) < 2/A - 1.

Autrement dit, la partie de ATACH(x) concernant la cellul€ peut se compacter eD(|A|) intervalles
d’indices (le nombre n'étant pas exactemej#t|2- 1 car les attachements sont numérotés avant tous les
autres sommets et peuvent ainsi ajouter des intervalles)tofal, ArTACH(X) s'implémente ave©(k)
intervalles d’indices, la somme des attachementS ééant dek par définition.

Larecherche dge ATTACH(X) peut étre effectuée par une recherche dichotomique en ©(hps|A|) =
O(logk) en rangeant les intervalles par cellules, la celtiigey étant codée dans I'adresseyde

Le résultat suivant nous indique qu’en faihBLECELL(X) peut étre implémentée suivant le méme
principe avec 5 intervalles indices seulement.

Lemme 2 Soit R un arbre enraciné couvrant une cellule C et de plustsozhiemins. Alors, tout sommet
X a au plusb voisins u pour lesquels il existe un sommet R, tel que la distance dans C entre x ety
augmente si I'arétex, u} est supprimée.

L’'adresse de/ contientC et A(y,R°). Donc en temps constant le sommeieut décider sy € RS et le
cas échéant calculer la route a 'aideXd&, R®). Nous avons vu que la rechercheyddans ATACH(x),
étant donn€&, en temp$(logk), tous les autres tests étant constants. Nous avons doncamont

Théoreme 1 Tout graphe k-cellulaire posséde un schéma de routage decplurts chemins utilisant des
tables de @Q(k+ 1)logn) bits par sommets, des adresses et des en-téteqldgrQ bits. Le temps de
décision est de Qogk) par sommet.

Le théoréme 1 s’étend au mod@lerts fixésc’'est-a-dire le cas ou les numéros de ports sont fixés avant
la construction des tables et des adresses, et ne peuveahétrgés. Alors, les termes « fog de I'énoncé
précédent devant étre remplacés par € fgdoglogn ».

5 Conclusion et perspectives

Le schéma présenté peut étre étendu aux graphes ‘atadisilaires avec les mémes performances, moyen-
nent un algorithme et une implémentation plus sophistigoés le routage a l'intérieur d’'une cellule (dans
le cas valué le lemme 2 devient faux).

Notons que c’est une propriété combinatoire qui est au cesnotte schéma, en particulier la décompo-
sition cellulaire n'impose aucune restriction sur la noig des cellules : la distance entre deux sommets
d’une cellule est sans relation avec celle dans le graphat@ar.dl serait intéressant d’étendre le schéma a
d’autres graphes, et particulier aux graphes de largewrasioente bornée, mais la taille des séparateurs ne
semble pas suffisante pour étre exploité dans le cadre dageut

Une autre piste est d’étendre le schéma aux graphes exdedaines sous-structures, le fait que les
graphes planaires extérieurs exclukpg se révélant fondamental dans notre schéma.
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