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Question de personnes

Question 1. Parmi les personnes suivantes qui était responsable du Cours, et qui était responsable
de votre TD/TP ? [Cochez la ou les cases correspondantes.]

COURS TD/TP

□ Pierre Bonnet
□ Charles Brazier
□ Cyril Gavoille
□ Vincent Pennelle
□ Zoé Varin
□ Marc Zeitoun
□ [autre]

□ Pierre Bonnet
□ Charles Brazier
□ Cyril Gavoille
□ Vincent Pennelle
□ Zoé Varin
□ Marc Zeitoun
□ [autre]

Voyageur de commerce

Soit V un ensemble de points du plan, et d la distance euclidienne. L’enveloppe convexe de V est
la plus petite courbe fermée dont l’intérieur contient tous les points de V .

On peut montrer que les segments de droite connectant deux points de l’enveloppe convexe sont
toujours contenus à l’intérieur de l’enveloppe convexe. On dira que V est convexe si tous les points
de V appartiennent à son enveloppe convexe. C’est par exemple le cas des points situés sur un cercle
ou sur un polygone régulier. Ce n’est pas le cas des points de la figure ci-dessus.
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Question 2. Montrez que si V est convexe alors la longueur de la tournée optimale du Voyageur
de commerce pour (V, d) est la longueur de l’enveloppe convexe, c’est-à-dire que la tournée optimale
est obtenue en visitant les points dans l’ordre de l’enveloppe convexe.

On rappelle le principe de l’algorithme ApproxMST vu en cours.

Algorithme ApproxMST(V, d)

Entrée : Une instance (V, d) du Voyageur de commerce.
Sortie : Une tournée, c’est-à-dire un ordre sur les points de V .

1. Calculer un arbre couvrant de poids minimum T sur le graphe complet défini par V et
les arêtes valuées par d.

2. La tournée est définie par l’ordre de première visite des sommets selon un DFS de T ,
c’est-à-dire un parcours en profondeur d’abord.

Question 3. Rappelez ce qu’est un arbre couvrant de poids minimum.

Question 4. Donnez, en fonction de |V |, le nombre d’arêtes du graphe complet à l’étape 1.

On a vu dans le cours que l’algorithme ApproxMST est une 2-approximation.

Question 5. Qu’est-ce qu’une 2-approximation pour le Voyageur de commerce ?
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L’objectif est de montrer que le facteur d’approximation d’ApproxMST peut se rapprocher arbi-
trairement près de 2, même dans le cas euclidien. Pour cela, on considère Gn comme l’ensemble des
points d’une grille 2 × n, où deux points consécutifs sur l’enveloppe convexe sont à distance 1. Soit
Tn l’arbre, en fait le chemin, constitué de l’enveloppe convexe de Gn moins un segment vertical. Voir
l’exemple ci-dessous pour n = 7.

G7 T7

Question 6. Quelle est la longueur de la tournée optimale pour (Gn, d) ? Justifiez.

Question 7. Montrez que Tn est bien un arbre couvrant de poids minimum et donnez son poids.

Question 8. Montrez qu’il existe un sommet de Tn où tout DFS depuis ce sommet produit une
tournée de longueur optimale.

Question 9. Montrez qu’il existe un DFS de T7 où la tournée résultante est de longueur strictement
comprise entre 24 et 26. Précisez le premier sommet et le parcours, par exemple en les dessinant.
[Aide : Vous pourrez utiliser le fait que x <

√
x2 + 1 < x+ 1 pour tout réel x > 0.]
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Question 10. Quel est dans ce cas le facteur d’approximation ? (dans les conditions de la question 9,
c’est-à-dire avec le DFS particulier de T7). Donnez un encadrement.

Question 11. En généralisant les questions 9 et 10 à tout entier n > 7, montrez que le facteur
d’approximation d’ApproxMST pour (Gn, d) vaut 2−O(1/n).

Jeu de Taquin

On considère le Taquin d’ordre n, un jeu à un joueur composé de n2 − 1 carreaux numérotés de 1
à n2− 1 qui glissent dans un cadre n×n, avec une case vide donc. Il consiste à remettre dans l’ordre
tous les carreaux à partir d’une configuration initiale quelconque. Un carreau ne peut se déplacer
que s’il est voisin de la case vide (4-voisinage). Une fois effectué, le déplacement crée une nouvelle
configuration avec une autre case vide.

Ci-dessous, un exemple de configuration de Taquin d’ordre n = 3 (figure de gauche), où quatre
déplacements permettent de gagner, c’est-à-dire d’atteindre la configuration gagnante (figure de
droite).
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On représentera une configuration S par un tableau 2D où S[i][j] est un entier unique de [0, n2[,
la case vide étant codée par 0. La case S[i][j] correspond au carreau situé sur la i-ème ligne et
j-ème colonne, S[0][0] étant située en haut à gauche.

Question 12. Indiquez, en fonction de n, le nombre de configurations possibles. Justifiez.
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Suivant la configuration de départ, il n’est pas toujours possible d’atteindre la configuration ga-
gnante. C’est par exemple le cas si comme configuration de départ on choisit la configuration gagnante
dans laquelle on a échangé les deux derniers carreaux.

On cherche à déterminer la séquence de déplacements la plus courte permettant de gagner, lorsque
c’est possible. On considère d’abord une approche exhaustive.

Une séquence de k déplacements va être codée par un mot de k lettres sur l’alphabet
{’d’,’g’,’h’,’b’}. On le représente par un tableau char D[k], où D[i] codera le i-ème déplace-
ment d’un carreau, voisin de la case vide,

• vers la droite (→), si D[i]=’d’
• vers la gauche (←), si D[i]=’g’
• vers le haut (↑), si D[i]=’h’
• vers le bas (↓), si D[i]=’b’.

Le mot correspondant aux quatre déplacements de l’exemple précédent est "dbdb". Certains mots
ne correspondent pas à une séquence valide, comme "bbbbbb" pour n = 3, ou encore "d" ou "b" pour
une configuration gagnante, car la case vide en tête n’a pas de carreau adjacent qui puisse venir vers
la droite ou du bas.

Question 13. Écrivez en C une fonction bool valid(int **S,int n,char *D,int k) qui renvoie true
si et seulement si la séquence des k déplacements codée dans D est valide pour la configuration de
départ S (d’ordre n). [Aide : Assurez-vous que la case vide ne sorte pas du cadre.]

Question 14. Quelle est, en fonction de n et k, la complexité de votre implémentation. Justifiez.

On admettra que la séquence la plus courte permettant de gagner au Taquin d’ordre n, si elle
existe, contient au plus n log2 n déplacements. Et ceci quelle que soit la configuration de départ S.

On considère le code suivant permettant de trouver la séquence minimum de déplacements pour
gagner depuis la configuration S, si c’est possible (renvoie NULL sinon). Pour cela on suppose déjà
codées les fonctions :

• win(S,n,D,k) indiquant si une séquence de déplacements D permet d’atteindre la configuration
gagnante depuis la configuration S.

• next_move(D,k) permettant d’énumérer toutes les séquences de k déplacements, en passant à
la prochaine (renvoie false seulement si elles ont toutes été passées en revue)
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char *taquin_brute_force(int **S,int n){
int N = n*log2(n); // nombre de déplacements maximum
char *D = malloc(N*sizeof(*D)); // séquence de déplacements à trouver

for(int k=0; k<N; k++){ // k = nombre de déplacements
for(int i=0; i<k; i++) D[i]=’d’; // initialisation de D
do{ if ( valid(D,k) && win(S,n,D,k) ) return D; // solution trouvée

} while (next_move(D,k)); // prochaine séquence de k déplacements
}

free(D);
return NULL; // il n’y a pas de solution

}

Question 15. En supposant que chacune des fonctions valid(), win() et next_move(), sont de
complexité O(nc) pour une certaine constante c > 0, donnez en fonction de n et c la complexité pour
la fonction taquin_brute_force(S,n). Justifiez. [Aide : Vous pourrez utiliser le fait que xlog2 y = ylog2 x

pour x, y > 0.]

On considère une autre approche basée sur l’algorithme A*. Pour cela, on définit le graphe des
configurations, noté Cn, dont les sommets sont toutes les configurations possibles du Taquin d’ordre
n. Deux sommets X et Y sont connectés si un déplacement permet de passer de la configuration X
à la configuration Y . Ce graphe est non valué, chaque arête a un poids de 1.

Dans la suite on notera T la configuration gagnante.

Question 16. Expliquez les points faibles d’une approche qui utiliserait l’algorithme Dijkstra pour le
calcul d’un plus court chemin d’une configuration de départ S à la configuration T dans le graphe
Cn. [Aide : Approximez x! ≈ xx.]

On définit pour Cn l’heuristique h(X,T ) comme le nombre de carreaux de la configuration X qui
ne sont pas positionnés à la même place dans T , la case vide n’étant pas prise en compte.

On a par exemple h(X1, T ) = 4, si X1 est la configuration la plus à gauche de l’exemple de
départ. En effet, seuls les quatre carreaux 3,4,7,8 sont mal positionnés par rapport à la configuration
gagnante. D’ailleurs, on peut vérifier que pour les cinq configurations X1, X2, X3, X4, X5 = T de
l’exemple, on a h(Xi, T ) = 5− i.
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Question 17. Démontrez que h est monotone. [Aide : Montrez qu’un déplacement de X à Y ne peut
pas “trop” diminuer h(X,T ).]

Un étudiant propose une heuristique alternative h2 pour accélérer la recherche du plus court chemin
vers T . Il pose h2(X,T ) comme la somme, sur tous les carreaux y compris la case vide, de la distance
entre sa position dans X et sa position dans T . Ici la distance est calculée selon le 4-voisinage.

Par exemple, pour la configuration X1, on a h2(X1, T ) = [1 + 0+ 0] + [1 + 1+ 0] + [0 + 1+ 4] = 8.
Bien sûr h2(T, T ) = 0, comme précédemment.

Question 18. Discutez si l’utilisation de h2 pour A* vous semble une bonne idée. Argumentez pour
ou contre.

FIN.
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