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CHAPITRE :
Introduction

Nuée d’oiseaux au-dessus du lac Baikal.
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DANS ce premier chapitre nous balayons les spécificités du calcul distribué en poin-
tant les principales caractéristiques de ce vaste domaine (mémoire partagée, syn-
chronie, connaissance partielle, défaillance, etc.).

Mots clés et notions abordées dans ce chapitre :

* machines séquentielles, machines paralléeles, systéemes distribués,
* passage de messages, mémoire partagée, modele PRAM,
 synchronisme.


https://youtu.be/YjDYE5CUb7Q

2 CHAPITRE 1. INTRODUCTION
1.1 Qu’est-ce que le calcul distribué?

On a tendance a le définir par ce qu’il n’est pas : un calcul séquentiel ou bien paral-
lele.

Une machine (ou architecture) séquentielle permet le traitement d’une seule opéra-
tion a la fois. Dans un programme séquentiel, comme l'extrait ci-dessous, les instruc-
tions s’exécutent les unes a la suite des autres, dans un ordre bien précis.

1 x=x+1
2y = 2%x - 3
5 print(y)

Les machines paralléles permettent le traitement de plusieurs opérations en paral-
lele. En générale ces machines permettent d’exécuter en parallele de nombreuses ins-
tructions élémentaires toutes similaires sur des données différentes (SIMD : Single Ins-
truction Multiple Data). Les ordinateurs classiques, les architectures 64 bits ou plus par
exemple, sont déja des sortes de machines paralléles dans la mesure ou elles traitent
64 bits simultanément (dans des registres et lors d’'un méme cycle machine). Le degré
de parallélisme, qui mesure le nombre d’opérations réalisables en paralleles, est assez
limité dans ce cas. Lorsque le nombre de bits manipulés en parallele devient tres im-
portant, on parle de machines vectorielles (comme par exemple les machines Cray dans
les années 1990, voir figure 1.1). Sur de telles machines, ont peut par exemple calculer
A-X + B ou A,B sont des vecteurs de grandes tailles et X une matrice. Les machines
paralleles possedent un fort degré de synchronisation.

Un systéme distribué (on ne parle plus de machines) est similaire a une machine pa-
rallele a la différence qu’il y a plusieurs entités de calculs autonomes distantes. Contrai-
rement aux machines paralléles, les entités de calcul sont faiblement synchrones (voir
complétement hétérogenes) et relativement distantes les unes des autres. Typiquement
la distance entre les entités autonomes est plus grande de plusieurs ordres de grandeur
que les dimensions des entités de calcul.

Bien siir, tout est une question d’appréciation !, car dans une machine séquentielle

classique on peut trouver des unités de calcul parallele (registres 64 bits, cartes GPU,
etc.) et des processeurs multi-coeurs pouvant étre considérés comme formant un mini-
systeme distribué. Cependant, par machines séquentielles ou paralléles on sous-entend
en général que tout ou presque tient sur une méme carte mere, a l'intérieur d’une méme
machine justement, d’'une méme piece ou d’'un méme batiment. Ce n’est pas le cas d’un
systeme distribué comme Internet connectant ses routeurs via différents protocoles. On

1. Toute définition formelle est vouée a 1’échec. On parle de notion émergente, comme une « dune ».
A partir de quel moment un tas de sable devient-il une dune? Dit autrement, apres la suppression d’un
seul grain de sable, quand est-ce qu'une dune redevient un tas de sable?
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Ficure 1.1 — Super-calculateur vectoriel Cray-2 lancé en 1985, le premier a
dépasser le Giga-flops (= 10° floating operations per second). Une des innova-
tions est sa forme en arc de cercle permettant, en réduisant la longueur des
connexions, une bande passante exceptionnelle et une meilleure synchro-
nisation de la mémoire. En juin 2022, 37 ans plus tard, le premier super-
calculateur Exa-flops (= 10'® flops) apparait au classement top500. Il s’agit
d’une machine HPE Cray EX225a possédant 8730112 cceurs.


http://s3data.computerhistory.org/brochures/cray.cray2.1985.102646185.pdf
https://www.top500.org/lists/top500/2022/06/
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va voir au paragraphe 1.3 que la distance entre entités de calcul est un facteur tres
limitant.

En résumé, ce qui caractérise les systemes distribués par rapport aux machines pa-
ralléles, c’est :

1. potentiellement beaucoup plus d’entités de calcul;
2. distance physique entre entités plus importante.

Le calcul distribué est donc l’art de faire des calculs avec de tels systémes, de réaliser
une tache globale a ’aide de calculs locaux. Quant a son utilité, on fait des calculs avec
des systemes distribués pour essentiellement deux raisons :

1. augmenter a moindre colt la puissance de calcul et de stockage, en ajoutant gra-
duellement des entités, ou en regroupant des ensembles d’entités déja existantes
(clusters ou grappes de PC, Grid5000, data-centers, clouds ...);

2. communiquer entre entités distantes via des protocoles (réseaux LAN, réseaux de
satellites, Wifi, téléphonie mobile, réseaux sociaux, ...), mais aussi mettre en rap-
port des banques de données réparties (transactions bancaires, Internet, échange
de fichiers, streaming, peer-to-peer, crypto-monnaie et block-chain, ...).

*
% G
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FiGcure 1.2 — Data-center.

1.2 Deux modeles de base

Les entités de calculs peuvent étre incarnées par tout un tas d’objets différents (on
parle parfois d’IoT : Internet of Things). Ce sont des téléphones portables, des tablettes,
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des processus, des coeurs de calcul, des robots, des drones, des oiseaux 2 des insectes 3,
des cellules biologiques * ... Pour simplifier, on choisira & partir de maintenant le terme
de « processeur » comme synonyme d’« entité de calcul », bien que ce dernier terme soit
plus générique.

En général, un modele spécifique est associé a chaque situation : processus, oiseaux
ou cellules ... tout n’est évidemment pas pareil ! Aussi, on distingue classiquement deux
grands modéles (ou classes de modeéles) de systemes distribués selon la maniere de com-
muniquer des processeurs.

1.2.1 Meémoire partagée (shared memory)

Dans ce modele, les processeurs ne communiquent pas directement. Ils
s’échangent des informations grace a une mémoire ou des variables com-
munes qu’ils peuvent tous lire et modifier a I'aide d’instructions du type
ReaD et WRITE.

Dans ce modéle, les instructions REap/WRITE sont atomiques ° et ont généralement
un cout faible, voir unitaire, si bien que le colit des communications est passé sous
silence. On utilise surtout ce modeéle pour étudier des problemes liés a I’assynchronisme
des READ/WRITE et aux acces concurrents a la mémoire.

Cela se produit par exemple lorsqu’on souhaite améliorer l'efficacité de I'implémen-
tation d’un objet partagé, tel un compteur ou une liste chainée. Chaque processus peut
vouloir incrémenter un compteur partagé (comme sur une page web par exemple), ajou-
ter ou supprimer un élément d’une liste chainée partagée (comme une entrée dans
une base de données). Il s’agit donc d’implémenter les primitives de ces objets (Inc(C),
Abp(L,e), DeL(L,e), ...) a 'aide de Reap/WRITE, dans ce contexte de concurrence de l’ac-
ces a ces objets. [Question. Pour 'incrémentation Inc(C) d'un compteur partagé C, dé-
crivez un scenario ou 'implémentation naive n=Read(C) ;Write(n+1); fait qu’'un utilisa-
teur verrait son compteur diminuer, et donc ne pas refléter le nombre d’appel a Inc(C).]

Ce modele sert aussi a utiliser pleinement la capacité d'un processeur multi-coeurs.
Pour cela on pourra, par exemple, faire appel aux routines de multithreading et d’exclu-
sion mutuelle (mutex) de la bibliothéeque #include <pthread.h> de C. Ou encore utiliser
une version simplifiée grace a OpenMP (Open Multi-Processing) avec #include <omp.h>

2. Notamment via les protocoles de population.

3. Comme les fourmis par exemple [FK12][FK13].

4. Dans ce cas on utilise des modéles comme le beeping model [CK10], voir le paragraphe 1.2.5.

5. Cela veut dire qu'il est possible de linéariser chaque instruction READ/WRITE du systémes (instruc-
tions qui peuvent avoir des durées différentes), ce qui revient a les dater ou a s’accorder sur une notion
commune de temps. Ainsi deux WRITE exécutés successivement sur un méme processeur renverront deux
états successifs temporellement ordonnés de la mémoire, le dernier WrITE renvoyant le dernier état sup-
posé de la mémoire. Ce n’est malheureusement pas le cas si les Reap/WRriITE ne sont pas linéarisables ou
les processeurs ne peuvent plus s’accorder sur les notions de passé et de futur.


http://www.openmp.org/
http://www.cs.yale.edu/homes/aspnes/papers/introduction-to-population-protocols-abstract.html
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et les directives #pragma omp.

Mais le modele de mémoire partagée sert aussi plus fondamentalement a I’étude des
systemes ou des pannes peuvent se produire et ralentir arbitrairement les REAp/WRrITE.
Comme on le verra dans la suite du cours, dans un environnement asynchrone, il y
a une vraie difficulté a prouver qu'un protocole réalise effectivement la tache désirée.
C’est lié a la multitude des scenarios asynchrones possibles. De plus, les défaillances
possibles imposent systématiquement aux protocoles d’étre sans-attente (wait-free en
Anglais). Cela signifie que l'algorithme doit toujours pouvoir progresser, c’est-a-dire
décider de sa prochaine action, en un temps fini quel que soit le scenario. Sans cette
condition, le protocole peut ne jamais terminer. Un protocole qui, par exemple, atten-
drait de voir apparaitre une certaine valeur dans une certaine case de la mémoire n’est
pas une solution sans-attente. Pour chaque processeur, les actions se résument donc a
lire / écrire / calculer / terminer.

Consensus. Le probléeme typique étudié dans ce modele est le CoNsENsUs et ses nom-
breuses variantes. Dans sa forme de base les processeurs ont chacun en entrée une va-
leur, 0 ou 1. Et ceux qui ne sont pas tombés en panne doivent s’accorder sur une valeur
initialement proposée (potentiellement par un processeur tombé en panne). Donc, en
plus de choisir la méme valeur au bout d’un temps fini, les processeurs doivent choisir 0
si tous avaient 0 en entrée et choisir 1 s’ils avaient tous 1. Ici « choisir » signifie que le
processeur écrit sa valeur de sortie de maniere irrévocable.

Un exemple d’application est celui de prise de décision d’un pilote automatique
a bord d’un avion, ou d’autres systemes critiques similaires (navette spaciale, missile
auto-guidé, véhicule autonome, etc.). Le plus souvent les calculs sont exécutés par trois
calculateurs différents et indépendants (programmes différents congus par des sociétés
différentes). S’il faut trancher entre tourner a droite ou a gauche afin d’éviter un massif
montagneux, on comprend alors toutes les contraintes du probleme. (1) Il est important
de se mettre d’accord sur une valeur proposée, car si tous les calculateurs considerent
qu’il faut tourner a gauche pour éviter la montagne, il ne faut certainement pas tourner
a droite! (2) Il est important de décider et sans attente, car ’avion file a vive allure et
devant une montagne il faut réagir sans trop attendre, méme si un des calculateurs est
en rade ou qu'un calculateur pense que c’est un peu mieux de tourner a droite qu’a
gauche. On pourrait en plus exiger une prise de décision a la majorité, mais ce n’est pas
le débat. Cela rajoute une contrainte a un probleme qui est déja tres difficile a résoudre
sans cela.

Donc ici, le nombre n de processeurs est un peu secondaire. Et peu importe le
nombre ou le cotut des REap/WRITE, qu’on suppose d’une certaine fagon négligeables
par rapport aux délais liés a 'assynchronisme du systeme. Il s’agit de trouver un pro-
tocole permettant de résoudre le probleme quel que soit le scénario, chaque proces-
seur exécutant le protocole potentiellement a des vitesses différentes, variables dans le
temps, et avec des pannes possibles.
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Historiquement, c’est en 1978 dans [Gra78, page 73] que ce probléme fat énoncé
sous la forme de la coordination de deux armées pour une attaque commune, probleme
appelé The Generals Paradox (voir figure 1.3).

FIGUre 1.3 — Les armées Al et A2 peuvent vaincre I'armée B seulement si
elles coordonnent leur attaque (« A1 + A2 > B »), c’est-a-dire si elles décident
d’une date et d’'une heure commune d’invasion de la vallée ou siege B. Cette
coordination ne peut se faire que grace a ’envoi de messagers qui peuvent
malheureusement se faire capturer (perte par omission) puisqu’ils devront
traverser la vallée ennemie. Source Wikipédia.

Le ConseNsus se généralise au cas ou il faut décider d’une valeur parmi k fixées et
connues de tous, et non pas seulement deux. On parle de k-Consensus. Lorsque k = 1,
il s’agit du probleme LeaDper ELecTION (I’élection de leader). Une autre généralisation,
appelée k-SET AGREEMENT, impose que le nombre de valeurs différentes décidées soient
au plus k a choisir parmi un ensemble de k + 1 valeurs. Donc pour k = 1, il s’agit du
CONSENSUS.

Trouver un chef d’orchestre, une autorité ou encore élire un leader, se révele étre une
brique essentielle de nombreux protocoles. Par exemple, tout protocole basé sur un vote
a la majorité se résout simplement une fois un leader €lu, ce qui, en passant, donne aussi
une solution particuliére au Consgensus. [Question. Comment?|

Malheureusement, dans un systéme asynchrone et en présence d’une seule panne
de processeur, le Consensus na pas de solution sans-attente. C’est le fameux résultat
d’impossibilité « FLP » du noms de ses auteurs [FLP85].

Sur l'impossibilité du consensus. L’idée du résultat d’impossibilité du consensus
est la suivante : en fonction du nombre de pas de calculs effectués (en termes de
Reap/WRITE) et des pannes possibles, on se pose la question vers quelle valeur chaque
processeur doit converger. Soit obligatoirement vers 0, soit obligatoirement vers 1, soit
vers 0 ou 1 au choix (on parle de configuration bivalente). Un systéme a deux proces-
seurs suffit pour montrer 'impossibilité. On représente une configuration possible glo-
bal du systéme par un chemin ou chaque sommet représente 1’état d’un des processeurs.
On met une aréte entre deux sommets s’il existe une configuration globale du systeme,
c’est-a-dire un scénario, dans laquelle I’état de ces sommets peut exister. Quand ces
états ne sont pas bivalents, ces sommets sont coloriés par la valeur ou il doivent conver-
ger, 0 ou 1 donc. Sans aucun pas de calcul, le chemin 0 — 1 est possible, car 'un des


https://en.wikipedia.org/wiki/Two_Generals%27_Problem
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processeurs peut s’étre vu proposer la valeur 0 et l'autre la valeur 1. Sans opération de
Reap/WRITE, ils ne peuvent pas deviner la valeur de ’autre et encore moins savoir s’il a
crashé. Ils doivent conclurent qu’ils sont seuls au monde et converger vers leur valeur
proposée : 0 et 1 respectivement. Cela n’est pas une solution correcte au probléeme si les
deux processeurs n‘ont finalement pas crashés. On montre alors que pour chaque pas
de calcul supplémentaire il y a un scénario qui revient a insérer dans le chemin courant
deux sommets colorés (donc non bivalents). On obtient alors un nouveau chemin ou
tous les sommets sont colorés et dont les extrémités sont 0 et 1. Il existe donc dans ce
chemin une aréte 0 — 1 montrant qu’apres un nombre arbitraire de pas de calculs, les
deux processeurs sont dans un état tel que le probleme n’est toujours pas résolu.

Lorsque le consensus est possible. Une variante du CoNseNsus a par contre une so-
lution (qu’on ne donnera pas), méme en présence de pannes : APPROXIMATE AGREEMENT.
Le probleme est similaire a CoNsENsus excepté que si les deux valeurs 0 et 1 ont été ini-
tialement proposées, alors les valeurs choisies doivent étre des réels de [0,1], et toutes
comprises dans un intervalle de taille arbitrairement petite fixée a I’avance [DLP*86].
Ce probléeme peut étre utile pour décider d’exécuter une certaine action a une date com-
mune (ou une petite marge d’erreur sur le moment précis est tolérable, comme la mise a
jour d’'un OS sur un ensemble de terminaux, de smartphones, etc.). L'idée principale de
la solution a ce probleme est de calculer la moyenne des valeurs proposées un certain
nombre de fois.

Dans le cas synchrone le probleme a une solution. [Question. Laquelle?]| Dans le
cas synchrone, mais ou les crashs peuvent étre des pannes Byzantinnes, on peut le ré-
soudre seulement si n > 3f ou n est le nombre de processeurs total et f le nombre de
processeurs fautifs. Un processeur a un comportement Byzantin s’il est en panne, dé-
finitivement (crash) ou pas, ou si son fonctionnement est défectueux, volontairement
(malicieux) ou pas. Les pannes Byzantines modélisent les pires pannes possibles. Le
résultat FPL d’impossibilité a juste besoin d’une panne de type crash et de I’assynchro-
nisme.

Dans le modele de passage par message (modele discuté au paragraphe 1.2.2 ci-
apres), et dans le cas synchrone, il est possible de résoudre le probleme sans condition
sur les pannes mais uniquement dans certaines topologies (voir par exemple [GP16]).

Le consensus en pratique. Il existe cependant une solution au consensus avec un al-
gorithme avec attente (et donc avec des timeouts et donc des horloges). C’est évidemment
fondamental en pratique puisqu’en pratique il faut que ¢a marche! Garder la cohérence
d’un systéme distribué est crucial. Il faut quelque part que l’état du systéeme (comme
une page web Wikipédia par exemple), disons codé par une variable X, corresponde a
la vraie valeur, celle qui fait consensus justement. Il y a plusieurs solutions historiques
dont RAFT et PAXOS (voir [HM20]. Tous les systémes distribués tels Facebook ou Google
sont basés sur ce principe. Voir aussi [Tau98, Chp. 4] et le site thesecretlivesofdata.com


http://thesecretlivesofdata.com/raft/
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pour une animation tres réussie de ’algorithme RAFT.

Le modele PRAM. Le modele PRAM (pour Parallel Random-Access Memory, voir fi-
gure 1.4) est une généralisation du modele RAM mais aussi un cas particulier du mo-
dele a mémoire partagée. Il est exclusivement synchrone et a pour but I’étude du paral-
lélisme. Il n’est pas question a priori de processeur en panne. Ce modele se décline a son
tour en de nombreuses variantes suivant la politique adoptée pour ’écriture simultanée
dans une méme cellule par plusieurs processeurs.

programme

mémoire partagée

FiGure 1.4 — Le modele PRAM : un cas particulier de mémoire partagée.

Notons que le modele séquentiel RAM est le modéele PRAM avec n = 1 processeur. Et
les lectures/écritures se font par définition n'importe ou en mémoire en temps unitaire
(RAM=Random-Access Memory). Le modele PRAM est assez éloigné de la réalité des
systemes distribués a grande échelle. En effet, lorsque n devient grand, il n’est plus
physiquement possible de garantir la lecture simultanée d’une méme cellule mémoire
par les n processeurs, et plus généralement d’avoir un acces en temps uniforme a toutes
les ressources par tous les processeurs.

1.2.2 Passage de messages (message passing)

Ce modele traite explicitement des communications. Lorsqu’un proces-
seur veut communiquer avec un autre, il doit lui envoyer un message qui
transite via un médium de communications, grace a des instructions du
type SEND et RECEIVE.

Le cott d’une instruction SEND est loin d’étre unitaire, surtout si I’émetteur et le
récepteur sont distant et n’ont pas de lien direct. C’est donc précisément l’efficacité des
échanges de messages qu’on étudie avec ce modele quitte a négliger le cotit des calculs
locaux des processeurs.
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Ils existent de nombreux travaux, qu’on ne détaillera pas dans ce cours, qui s’inté-
resse a simuler sur un systeme a mémoire partagée un algorithme écrit pour un systeme
par passage de messages, ou le contraire [ABND95]. Donc on peut toujours (au moins
en théorie) exécuter sur un systeme distribué A un algorithme congu pour un systeme
B, avec, c’est presque certain, des performances dégradées.

Toute la suite du cours concerne le modeéle par passage de messages. Dans ce modele

il existe plusieurs modes de communications °.

1.2.3 Point-a-point

Chaque processeur ne peut communiquer directement qu’avec un certain
nombre de processeurs, ses voisins.

On modélise de tels systemes naturellement par un graphe connexe (voir la fi-
gure 1.5). Les sommets sont les processeurs, et les arétes les liens directs de commu-
nication. Sans précision particuliére, on supposera que le graphe est non orienté (ou
symeétrique) et sans multi-arétes.

Ficure 1.5 — Modélisation par graphe du modele point-a-point. Ici un graphe
de Gabriel sur 60 points du plan, ou deux points u et v sont voisins si le
disque de diametre le segment uv ne contient aucun autre point.

1.2.4 Réseau de diffusion (broadcast/radio networks)

Chaque processeur peut communiquer le méme message simultanément a
un certain nombre de récepteurs, comme un émetteur radio le ferait.

6. Malheureusement en calcul distribué il existe plusieurs centaines de modeles censés refléter une
réalité visiblement difficile a cerner précisément. On y reviendra au chapitre 10 consacré a I'information
quantique.
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La encore il y a de nombreuses variantes suivant que les réceptions multiples en un
processeur créent ou non des collisions et si les collisions sont détectables en tant que
telles.

F1GURE 1.6 — Modélisation d’un réseau de diffusion par un graphe UDG (Unit
Disk Graph) généré a partir d’'un nuage de 400 points aléatoires (non uni-
formes) pris dans le carré [0,10] x [0,10] (figure de gauche). Un point peut
communiquer a tous ceux situés dans sa boule de rayon unité (figure de
droite). Notez que ce nuage de points ne produit pas un graphe connexe.

Parmi les variantes, il existe des modeles prenant en compte de maniere plus ou
moins sophistiquée la propagation et les interférences des signaux émis pour la trans-
mission des messages. Par exemple, dans le modele SINR (pour Signal-to-Interference-
plus-Noise Ratio), la puissance d’un signal d’émission (et donc ’ensemble des points
qu’il peut atteindre) dépend de l'interférence des signaux des autres émetteurs et du
bruit ambiant.

Plus précisément, on note T 1’ensemble des émetteurs (terminaux) qui souhaitent
transmettre un message simultanément a un moment (ou slot) donné. Alors, un point u
pourra recevoir un message d’un émetteur v € T dans ce slot si u écoute (u ¢ T) et si le
ratio «signal/bruit » de v vis-a-vis de u et de T dépasse un certain seuil 8, une constante
> 0. Et dong, la cellule de diffusion du sommet v vis-a-vis de T, c’est-a-dire ses voisins,
est ’ensemble Cell(v) := {u : SINrR(v, u, T) > B} (cf. la figure 1.7). Le ratio SINr(v,u, T) est
défini par la formule suivante :

P, -dist(v, u)™*
u,T) = - - '
SINr(v,u, T) N+ZweT\{v}PW'dISt(w’u)_a

Ici V' > 0 (pour noise) est le bruit ambiant, le signal minimal regu lorsqu’il n’y a aucun
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émetteur, o > 0 est la constante d’atténuation du signal (dépendant du médium) et
P, > 0 est la puissance de I’émetteur placéen we T.

Ficure 1.7 — Cellules de diffusions (ou couverture) dans le modele SINR en
fonction de la puissance des émetteurs (source Wikipédia).

Contrairement au modele UDG (cf. figure 1.6) les cellules de diffusion, c’est-a-dire
I'ensemble des points u pouvant recevoir un message de v, ne sont pas des disques
parfaitement ronds. Un point a l'intersection de plusieurs cellules pourra recevoir de
plusieurs émetteurs, tout comme dans les UDG. Un mode¢le de collision peut alors res-
treindre ou non les réceptions simultanées.

Lorsque > 1, les cellules de diffusions sont disjointes et laissent apparaitre des
zones blanches, ce qui n’est pas forcément le cas sinon. Et lorsque les puissances P,
sont égales (cas uniforme), alors les cellules sont convexes et « épaisses » (ce qui signifie
que le ratio entre le cercle inscrit et circonscrit est constant). Dans le cas non uniforme,
il est possible que les cellules soient non connexes et méme incluses les unes dans les
autres (cf. figure 1.8).
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Ficure 1.8 — Cellules de diffusions dans le cas de puissances non uni-
formes [KLPP11].

La situation peut devenir particulierement complexe si les émetteurs se déplacent
(selon un certain modele de mobilité) et/ou les puissances changent au cours du temps.

1.2.5 D’autres modeles

I1 existe beaucoup d’autres modeles qu'on ne pourra pas présenter, chacun corres-
pondant a un ensemble spécifique d’hypotheses. Il y a par exemple le beeping model, ins-
piré de systémes biologiques cellulaires qui communiquent par diffusion de substances
chimiques ou par flashs. Il suppose un mode de communication minimaliste du type
réseau de diffusion ou les processeurs (les cellules donc) ne peuvent émettre qu’'un seul
type de message : des beeps (une certaine molécule chimique). Il suppose également un
réveil asynchrone des processeurs et la détection ou pas des collisions [CK10][AAB*11].

La plupart des modeles peuvent aussi étre contraints par des critéres concernant :
la dynamicité de la topologie (ajout/suppression de liens/sommets au cours du temps),
la mobilité (le déplacement des émetteurs le long de certaines trajectoires), la tolérance
aux pannes [Rayl8], la puissance du scheduler (i.e., l'entité produisant la variété des
scenarios possibles 7), la détections de collision, ... produisant autant de raffinements et
de variantes de ces modeles.

Bien str, le choix du modeéle, qui peut étre plus ou moins fin pour calquer au mieux
la réalité, a un impact tres important sur la conception des algorithmes distribués. En
général, ce qu’on attend d’un modele, c’est de pouvoir (pré)dire : si un systeme vérifie
telle ou telle propriété, alors tel algorithme produira une solution avec telle ou telle
performance ou qualité. Que le systeme vérifie réellement les hypotheses (ou jusqu’a
quel point) est un autre sujet d’étude : 'expérimentation, qui laisse quant a elle une
large part aux statistiques. Et, ne nous trompons pas, c’est une science a part entiere
(avec ses dérives comme la p-value, cf. [WSL19]).

7. On en reparlera page 24 et page 31.
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Il y a malheureusement un compromis entre la fidélité du modele a la réalité et
son explicabilité, c’est-a-dire son pouvoir prédictif et sa capacité a expliquer les résul-
tats. Plus un modéle est simple, c’est-a-dire moins il contient d’hypothéses ou de para-
metres, plus grands sont ses pouvoirs prédictif et explicatif permettant de dégager des
principes généraux, asymptotiques. La contrepartie est qu'un modele trop simple est
souvent éloigné de la réalité et risque de produire au final des prédictions, certes fines,
mais peu réalistes. Inversement, un modéle se voulant fidele a la réalité risque d’étre
trop complexe pour étre analysé autrement que par des simulations. Les simulations
fines, qui peuvent avoir leur intéréts, reviennent a rejouer la réalité sans comprendre
les comportements limites et asymptotiques (car dans la réalité et les simulations, tout
est fini!). Dans ce cas l’explicabilité du modele est faible.

1.3 Spécificités du calcul distribué

1.3.1 Les communications

Elles ne sont pas gratuites! Pour s’en convaincre, considérons un systéme ou les
processeurs synchrones fonctionnent a une fréquence d’horloge de 1 GHz = 1077 s, soit
une cadence de 1 millard de cycles (ou instructions) par seconde. Si les processeurs
souhaitent faire aussi des SEND et RECEIVE a cette cadence comme ci-dessous, alors la
distance entre deux processeurs P; et P; est au plus 1072 x ¢, ot ¢ < 300000 km/s =
300000000 m/s = 3x 10® m/s est la vitesse de la lumiére dans le vide ®. Cela fait moins
de 1072%x3x108 =0.3 m =30 cm.

x = x+1 109 y =y-1
SEND(x, P;) SN x = RECEIVE(P)
X = 2%x y = y*x

y = RECEIVE(P)) — SEnD(y,P,)

X = xty y=yx

Lorsque le nombre de processeurs dépasse 'ordre du millier, il est difficile de tous
les mettre dans une méme boite de 30 cm de diametre, surtout que dans la pratique,
les vitesses de transmission sont assez loin d’étre réalisée a la vitesse de la lumiere.
L'information est transportée a environ 175200 km/s dans le cuivre (soit 0.58¢) et les
conversions opto-électroniques ne sont pas instantanées.

Si les processeurs sont maintenant équidistant de 3 km la fréquence des processeurs
doit étre alors diminuée d’un facteur 3km/30cm = 10000. Dit autrement, a fréquence

8. Pour étre précis, c = 299792458 m/s par définition depuis 1983.
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égale, des processeurs distant de 3 km peuvent effectuer au moins 10000 instructions
avant de pouvoir interagir. A cette distance, les communications cottent 10000 fois
plus chere que les calculs locaux.

On supposera donc que le calcul local est négligeable devant les communications.
Notons que dans le modele PRAM, c’est évidemment le contraire. Toutes les communi-
cations prennent un temps supposé constant, et donc le cott réside dans les calculs des
processeurs et donc dans la parallélisation de ces calculs. Pour schématiser, le parallé-
lisme néglige les communications, alors que le distribué néglige les calculs.

1.3.2 Connaissance partielle

Un processeur doit faire son calcul avec une connaissance limité du systeme. Dans
un systeme centralisé (machine séquentielle) I’état de la mémoire est déterminé par le
calcul du processeur unique. En particulier, cet état ne change pas si le processeur ne le
modifie pas.

En distribué, le processeur P; ne controle que son état local. Les données réparties
sur d’autres processeurs changent sans aucun controle direct de P;.

La connaissance a priori est I’état dans lequel se réveillent les processeurs. Parfois
cette connaissance comprend la topologie du graphe. Les processeurs peuvent savoir,
par exemple, qu’ils appartiennent a une clique de n processeurs car n est connu des
processeurs et I’algorithme est spécifique a cette topologie. Ils pourraient connaitre un
arbre couvrant et l'exploiter efficacement comme on le verra dans le chapitre 3 concer-
nant la diffusion. La connaissance du diametre (d’un majorant ou d’'un minorant) de la
topologie, ou encore le hop-count maximum, est une connaissance importante en pra-
tique qui permet de résoudre le probléme suivant.

Count-to-infinity. Ce probléme se produit dans le protocole de mise a jour du vecteur
de distance (distance-vector routing protocol) ou chaque noeud cherche a déterminer la
meilleure route vers tous les autres, un ingrédient important du protocole BGP d’In-
ternet. Pour cela, a chaque changement topologique qu’il détecte (lien vers un voisin
qui tombe en panne), le nceud diffuse a ses voisins une mise a jour de ces nouvelles
distances.

Pour router les messages selon les meilleures routes, les sommets se basent sur ce
vecteur de distance ? mais aussi sur d’autres informations de routage (tables de routage
et autres mesures sur les routes) dont ils sont propriétaires et qu’ils ne transmettrent
pas. Par exemple, si un nceud C, qui pense étre a distance dy de A, apprend de son voisin
B que A est en fait a distance d; de B, alors C sera en mesure de mettre a jour sa distance
a A (et de ses tables de routage) si 1 +d; < d, : car en passant par B, C pourra atteindre

9. La distance correspond souvent au nombre de hops, soit le nombre minimum d’arétes d’'un chemin
connectant deux neceuds.


http://en.wikipedia.org/wiki/Distance-vector_routing_protocol
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A plus rapidement. Dong, si 1 +d; < dj, C diffusera a ses voisins son nouveau vecteur
de distance. Et de proche en proche les routes pourront se raccourcir.

Le probleme count-to-infinity apparait lorsque des liens tombent en pannes et que le
protocole de mise a jour fait augmenter les distances infiniment. Par exemple, considé-
rons qu'une partie du réseau contienne un chemin

.- AxB-C-—...

ou s’effectue régulierement des mises a jour des vecteurs de distance. Si le lien A — B est
momentanément inactif !, B va mettre a jour sa table pour indiquer qu’il ne sait plus
aller en A (distance vers A mise a +00). Au méme moment C était en train de mettre a
jour sa table et pense que A est a distance 2 de lui (car, avant la panne, B lui avait indiqué
une mise a jour comme quoi A était a 1 hop de B). Mise a jour qu’il diffuse a ses voisins
dont B. B apprend de C qu’une nouvelle mise a jour vient d’avoir lieu, notamment pour
A. Ainsi B pense que C est maintenant a 2 hops de A. B met donc a jour sa distance vers
A qui devient 3. Mise a jour qu’il diffuse a tous ces voisins dont C. Pendant ce temps C
arequ de B la valeur +oo pour A depuis B, ce qui pose un probleme a C qui route vers B
pour aller vers A. Il passe donc sa distance a A a +co0 qu’il transmet immédiatement a B.
Mais C regoit plus tard une mise a jour de B qui lui dit que A est finalement a distance 3
de A (via C, mais C l'ignore puisque seules les distances transitent). Donc C met a jour
son vecteur a 4 pour A et diffuse son vecteur vers B. Le sommet B va recevoir une valeur
+oo de C pour A, qu’il rediffusera a C, mais c’est trop tard car B a déja envoyé 3 a C
et va bientot de surcroit recevoir 4 de C. Il pensera donc que C a finalement réussit a
découvrir une nouvelle route vers A, de 4 hops, et donc B passera sa distance a 5, qu’il
diffusera vers C, etc.

Le probleme parait ridicule étant donné que B et C sont voisins. On se dit qu’ils
pourraient se coordonner peut étre un peu mieux pour éviter une boucle infinie entre
voisins. Malheureusement le méme genre de boucle pourrait apparaitre sur une ou plu-
sieurs chaines de routeurs entre B et C, chaines qui pourraient a leur tour varier dans le
temps, ce qui rend difficile la détection de tels phénomenes. (Par exemple, A, B, C pour-
raient étre trois sommets espacés d’une grille ou beaucoup de chemins A - B, B—C et
A —C, co-existent.)

En pratique, la plupart des protocoles limite a 16 le nombre de hops maximal dans
un vecteur de distance. Bien str, en toute généralité, il faudrait connaitre un majorant
sur le nombre de hops maximal du réseau.

Anonymité. Dans certains cas, on supposera que les processeurs connaissent d’autres
parametres de la topologie : son degré maximum (pour savoir combien de messages
maximum il est censé recevoir en une ronde), sa dimension (pour un graphe géomé-
trique issu de points de R?), ... Mais, le plus souvent le processeur ne connait que

10. Dans le protocole, un noeud est censé échanger régulierement de petits messages afin de détecter
les pannes entre voisins.



1.3. SPECIFICITES DU CALCUL DISTRIBUE 17

lui-méme, c’est-a-dire son identité s’il en a une, et le programme qu’il doit exécuter.
Notons qu’en pratique, le méme programme est copié sur tous les processeurs du sys-
teme. Mettre un programme différent a chacun des processeurs revient a leur donner
une identité. Dans ce cas, il est plus simple de leur affecter une identité puis d’écrire un
seul et méme programme comprenant éventuellement des alternatives suivant l'iden-
tité des processeurs. Le maintient et les mises a jour du programme peuvent alors étre
réalisées par simple diffusion.

Systeme (ou réseau) anonyme

Tous les processeurs ont exactement la méme connaissance a priori. Ils ne
possedent pas d’identité, seulement une copie du méme programme. Ils se
réveillent donc dans le méme état.

Une tache impossible a résoudre dans un systeme anonyme est celle de LEADER ELEC-
TION, qui, plus généralement, fait partie des problemes de « brisure de symétrie ». Il
s’agit de décider qui sera le maitre et qui sera les esclaves (voir figure 1.9), sachant qu’il
ne doit avoir qu'un seul maitre.

o—=O

Ficure 1.9 — Dans le probleme Leaper ELEcTION, il s’agit de décider lequel
des sommets est le maitre. En 1’absence d’identifiant, aucun algorithme dis-
tribué déterministe ne peut résoudre le probléme pour ce graphe. [Question.
Pourquoi?]

1.3.3 Erreurs, pannes et défaillances

C’est simple dans le cas séquentiel : si un élément est défectueux (mémoire, proces-
seur, disque-dur, ...) on le change, et on continue ou on recommence le calcul. En dis-
tribué, et en ’absence de tout contrdle centralisé, la détection méme d’une défaillance
peut étre difficile. Comment détecter qu'un lien est en panne ou seulement tres lent
en l’absence d’horloges synchrones? Un lien défectueux peut causer de grave probleme
(omission, ajout ou corruption de messages). D’autre part, redémarrer tout un proto-
cole sur un systeme entier peut simplement étre infaisable, comme le cas du routage
dans Internet. Le redémarrage de tout le systéme peut étre évité en rendant robuste
I’algorithme. C’est le concept de tolérance aux pannes ou le programme peut, méme
avec un (voir plusieurs) lien ou processeur en panne dans le réseau, encore fonctionner
peut-étre avec des performances moindres.

1.3.4 Synchronie

La synchronie est un élément impactant fortement le fonctionnement d’un systeme
distribué. On considere deux fonctionnements extrémes : synchrone ou asynchrone.
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Mode synchrone

Les tops de I’horloge!! interne (donc locale) de chacun des processeurs vé-
rifient la propriété suivante : un message envoyé au top t de P; vers son
voisin P; est recu'? au top t de P;, et ne peut pas dépendre d’autres mes-
sages envoyés a un top > t.

On parle souvent de « ronde » (rounds en Anglais) pour designer la période de temps
ou le compteur de I'horloge a la méme valeur. Donc la propriété est que les messages
émis & une ronde donnée sont recus par leurs voisins pendant la méme ronde '3. De
plus, il n’est pas possible de répondre a un message recu lors de la méme ronde. La
réponse devra étre émise a une ronde ultérieure.

En quelque sorte le délais de transmission de tous les liens est borné par une valeur
connue de tous : la durée d’une ronde. Avec cette définition, rien ne dit que les horloges
soient parfaitement synchrones, qu’elles incrémentent leurs tops au méme moment.
Mais c’est tout comme, car si au top t on demande a son (ou ses) voisin(s) :

| «Quelle heure as-tu? (a réception de ce message) »

Invariablement on recevra « t » comme réponse, réponse recue au cours du top ¢t + 1. Et
tous les voisins interrogés répondront la méme chose. Ce qui est important ici c’est bien
la stabilité de la réponse en temps et en espace : il n’y aura pas de décalage au cours du
temps et ce quel que soit le ou les processeurs considérés.

Notons que puisque la notion de simultanéité dépend de l'observateur (cf. fi-
gure 1.10), la définition doit étre locale. La mauvaise définition serait de dire qu’en
synchrone « toutes les horloges sont synchrones, c’est-a-dire changent de top horloge
simultanément ».

L'exécution de chaque programme est alors dirigée par les tops horloges ou les
rondes. Et entre chaque top successif on exécute un certain cycle d’instructions qu’on
appelle aussi ronde. Typiquement un programme en mode synchrone ressemblera a :

P;:
au top 1, faire ronde;
au top 2, faire ronde,

ou ronde; est un cycle SEND/REceIve/Compute. Plus précisément au top t :

11. Les «tops horloge » sont les valeurs de I’horloge qui est vue comme un compteur croissant d’entiers
naturels. L'expression « au top t » désigne un moment ot ce compteur vaut ¢.

12. S’il n’y a pas de panne.

13. On parle parfois de ronde close.
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ronde;:
1. SEND a zéro, un ou plusieurs de ses voisins
2. RECEIVE de zéro, un ou plusieurs de ses voisins
3. calculs locaux sur les messages regus

Le cycle s’exécute completement en une ronde quels que soient les calculs locaux, y
compris une boucle du type : « pour chaque voisin P; de P;, faire Senn(M, P}) ». Vis-a-
vis des communications, les calculs locaux sont gratuits (comme si la boucle ci-dessus
sur les voisins prenait un temps nul). Les tops horloge égrainent les rondes de commu-
nications, pas les calculs qui, comme on I’a vu dans le paragraphe 1.3.1, sont presque
infiniment plus rapides.

I1 doit étre clair que tous les SEND et REceIve d’un méme cycle ne peuvent concerner
qu’une seule et méme ronde. Un RecE1ve a la ronde f ne peut recevoir d’un voisin qu’un
message envoyé par un SEND a la ronde . Comme les messages émis a la ronde t doivent
arriver avant le passage a la ronde t + 1, le REceIvE est bloquant jusqu’a la toute fin de
la ronde t. Et donc la partie ComPUTE s’exécutera de maniere instantanée (vis-a-vis des
tops horloge) entre la fin de réception des RecEIVE et le passage a la ronde ¢ + 1. Bien
str, avant un SEND, il peut y avoir quelques calculs (comme préparer le message). Mais,
dans ce cas, ces calculs ne peuvent pas dépendre des messages qui seront recus lors de
cette méme ronde.

Pour résumer, lors de chaque ronde, un processeur échange des messages avec un ou
plusieurs de ses voisins (éventuellement avec aucun voisin), le message émis pouvant
étre différencié selon le voisin, puis effectue un calcul local avec les messages éventuel-
lement recus lors de cette méme ronde.

Il n’est pas conseillé de mélanger dans une méme ronde les SEnD et les RECEIVE, car le

programme résultant ne fera pas nécessairement ce qui est attendu. Le code ci-dessous

est donc a éviter car sa sémantique est ambigiie '*.

SEND (%, Py)
y = RECEIVE(P))
SEND (x+y, P,)

Il y a deux interprétations possibles. Les trois instructions s’exécutent lors d’une
méme ronde, et alors le y dans le second Sexbp(x + y, P5) n'est celui requ de P, car un
message ne peut pas dépendre d’un autre autre message recu lors d’'une méme ronde.
Le second SEnD devrait donc préférablement étre écrit juste apres le premier. Ou alors
le second SenD est réalisé lors d’une autre ronde ou le y dépend du Recerve(P;).

Pour clarifier on ajoutera parfois une instruction NEwRouND pour délimiter chacune
des rondes, et indiquer leur début. Cette instruction détruit tous les messages recus a

14. Tout comme le serait une instruction C du type : i++ += i++;
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la ronde précédente. C’est une histoire de conventions. De maniere inhérente, en syn-
chrone, le programme de chaque processeur effectue une suite :

.../SEND/RECEIVE/COMPUTE/SEND/RECEIVE/COMPUTE/...

ronde; ronde;

et donc la convention consiste a se mettre d’accord sur le découpage de cette suite en
rondes. Pour certains langages ou simulateurs comme JBotSim, la convention est de
commencer une ronde par Recerve, et donc de découper en Recerve/ComMPUTE/SEND.
Du coup la sémantique est plutot de dire que le REceIvE récupere les messages du SEND
de la ronde précédente. Il devient nécessaire de réécrire en conséquence la définition
d’horloges synchrones vues précédemment. De plus, la toute premiere ronde n’est pas
bien définie.

Remarque sur JBotSim. Considérons l'algorithme suivant (a gauche), compre-
nant n > 1 rondes, ou A;, B;, CompUTE; sont des expressions quelconques éven-
tuellement dépendantes d’un indice de boucle i € {0,...,n—1}. Pour I’écrire en
JBotSim (a gauche), cela se transformerait ainsi (OnClock() étant I’équivalent
de NEwRouND et OnStart () 1’équivalent du premier NewRounbD) :

OnStart (O {
1=0;
SEND(A;);
Pour i=0 a n—1: }
NEWROUND OnClock (O{
SEND(A;) if(i<n){
RECEIVE(B;) RECEIVE(B;);
COMPUTE; COMPUTE; ;
if (++i <n) SEND(A;);
}
}

Il y a donc une propension en JBotSim a répéter les instructions (un double-
ment en fait) a cause du début et de la fin des rondes qui ne sont pas définies
de la méme maniere.

Quelle que soit la convention on s’attend toujours a ce que les RECEIVE correspondent
a des SEND écrits précédemment, expliquant ’habitude d’écrire dans les algorithmes
plutdt les SEnD avant les RECEIVE.

Mode asynchrone


http://jbotsim.io/
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Les tops horloges de processeurs voisins n‘ont plus aucune propriété de
synchronisation si bien que leur utilisation n’est plus d’aucun recours. Les
messages envoyés de P; vers un voisin P; arrivent en un temps fini'? mais
imprédictible.

L'exécution de chaque programme est alors dirigée par les évenements correspon-
dant a la réception de message, et ressemble a :

P;:
M = Rece1vE() // attendre de recevoir un message M
selon M faire:
cas 1: Actiony
cas 2: Action,

ou Action; comprend des SEND et des CompuUTE (c’est-a-dire des calculs locaux) suivant
le message ou le type du message M requ. Au départ, pour que le systeme ne reste pas
bloqué perpétuellement en réception, on supposera qu'un processeur qui se réveille,
spontanément de lui-méme ou par un mécanisme extérieur, le fait grace a 1’émission
d’un message particulier, disons « START », permettant ’exécution d’'une premiere ac-
tion.

Une fagon unifiée est aussi de dire qu’en mode synchrone les évéenements sont dé-
clenchés par les tops horloges, alors qu’en mode asynchrone ils le sont par la réception
des messages. Une différence notable aussi est qu’en mode asynchrone, la réception de
message (REceIvE) est bloquante. S’il n’y a pas de panne, la durée d’attente est finie
mais imprédictible. Dans le cas synchrone, les REceive ne sont bloquants que pendant
la durée d’une ronde. Les messages envoyés (SEND) a une ronde donnée et non traités
(c’est-a-dire non consommeés par un ReceIve correspondant) sont simplement détruits.

Si les programmes s’écrivent parfois de maniere plus concise en asynchrone qu’en
synchrone, en pratique, il est beaucoup plus difficile de mettre au point un programme
écrit pour le mode asynchrone, car on ne sait jamais vraiment dans quel ordre vont
s’effectuer la réception des messages (et du coup dans quelle ordre vont s’effectuer les
calculs correspondants). Evidemment, en mode synchrone, aprés la ronde t vient néces-
sairement la ronde f+1, et on controle de maniere beaucoup plus stre la succession des
calculs. En fait, on verra au chapitre 6 qu’il existe des méthodes automatiques, appe-
lées synchroniseurs, pour exécuter un code écrit en mode synchrone et I'exécuter sur un
systeme asynchrone.

Comme toujours, la réalité se situe entre ces deux modes. Les réseaux (surtout ceux
de grande taille) sont fondamentalement asynchrones. Cependant ils possedent aussi
des horloges permettant 'utilisation de time-out. Lorsqu’on attend un accusé de ré-
ception par exemple, le time-out permet de trancher en prenant une décision avant de
connaitre la réalité de la situation, quitte a ré-émettre un message inutilement. Malheu-
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reusement, dans 1’absolu en mode asynchrone, on ne peut pas faire la différence entre
un lien tres lent et un lien en panne.

Il existe des modeles intermédiaires ou l'on suppose connu les délais minimum et
maximum de transmission des liens, voir de la dérive des horloges internes. En connais-
sant le délais maximal (ou un majorant), on peut se ramener au cas synchrone, puisqu’il
suffit alors d’attendre ce délais pour démarrer la ronde suivante. Notons qu’une borne
sur le délais minimum de transmission est utile dans certaines situations : P, transmet
sa nouvelle table de routage a son voisin Pj, qui est censé lui retransmettre un accusé
de réception (voir sa nouvelle table de routage tenant compte de celle de P,). Si P, regoit
peu de temps plus tard cet accusé de la part de P;, s’agit-il du bon accusg, ou est-ce celui
d’une réception plus ancienne? Les notions de passé et de futur sont malheureusement
locales a chaque processeur en ’absence d’horloge parfaitement synchrone.

D’ailleurs la théorie de la relativité générale d’Einstein prédit qu’il est impossible
de synchroniser deux horloges suffisamment distantes sans que 'observateur nécessite
d’avoir de nombreuses informations sur le champ de gravitation et sur son évolution.
Cf. cet article sur Wikipédia dont voici un extrait :

[...] Vouloir synchroniser les horloges d'un référentiel en relativité générale,
sans plus de précision, revient d vouloir synchroniser des horloges réparties dans
un référentiel quelconque par la méme méthode qu’en relativité restreinte. Dans
le cas général, ce n’est réalisable que dans un volume infiniment petit ou le long
d’une courbe ouverte, mais pas le long d'une courbe fermée car un tour complet
de cette courbe induit une différence de synchronisation de la méme maniére
que le transport paralléle le long d’une boucle fermée induit un déplacement du
vecteur tangent initial.

En particulier, la notion de simultanéité (dans le cadre de la relativité générale) n’est
pas transitive : si E, et E;, sont des événements simultanés, et que E; et E, aussi, alors
E, et E. ne le sont pas forcément. Dés qu’on admet que la vitesse de propagation de
I'information est finie (quels que soient les mouvements des référentiels), la notion de
simultanéité (et donc de synchronisation) n’a plus de sens (cf. figure 1.10). Le temps est
une notion a priori locale.

Pour finir, notons qu’Einstein avait définit de maniere pragmatique dans [Ein05,
p- 894] la vitesse de la lumiére dans le vide (en fait 1/c) comme le temps (supposé
constant) mis par la lumiere pour faire un aller-retour d’'une longueur unité. Il avait
précisément écrit :

Wir setzen noch der Erfahrung gemiB fest, daB die
GroBe

2AB ?l -7

=C Uy =ty

, —
Fa=1a eine universelle Konstante (die Lichtgeschwindigkeit im leeren

Raume) sei.

A cause de 'impossibilité de synchroniser deux horloges distantes, il n’est pas pos-
sible de définir la vitesse de la lumiere (ou de la transmission de l'information) au-


http://fr.wikipedia.org/wiki/Synchronisation_d'Einstein
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o o B
A C B

Ficure 1.10 — Pour C, les flashs lumineux rouge et bleu se produisent simul-
tanément. Pour A le rouge se produit avant le bleu, alors que pour B c’est le
contraire. Si I'on remplace les deux sources par deux horloges, on voit qu'on
ne peut pas vérifier de maniere absolue la synchronie d’horloges distantes
sans informations complémentaires. Pire encore : des observateurs en mou-
vement de A vers B ou de B vers A auraient des conclusions différentes.

trement qu’avec un aller-retour ou plus généralement une boucle !°. La bonne nouvelle
est quaucune expérience ne peut distinguer la situation ou cette vitesse est la méme
pour l'aller et le retour de la situation ou la vitesse n’est pas homogene sur le parcourt.
Ouf! Ce n'est donc pas grave en pratique si en réalité la lumiére n’a pas une vitesse
homogene.

1.3.5 Non déterminisme

Un algorithme déterministe a la propriété de fournir toujours le méme résultat pour
une méme entrée. L'exécution est donc toujours la méme si les entrées sont les mémes.
Le résultat est ainsi entierement déterminé par les entrées et l’algorithme. En séquentiel,
le non déterministe est lié a la présence d’instruction comme !¢ random() dont la valeur
varie a chaque nouvelle exécution. Cette valeur est en principe non prévisible.

En calcul distribué, le résultat d’une exécution peut dépendre aussi du systeme sur
lequel s’exécute l'algorithme, méme en 'absence d’instruction random(). En effet, la vi-
tesse les messages circulant sur les liens n’est pas controlable par I’algorithme. Evidem-
ment cette source d’indétermination liée au réseau (et plus généralement au médium de
communication) n'existe pas en séquentiel (ici le médium de communication est interne
a la machine et donc sous controle). L'exécution particuliére d’un algorithme s’appelle
un scénario. Bien str, dans cette discussion, on ne considére que les systéemes non dé-
faillant, puisque sinon, méme en séquentiel, le résultat peut-étre non détermineé.

Typiquement, en mode asynchrone, un processeur P, pourrait recevoir deux mes-
sages différents de deux de ses voisins, disons P; et P,, et décider d’afficher le premier
message recu. On ne pourra prédire si c’est celui de P; ou de P, (cf. figure 1.11).

Dans le mode synchrone, la situation est différente. Dans la mesure ou les SexD

15. Pour plus sur le sujet, voir « One-way speed of light » de Wikipédia.
16. Pour des valeurs vraiment aléatoires en C il faut utiliser arc4random() de la librairie standard.
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Pl :

SEND(« 1 », Py)
PO .
M = RecEe1vE()
print(M)

P2 :
SEND(« 2 », Py)

Ficure 1.11 - P, affiche «1» ou «2» de maniére non déterminée. En
mode asynchrone, chaque exécution est potentiellement un nouveau scéna-
rio méme si les entrées sont les mémes.

précedent toujours tous les Recerve d’'une méme ronde, un tel non déterminisme ne
peut se produire. Dans I’exemple, on ne sait peut-étre pas a I’'avance si le message M recu
est de P, ou P,, mais le premier message regu sera toujours le méme, a chaque exécution
(synchrone). Les deux messages sont recus en méme temps (il n’y a pas de décalage 1ié
au médium) et traités dans un certain ordre par le Receive(), et ce indépendamment du
médium. A vrai dire, en synchrone, on devrait plutot écrire :

P()Z
pour chaque voisin P,, i=1,2, faire:
M = REceEIVE(P)
print (M)

Et donc le choix d’affichage correspond en fait au choix de faire i = 1 ou i = 2 en premier
dans la boucle pour.

Parfois, en mode asynchrone, on souhaite imposer quelques contraintes sur la va-
riabilité des scénarios, notamment celles liées a I'hétérogénéité des vitesses d’exécution
des processeurs. On parle de scheduler, un élément du modeéle qui est virtuellement !”
en charge du séquencement de ’envois des messages, de la vitesse de transmission des
messages et de I’exécution des processeurs. Il y a différentes hypotheéses, comme 1’hy-
pothése d’un scheduler équitable qui ne peut pas bloquer indéfiniment un processeur
donné. On en reparlera au chapitre suivant, paragraphe 2.1 page 31.
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A ParTIR de maintenant on suppose un mode de communication point-a-point modé-
A lisé par un graphe connexe et simple, a priori non orienté. On peut communiquer
de maniere fiable, c’est-a-dire sans panne, directement entre deux entités si elles sont
connectées par une aréte du graphe. Les messages envoyés finissent tous par arriver
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(dans le méme ordre d’émission!). Le graphe est statique, c’est-a-dire qu’il n’évolue pas
en fonction du temps.

Mots clés et notions abordées dans ce chapitre :

* temps synchrone, temps asynchrone, nombre de messages,
¢ les modeles LOCAL, CONGEST, ASYNC,
* rappels de base sur les graphes.

2.1 Mesures de complexité

En séquentiel, on utilise surtout la complexité en temps, plus rarement celle en es-
pace bien qu’en pratique 'espace se révele bien plus limitant que le temps. Pour un
programme qui prend un peu trop de temps, il suffit d’étre patient. Un programme qui
prend un peu trop d’espace doit étre réécrit ou alors il faut changer le hardware. C’est
donc plus contraignant en pratique, dans une certaine mesure bien évidemment.

En distribué, les notions de complexités sont plus subtiles. Les notions de nombre de
messages échangés ou de volume de communication font leur apparition. On utilisera
essentiellement les complexités en temps et en nombre de messages. Ces complexités
dépendent, le plus souvent, du graphe sur lequel s’exécute 1’algorithme. Et comme on va
le voir, les définitions different aussi suivant que l'on considére un systeme synchrone
ou asynchrone.

En distribué, les entrées (représentant 'instance du probleme) et les sorties d’un
algorithme (ou d’un programme) sont stockées sur les sommets du graphe. C’est donc
un peu comme en séquentiel sauf qu’entrées et sorties sont distribuées sur le graphe
lui-méme (cf. figure 2.1).

En séquentiel, la complexité en temps d’un algorithme est lié a sa durée d’exécution
dans le pire des cas. Plus précisément, c’est le nombre opérations élémentaires utilisées
pendant son exécution. En distribué, il faut revisiter les notions de « durée d’exécution »
et « d’'opérations élémentaires ». Pour la durée d’exécution, il est tentant de la définir
comme la durée entre le démarrage du premier processeur de G exécutant ’algorithme
distribué A et I’arrét du dernier processeur. Et pour les opérations élémentaires, il est
tentant de simplement rajouter SEND et RECEIVE a la liste. Il y a cependant des cas ou A
ne termine pas alors que plus aucun message ne circulent et circuleront. C’est le cas ou
plus aucun message ne sont produit, alors que certains processeurs continuent a faire
des calculs locaux. Cependant, les calculs locaux qui ne sont pas suivis d’emission/ré-
ception de messages ne sont ni plus ni moins que des calculs séquentiels classiques.

A cause du cofit des communications (cf. le paragraphe 1.3.1), on ne retient comme
opérations élémentaires seulement SEND et REceIve. Les autres opérations sont donc
considérées comme ayant un cott nul. La durée de l'algorithme est alors défini comme
la durée entre le moment de la premiére emission (SEnD) et la derniére réception
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@ O O
® O O
(a) [entrées] (b) [sorties]

Ficure 2.1 — Exemple de probleme d’algorithmique distribuée pour un

graphe G.
(a) Entrées (Yu € V(G)) : une marque rouge ou bleue.
(b) Sorties (Yu € V(G)) : un état sélectionné ou non ( ou blanc) de
sorte que tout sommet initialement rouge possede au moins un voisin
sélectionné.

La question est alors de trouver un algorithme distribué, s’il en existe un,
permettant de résoudre ce probléme. [Question. Donnez des conditions sur
G (voir sur les entrées) pour que le probléme ait toujours au moins une solu-
tion. |

(Recerve). Notons au passage qu’il est possible que des messages transitent sur des
arétes apres l'arrét du dernier processeur, la derniere instruction pouvant étre un SEND
sans ReEceIve correspondant. Il est aussi possible qu’'un processeur soit en attente de
message (REcerve aynchrone) alors que plus aucun message ne soit généré. Dans ces
deux cas, on consideére l'algorithme comme achévé (vis-a-vis des opérations élémen-
taires SEND et RECEIVE).

Un message émis puis requ, c’est-a-dire ayant un Receive correspond au SEND, est
dit consommeé. Et une ronde consommeée est une ronde pendant laquelle au moins un
message est consommé. Généralement, lorsqu’on congoit un algorithme distribué, on
fait en sorte que sa derniére ronde soit consommée. En effet, un SEND sans ReceIve cor-
respondant ne pourra pas avoir d’effet exploitable sur I’état futur des sommets (et donc
la sortie). Cependant, une ronde non consommeée non terminale, c’est-a-dire qui sera
suivi de rondes consommeées, peut avoir un impact sur la sortie dans la mesure ou les
tops horloge auront évolué et pourront étre exploités par une future ronde consommeée.

La définition du temps va dépendre du mode synchrone ou pas. Mais pour les ré-
sumer, il s’agit du nombre de rondes ou d’unités de temps jusqu’au dernier message
consommeé dans le pire des cas.

Définition 2.1 (temps synchrone) La complexité en temps d’un algorithme distribué A
sur un graphe G en mode synchrone, noté Temps(A, G), est le nombre de rondes écoulées
jusqu’au dernier message consommé, durant I'exécution de A sur G dans le pire des cas (c’est-
a-dire sur toutes les entrées valides de A).
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I1 s’agit donc du nombre de rondes, c'est-a-dire de nombre de cycles
SEND/RECEIVE/CoMPUTE, la derniére ronde devant étre consommée.

Une remarque évidente mais fondamentale est qu'un algorithme de complexité en
temps synchrone t implique que pendant son exécution, tout sommet ne peut interagir
qu’avec des sommets situés a une distance inférieure ou égale a t.

Définition 2.2 (temps asynchrone) La complexité en temps d'un algorithme distribué A
sur un graphe G en mode asynchrone, noté Temps(A, G), est le nombre d’unités de temps
écoulées jusqu’au dernier message consommeé, durant l'exécution de A sur G dans le pire des
cas (c’est-a-dire sur toutes les entrées valides de A et tous les scénarios possibles), I'unité de
temps étant définis comme la durée maximum pour qu’un message traverse une aréte.

La remarque précédente a propos de la distance ne s’applique plus en mode asyn-
chrone, puisqu’il est possible que les messages transitent entre voisins bien plus vite
que le temps unitaire, et donc en temps < t entre sommets a distance t.

Un scénario possible pour le mode asynchrone est que tous les messages sont émis en
meéme temps et traversent chaque aréte en temps 1 exactement, des messages pouvant se
croiser sur une méme aréte. Il s’agit du scénario synchrone. Autrement dit, la complexité
en temps en mode asynchrone est toujours au moins égale a celle synchrone, puisqu’on
maximise le temps sur tous les scénarios possibles. En particulier, si durant I'exécution
de A deux sommets a distance t interagissent, c’est que la complexité en temps de A est
au moins t, que cela soit en mode synchrone ou pas.

Lors d’un scénario synchrone s’exécutant sur un systeme asynchrone, tous les mes-
sages traversent les arétes a la vitesse du lien le plus lent, ce qui n’est pas le scénario le
plus avantageux. L'enjeu d’un algorithme asynchrone est de pouvoir fonctionner dans
n'importe quel scénario et donc surtout dans des scénarios ou des messages traversent
beaucoup plus vite les arétes, par exemple dans certaines régions du graphe ou a cer-
tains moments de I’exécution de I’algorithme.

Méme si pour beaucoup d’algorithmes asynchrones, le scenario le moins favorable
est celui synchrone, ce n'est pas toujours le cas. On peut imaginer, par exemple, un
algorithme réalisant une diffusion d’un message M depuis le coin Norp-Ougst d’une
grille ou chaque sommet u, a la premiere reception de M, diffuse M a tous ses voisins,
puis : (1) s’arréte si M provient d’un voisin Sup ou Ouesrt; ou (2) se met a boucler en
envoyant des messages en continu, si M provient d’un voisin a I’Est ou au Norp.

Définition 2.3 (nombre de messages) La complexité en nombre de messages d'un algo-
rithme distribué A sur un graphe G, noté MEssAGE(A, G), est le nombre de messages envoyés
durant 'exécution de A sur G dans le pire des cas (sur toutes les entrées valides de A et tous
les scénarios possibles en mode asynchrone).

Sil’on compte chaque message envoyés, méme ceux non-consomés, c’est parce qu’on
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considere que chaque envoi de message a un cotit (notamment énergétique) pour les
sommets.

Résoudre une tache dans un systeme distribué prend un certain temps et nécessite
un certain volume de communication. Et la plupart du temps, il existe un compromis
entre ces deux valeurs. Bien str c’est tres schématique. Il existe d’autres mesures de
complexité, comme la complexité de communication, mesurée en nombre de bits (bit
complexity en Anglais), donnant le nombre total de bits échangés lors d’une exécution
(ou sa variante donnant le nombre maximum de bits échangés le long d’une aréte). C’est
une mesure plus fine que le nombre de messages puisqu’a nombre de message iden-
tique, on pourrait préférer I’algorithme utilisant des messages plus courts économisant
ainsi la bande passante. On en reparlera au chapitre 4 sur la complexité de communi-
cation.

Comme en séquentiel, on peut aussi définir toute une série de complexités, selon
qu’on analyse l’algorithme sur toutes les instances ou pas : analyse dans le pire des cas,
dans le cas moyen, selon une distribution particuliere, etc.

En asynchrone on peut également limiter I'ensemble des scénarios possibles, par
exemple en limitant la puissance de nuisance de 'adversaire. On parle aussi de sche-
duler, 'ordonnanceur temporel de tous les messages. Ici I’adversaire est incarné par le
réseau avec ses variations dans les transmissions des messages et donc l’exécution de
I’algorithme. Une fagon de limiter ses scénarios sera par exemple de supposer que le
temps de transmission des messages varie suivant les liens mais pas dans le temps si
bien qu’un algorithme rusé pourrait apprendre petit a petit les liens rapides et lents et
ainsi s’adapter. Aussi, une hypothese classique surtout utiliser dans le cas d’algorithme
probabiliste est que le scheduler agit indépendant des choix aléatoires fait par 1’algo-
rithme. L'adversaire ne connait pas a I’avance les choix aléatoires fait par l'algorithme
pendant son exécution. Cela revient a supposer que les temps de transmission du sche-
duler sont, certes fixés par un adversaire, mais ils le sont avant le début de ’exécution.

2.2 Modeles représentatifs

Parmis les nombreux modeéles qui existent dans la littérature, on en distingue trois
qui correspondent a des ensembles d’hypotheses différents. Chaque ensemble d’hypo-
theses permet d’étudier un aspect particulier du calcul distribué. Un modele n’a géné-
ralement pas vocation a épouser au mieux la réalité. C’est une abstraction permettant
de prédire et/ou d’expliquer (parfois via des simulations) le résultat d’expériences bien
réelles. Les trois aspects sont : la localité, la congestion, ’assynchronisme.

Bien str, d’autres aspets du calcul distribué pourrait étre étudiés comme : la tolé-
rance aux pannes, le changement de topologie, la fiabilité (liens/processeurs qui, sans
étre en panne, sont défaillant), la sécurité. On peut alors parler de modeles de dynami-
cité du réseau, modeles de mobilité, modeles d’adversaire/d’attaque, etc.
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Les hypotheses suivantes sont communes aux trois modeles :

1. Pas d’erreur : il n’y a pas de crash lien ou processeur, pas de changement de topo-
logie. Les liens et les processeurs sont fiables. Un message envoyé fini toujours par
arriver. Les messages peuvent se croiser sur une aréte (pas de collision) mais ils
ne peuvent pas se doubler (les messages arrivent dans le méme ordre d’émission).
On parle de canaux ou de liens FIFO (First In First Out).

2. Calculs locaux gratuits : en particulier faire un ou plusieurs SEND dans le méme
cycle de calcul a un cott nul. Finalement, seules les communications sont prises
en compte dans le colit de ’exécution de l’algorithme.

3. Identité unique : les processeurs ont une identité codée par un entier de O(logn)
bits n étant le nombre de processeurs ou le nombre de sommets du graphe. Le
réseau n'est pas anonyme. Ces identités font partie de l’instance du probleme,
I'instance étant codée par ’état initial des sommets du graphe.

La troisieme hypotheése (identité unique) ne se révele pas fondamentale (et donc peut
étre supprimée) pour certains problémes. Par exemple, plusieurs algorithmes qu’on
verra, dont Flood qui sera vu au chapitre 3 section 3.3, ne l'utilisent pas. Cependant, elle
est en fait au coeur des problemes de brisure de symétrie consistant a casser la symétrie
(symmetry breaking en Anglais), comme le probléeme de I’élection d’un leader (que nous
n‘aborderons pas). Sans cette hypothese, ces problémes ne sont pas toujours solubles,
mémes en l’absence d’erreur. En effet, deux sommets reliés par une aréte par exemple
ne pourront jamais faire autrement que de calculer une sortie identique, si leurs entrées
sont les mémes, puisque le cas parfaitement synchrone peut se produire. [Question.
Peut-on résoudre le consensus pour un tel systeme?] Pour la coloration (abordée au
chapitre 7), cette hypothése est nécessaire. Notons cependant qu’en mode synchrone,
un algorithme de complexité en temps t n’a besoin d’identités uniques au mieux dans
une boule de rayon t puisqu’au cours de I’exécution aucune interaction entre sommets
a distance > t n’est possible.

Les trois modeles sont :
LOCAL pour étudier la nature locale d’un probléme.

* mode synchrone, tous les processeurs démarrent le calcul au méme top
* message de taille illimitée

CONGEST pour étudier 'effet du volume des communications.

* mode synchrone, tous les processeurs démarrent le calcul au méme top
* message de taille limitée a O(logn) bits.

ASYNC pour étudier 'effet de I’assynchronisme.
* mode asynchrone

On pourrait se demander d’ou vient cette limite de O(logn) bits sur la taille des
messages dans le modele CONGEST. C’est un peu l’analogue de 1’hypotheése, souvent
tacite, qui est faite sur la taille w des registres (ou mots) du modele RAM (séquentiel) ou
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les opérations arithmétiques élémentaires sur des mots de taille w prennent un temps
constant. Par exemple, le probleme de calculer la somme des éléments d’un tableau
de n entiers a une complexité en temps O(n) car on suppose bien évidemment que les
instructions comme s=0, s += T[i], i++ ou i<n prennent un temps constant. On prend
toujours w > log,n car c’est la taille minimale en bits pour pouvoir représenter un
pointeur (ou indice) sur la donnée supposée étre de n mots justement.

Pour revenir au modele CONGEST, on suppose donc que les messages ne peuvent
transmettre qu’un nombre constant d’identifiants de sommets ou d’arétes, ou de valeurs
entieres qui restent polynomiale en #, typiquement des valeurs dans [0,|V(G)|+ |E(G)|[.
Notez qu’une valeur entiére dans l'intervalle [0, n*[ par exemple ne prendra jamais que
[4log, n] = O(logn) bits pour étre représentée en binaire.

Bien sir, on peut raffiner et multiplier les modeles (a l'infini ou presque) selon de
nouvelles hypotheéses, avec par exemple le modéle ASYNC et messages limités, ASYNC
et messages illimités, CONGEST et messages de taille b, etc.

2.3 Rappels sur les graphes

Soit G = (V,E) un graphe.

* On note aussi V(G) = V, I’ensemble des sommets (vertices en Anglais) et E(G) = E,

I’ensemble des arétes (edges en Anglais) de G. Souvent on note sans le préciser que
n:=|V(G)| et m:=|E(G)|.

* Le degré du sommet u, noté deg(u) ou deg(u) s’il y a ambiguité, est le nombre
de ses voisins. La somme des degrés des sommets d'un graphe vaut deux fois son
nombre d’arétes : } , .y deg(u) = 2m. En effet, chaque aréte contribue au degré de
ses deux sommets extrémités.

* G est connexe si entre n'importe quelles paires de sommets il existe un chemin les
connectant. Si G est connexe alors m > n—1, et donc m = Q(n).

* La longueur d’'un chemin est le nombre d’arétes qui le compose. Un plus court che-
min entre u et v est un chemin de longueur minimum entre u et v. Cette longueur
minimum est appelée distance et notée distg(u,v).

Dans le cas de graphes ayant une valuation sur les arétes (on parle aussi de cott
ou de longueur d’aréte), la longueur d’un chemin (on parle aussi de cott) est alors
la somme des valeurs des arétes qui le compose.

» Linégalité triangulaire s’applique aux distances dans les graphes, a savoir : pour
tous sommets x,y,z de G, distg(x,v) < distg(x, z) + distg(z,p).

* La boule de voisinage de u et de rayon r est 'ensemble des sommets a distance
au plus r de u, notée parfois Bg(u,r) := {v : distg(u,v) < r}. U'ensemble des voisins
d’un sommet u dans G sera noté Ng(u) (Neighbors en Anglais). Ainsi, Ng(u) =
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Bg(u,1) \ {u}. On note plus simplement N(u) et B(u,r) si G est clair d’apres le
contexte.

* Le diametre de G est la valeur diam(G) := max,, yey () distg(u, v). C’est la distance
la plus grande dans le graphe.

* U'excentricité de u dans G (eccencricity en Anglais), notée eccg(u), est la dis-
tance séparant u de son plus loin sommet. Plus formellement, eccg(u) :=
max,cy(g)distg(u,v). C’est aussi la hauteur minimum d’un arbre couvrant et de
racine u. Notons que diam(G) = max,cy(gyeccg(u). Un centre est un sommet d’ex-
centricité minimum. Cette valeur est appelée I'excentricité du graphe et notée
ecc(G).

2.4 Exercices

Exercice 1

Construire un graphe de diametre trois avec un sommet d’excentricité deux et sans
sommet de degré un.
Exercice 2

Montrer que pour tout sommet u d’un graphe G, %diam(G) <eccg(u) < diam(G).

Exercice 3

Donner le diametre, ’excentricité et le nombre de centres des graphes suivants :
chemin (P,), cycle (C,) et clique ou graphe complet (K,,) a n sommets, ainsi que la grille
a p x g sommets (M, ;).

Exercice 4
Dans toute la suite, G représente un graphe connexe de diametre D avec n sommets

dont un distingué noté r, et P = {P;} un ensemble de n — 1 plus courts chemins pré-
déterminés de G connectant r a chacun des autres sommets v;.

r->i pour i=1,2,3
= r->3->4
r->2->4->5

~

o U d

1SR N
|

~
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3 -4 rondel ronde2 ronde3 ronde 4
/ Al =1]2|3 4|5 415 5
5 A2 = 1|4|5 2|3]4|5 5

Notez que les chemins P, ne forment pas nécessairement un arbre.

On considere le probléeme I consistant a envoyer un message individuel de b =
O(logn) bits depuis r vers chaque sommets v; selon le chemins P,. Ainsi, (G, r, P) repré-
sente une instance du probléme IT. On note OPT un algorithme résolvant (G,r,P) € I1
en temps optimal.

Dans le modele b-CONGEST prouvez ou réfutez Vn,VD = D(n) :

(a) Y(G,r,P), Temps(OPT, G) = O(D) [borne supérieure]
(b) (G, r,P), Temps(OPT, G) = Q(D) [borne inférieure]
(¢) Y(G,r,P), Temprs(OPT,G) = Q(D) [borne inférieure globale]
(d) Y(G,r,P), Temps(OPT, G) = O(n) [borne supérieure]

Méme question dans le modele LOCAL.

Notes bibliographiques pour I’Exercice 4

Le probléme IT de l'exercice précédant est un cas particulier d'une forme plus gé-
nérale appelée Packer RoutinG. Pour ce probléme, le nombre de chemins |P| peut étre
quelconque, et chaque P, € P est un chemin aréte-simple entre u; et v; (ils peuvent s’auto-
intersecter mais seulement sur des sommets et ne sont donc pas forcément des plus
courts chemins). Contrairement a I’exercice, on n’a pas forcément u; = uy = ---upp = r.
Dans le probleme Packer RouTiNg, qui a été tres étudié, il s’agit de déterminer un
ordonancement minimisant le temps d’acheminement des messages dans le modele
CONGEST (un message a la fois par aréte). Dans le domaine de 'ordonnancement, on
parle de makespan. 11 a d’ailleurs été montré NP-difficile de le calculer.

Deux parametres influencent ce temps : la longueur du plus long chemin, appe-
lée dilation de P (notée d), et le nombre de chemins utilisant une méme aréte, appelé
congestion de P (notée c). Il est clair que le temps est au moins max{c,d}, quel que
soit P et le graphe G. [Question. Pourquoi?| Cependant, il a été montré dans [LMR94]
qu’il existe toujours un ordonnancement, c’est-a-dire un algorithme distribué, de temps
O(c+d) ce qui est asymptotiquement optimal. [Question. Pourquoi est-ce asymptotique-
ment optimal ?| [Exercice. Montrez comment déduire de cette borne O(c +d) la question
(d) de l'exercice précédent.] [Exercice. Calculez les valeurs de c et d dans le cadre de
I'exercice précédent lorsque G est un chemin ou r est une extrémité. Puis montrez que
Temps(OPT,G) 2 c + d.] Seulement on ne sait pas construire un tel algorithme, alors
qu’on sait qu’il existe! C’est une application du résultat profond dit « LLL », le Lemme
Local de Lovasz, qui décrit I’existence d’évenement « rares » évitant toutes une séries de
«mauvais » événements.
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Le meilleur algorithme connu pour Packer Routing produit un temps O(u(c +
d)(log* p)(loglogp)), ou p est la longueur totale de tous les chemins de P et y le nombre
d’arétes distinctes utilisés par un message. On a y > d, mais on peut aussi supposer que
p < |[E(G)| puisque les arétes non utilisées ne jouent aucun role dans G et donc peuvent
étre supprimées. Cet algorithme est probabiliste [LMR99]. Il existe des variantes ou il
s’agit de trouver un ensemble de chemins P permettant le temps minimum de routage.
Dans ce cas il est possible de construire de tel ordonnancement dont le temps est a un
facteur constant de 'optimal [ST01]. Voir aussi [PSW10] pour des développements plus
récents et d’autre références.
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DANS CE CHAPITRE nous donnons des algorithmes élémentaires pour la diffusion, la
concentration, et la construction d’arbre de diffusion.
Mots clés et notions abordées dans ce chapitre :

e diffusion, arbre de diffusion,
* inondation, concentration.
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3.1 Diffusion

I1 s’agit de transmettre un message M a tous les sommets d’un graphe connexe a n
sommets depuis un sommet distingué que l’'on notera ry. Au démarrage, chaque sommet
sait s’il est ou pas r via ID(ry) supposé connu de tous. C’est la connaissance a priori. Bien
évidemment, M est une donnée privée de ry.

On va considérer les modeles synchrones (LOCAL et b-CONGEST) et asynchrones
(ASYNC). On supposera que M est suffisamment petit pour tenir dans un message,
c’est-a-dire qu’il a une taille d’au plus b = O(logn) bits si I'on considére le modele b-
CONGEST.

Comme souligné dans la section 1.3.2, la connaissance a priori des sommets, c’est-
a-dire les informations mise a leur disposition a leur réveil, peut impacter les perfor-
mances des algorithmes.

Proposition 3.1 Pour tout graphe G et sommet distingué ry, tout algorithme distribué de
diffusion A sur G, en mode synchrone ou asynchrone et quelle que soit la connaissance a
priori des sommets sur G, doit vérifier :

* MEssAGE(A,G) > n—1.
* Temps(A, G) = eccg(rg)-

On rappelle (cf. section 2.3) que eccs(ry), I'excentricité de ry dans G, n’est ni plus ni
moins que la hauteur minimum d’un arbre couvrant G et de racine ry. C’est donc aussi
la profondeur d’un arbre couvrant en largeur d’abord qui a pour racine ry.

Preuve de la proposition 3.1. Il faut informer n—1 sommets distincts du graphe. L'envoi
d’un message sur une aréte ne peut informer qu’un seul sommet, celui situé a I'extré-
mité de l'aréte. Donc il faut que le message circule sur au moins n — 1 arétes différentes
de G pour résoudre le probléeme. Donc MessaGe(A,G) > n—1.

Dans G il existe un sommet u a distance t = eccg(rg) de ry. Dans le scénario
synchrone (valable en mode synchrone ou asynchrone), chaque message traversant une
aréte prend un temps 1. Il faut donc un temps au moins t pour que u soit informé.
Donc Temps(A, G) > t. O

Les bornes inférieures données dans la proposition 3.1 s’appliquent pour chaque
graphe et quelle que soit la connaissance a priori des sommets. En particulier, il n’y a
pas de «bons » graphes dans lesquels la diffusion pourrait étre résolue plus efficacement
que les bornes énoncées.

On verra plus tard dans la proposition 3.5 qu'on peut dire un peu mieux si on limite
la connaissance a priori des sommets.



3.2. ARBRE DE DIFFUSION 39

3.2 Arbre de diffusion

Une stratégie courante pour réaliser une diffusion est d’utiliser un arbre couvrant
enraciné en r(, disons T. L'intérét est qu'on ne diffuse M que sur les arétes de T. Donc,
ici on va supposer que chaque sommet u de G connait T par la donnée de son parent
ParenT(u) et de I'ensemble de ses fils FiLs(u). Lalgorithme ci-dessous dépend donc de
l'arbre T et de sa racine ry. Dans la suite, et pour faire court, on écrit « u = ry » a la place
de « ID(u) * ID(TO) ».

Algorithme Castr(ry)
(code du sommet u)

1. Siu #ry, alors M := REcEIVE()
2. Pour tout v € Firs(u), SEND(M, v)

La connaissance a priori des sommets est signalée en couleur. En bleu, il s’agit des
parameétres du probléeme (comme ry) ou du modeéle (comme u).

Si lalgorithme précédent s’exécute dans un environnement synchrone, il faut com-
prendre la reception comme bloquante, mais seulement pour la ronde courrante, a sa-
voir tant qu’on n’a pas requ de message on fait un Recerve mais il se débloque a la fin de
la ronde si nécessaire. [Exercice. Ecrire I’algorithme avec le formalisme des algorithmes
synchrones, notamment avec les instructions NEwRounD précisant le début de chaque
nouvelle ronde.]

Proposition 3.2 Pour tout graphe G et sommet distingué ry, en mode synchrone ou asyn-
chrone :

* MEssaGe(Castr(ry),G) =|E(T)|=n—-1.

» Temps(Castr(ry), G) = eccp(rg) <n—1.

Notons que eccy(rg) n'est ni plus ni moins que la hauteur de I’arbre. Si T est un arbre
en largeur d’abord alors eccy(ry) = eccg(rg). [Question. Est-ce que le contraire est vrai?]
Dans ce cas, l'algorithme Castr est optimal en temps et en nombre de messages.

3.3 Inondation

On utilise cette technique (flooding en Anglais) en ’absence de structure pré-calculée
comme un arbre de diffusion. Tout sommet u ne connait ni PARENT(#) ni Firs(u).

Algorithme Flood(r)
(code du sommet u)
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o

Ficure 3.1 — Diffusion dans une grille 3 x 3 selon 'algorithme Casty(r), ou
T en bleu, de racine ry, est un arbre couvrant de hauteur 3. Il y a autant de
messages émis que d’arétes dans l'arbre (n—1 = 8).

1. Si u =ry, alors SEND(M, v) pour tout v € N(u).
2. Sinon,

(a) M :=Receve() et v le voisin qui a envoyé M
(b) SEND(M,w) pour tout w € N(u)\ {v}.

On remarque que si, dans l'algorithme Flood ci-dessus, on remplace « N(u) » et
«N(u)\ {v} » par «FiLs(u) », alors on retombe sur une autre écriture de l’algorithme
Castr. Voir la figure 3.2 pour un exemple d’exécution.

Ficure 3.2 — Diffusion dans une grille 3 x 3 selon 1’algorithme Flood(ry) dans
un scenario asynchrone, ou 16 messages sont émis. Les messages noirs (—)
arrivent apres que le sommet soit informé, tant dis que les messages bleus
(—) sont ceux qui informent le sommet. Quel que soit le scénario, apres un
temps ¢, tous les sommets a distance t de ry sont informés, méme s’ils le sont
plus tot par un chemin plus long que t (comme le voisin coloré de ry).

Proposition 3.3 Pour tout graphe G et sommet distingué ry, en mode synchrone ou asyn-
chrone :

* MEssaGe(Flood(ry), G) = 2m—(n—1).
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* Temps(Flood(ry), G) = eccg(rg)-

Preuve. Le nombre de messages envoyés (instruction SEND) est, pour le sommet u, de
deg(u) si u = ry ou deg(u)—1 sinon. Donc,

MessaGe(Flood(ry), G) = deg(ry)+ Z(deg(u)—l) = deg(r0)+[Zdeg(u)]—(n—l)

U#rg U#rgy

(Zdeg(u))—(n—l) = 2m—(n-1).

Pour le temps, il est facile de montrer par induction sur la distance f, qu’apres un
temps t (ou apres t rondes en mode synchrone), tous les sommets a distance t de rj ont
recu le message M. En effet, c’est vrai pour t = 0, et si cela est vrai jusqu’a t — 1, alors
tout sommet a distance t a au moins un voisina distance t — 1, qui par induction a regu
le message M. Il est donc certain que ce sommet aura recu M apres une unité de temps
(ou une ronde).

Les sommets s’arrétent donc apres un temps au plus ¢, les éventuellement messages
non consommeés ne faisant pas partie du décompte du temps (cf. définition 2.1). Or tous
les sommets sont a distance au plus eccg(ry) de ry. Donc Temps(Flood(ry), G) < eccg(ry)-
Il y a égalité a cause de la proposition 3.1 qui s’applique ici. O

Dans le cas trivial d’un cycle a trois sommets, et dans le cas synchrone par exemple,
le temps de l'algorithme est bien d’une ronde (car une seule ronde consommée), alors
que des messages peuvent continuer a circuler au dela de cette derniere ronde, sans de
REcEIVE() correspondant. Voir figure 3.3.

o

Ficure 3.3 — Une ronde consommeée pour l'algorithme Flood(r;) dans le cas
synchrone sur un triangle. Ici 4 messages sont émis, mais les deux der-
niers messages €mis (en vert) ne sont pas consommés. Donc ici TEmps = 1
et MESSAGE = 4.

3.4 Message vs. connaissance

Les deux algorithmes Casty et Flood vus précédemment présentent deux compromis
différents entre le temps et le nombre de messages. Il est bon de remarquer que dans



42 CHAPITRE 3. DIFFUSION

I’absolu, aucun n’est meilleur que l'autre. Cela dépend de ’application.

Si M est un fichier de grande taille (par exemple un film a transmettre a un grand en-
semble de clients), on a intérét d’utiliser une diffusion optimale en nombre de messages
(on peut imaginer que le cott global de diffusion est grossierement proportionnel a la
taille de M fois le nombre de liens utilisés), quitte a perdre également du temps pour la
construction de T. Que la diffusion prenne plus de temps que nécessaire pour certains
clients n’est peut-étre pas fondamental, a coup str du point de vue du diffuseur.

A l'inverse, s’il s’agit de transmettre une alarme, un message court M du style « au
feu », Flood sera une meilleure alternative puisqu’il a la propriété de transmettre au
plus tot le message, alors que le nombre de petits messages envoyés est secondaire.

Parenthese historique. Il est historiquement intéressant de remarquez qu’en France
dans les années 1970-80, il a été décidé de garder un systeme proche de l’algorithme
Casty pour la transmission d’information. A 1’époque, il s’agissait du réseau Transpac '
(et de la norme X25 popularisée par le Minitel) utilisant la « commutation de circuits »
qui établissait en premier lieu une connexion (un circuit) avant de transmettre les don-
nées sur ce chemin. L'avantage indéniable de ce choix était la facturation. En effet, il
permettait de facturer la transmission a la connexion, en fonction de la distance et de
la durée, comme les réseaux téléphoniques. Tout cela au détriement d’autres solutions
plus efficaces en terme de débit consistant a envoyer de petits paquets, la « commutation
de paquets ». C’est le choix qui sera fait par Arpanet puis Internet grace a son protocole
éponyme IP. Dommage, un peu plus et la France aurait été précurseur d’Internet.

La méme philisophie, si l'on peut dire, s’applique au transport aérien. Eurocontrol 2,
établissement de gestion du trafic aérien en europe, autorise le décollage d’un avion que
s’il est garanti de pouvoir étre suivi dans des cellules de controle tout au long de son
trajet, et en particulier s’il peut attérir. C’est la philosophie consistant a prévoir le trajet
entierement. C’est différent outer-atlantique ou les avions décollent avant l’aurotisation
d’attérissage (avec d’éventuelles files d’attente en vol).

Peut-on faire mieux que Flood? Sil’on résume, nous avons vu :

TemPs MESSAGE CONNAIS.-A-PRIORI
Castr | eccr(rg) n—1=0(n) T
Flood | eccg(rg) | 2m—(n—1) = O(n?) %}

TaBLE 3.1 — Compromis MEssaGe/ TEMPs/ CONNAISSANCE-A-PRIORI pour les al-
gorithmes de diffusion sur les graphes a n sommets et m arétes.

1. Voir l'article https://www.epi.asso.fr/revue/articles/a2001b.htm.
2. https://www.eurocontrol.int/
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Etant donné la simplicité de Flood, on aurait envie de conjecturer que si chaque
sommet ne connait que son identifiant et celui de ses voisins (et donc en I’absence d’une
connaissance globale comme un arbre couvrant et de la distinction des voisins en fils,
parent et autres), alors on ne peut pas vraiment faire mieux en terme de messages. Et
qu’il faut (2(m) messages (et pas seulement n — 1), au moins dans certains graphes si ce
n’est tous.

Il se trouve que la réponse a cette question est moins triviale qu’elle n’y parait (voir
I'introduction de [AGPV90]). En effet, si la liste des voisins est connue de chaque som-
met, il devient possible de diffuser avec seulement 2(n—1) messages (soit 'optimal a un
facteur deux pres), si des messages de taille O(nlogn) bits sont permis. [Exercice. Pour-
quoi? Montrez méme que des messages de O(n) bits suffisent, si les identifitants sont
dans l'intervalle [0,1[.] Certes, en faisant ainsi cela fait un volume total de O(n?logn)
bits échangés, qui peut se découper en O(n?) messages de O(logn) bits. Cela ne remet
pas en question la conjecture émise précédemment si on la corrige ainsi : (2(m) mes-
sages courts sont nécessaires dans le pire cas sans connaissance a priori autre que ses
voisins. Mais cet exemple montre que la réponse a cette conjecture ne peut étre triviale.
La proposition 3.5 que l'on va voir juste apres fera également vaciller nos certitudes.

Connaissance a distance p. Dans la suite ’expression « connaissance a distance p »
signifie qu’au réveil chaque sommet u# du graphe G connait tous les chemins composés
d’au plus p arétes partant de u. Il s’agit donc du sous-graphe (avec les identifiants des
sommets) composé de I'union de ces chemins. On parle parfois de « vue du u a distance
p ». C’est aussi le sous-graphe induit par B(u, p), la boule de rayon p centrée en u, mais
sans les arétes entre deux sommets a distance exactement p de u. Voir la section 2.3 et
la figure 3.4. Il est facile de voir que la connaissance a distance p pour u est tout ce que
u peut apprendre apres p rondes synchrones de communications.

Ficure 3.4 — Graphe avec n = 22 sommets avec des identifiants dans [0, n].
En bleu, la « connaissance a distance p = 2 » pour le sommet d’identifiant 5.
Les arétes entre deux sommets a distance exactement p ne font pas partie de
cette connaissance.
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Donc pour p = 1, il s’agit nécessairement d’une étoile étiquetée par les identifiants
des sommets concernés, les arétes entre voisins étant inconnues. Le cas p = 0 correspond
au cas ou les sommets n‘ont aucune information sur le graphe sinon qu’ils connaissent
leur identifiant.

L’algorithme Flood correspond au cas p = 0 alors que Casty correspond au cas p = n.
[Exercice. Montrez que la connaissance a distance n implique la connaissance d’un arbre
commun. Qu’en est-il de p =n—17? et de p = D?] Comme on Ia vu, pour une diffusion,
n —1 messages suffisent si p = n. Alors que pour p =0, il en faut 2m-n+1 < n2.

La prochaine proposition établit un compromis entre le rayon p de la connaissance
a priori. Rappelons que 1’'on considere les messages de b = O(logn) bits.

Proposition 3.4 Pour tout entier p > 1, tout graphe G et sommet r, il existe un algorithme
de diffusion FloodK, avec une connaissance a distance p tel qu'en mode synchrone ou asyn-

chrone MEssace(FloodK,(ro), G) < 2min{m, n' "0 + n} - (n - 1).

Avant de donner la preuve, explicitons la complexité du nombre de message pour
quelques valeurs de p :

« p =1, MessaGe < 2min{m, n? + n} = O(n?)

* p =2, MEssaGe < 2min{m,n%? +n} = O(n'">)

e p =3, MEssaGe < 2min{m, n*3 + n} = O(n!-33+)

* p =log,n, MESSAGE < 2min{m, n'*1/198:2" 4 4} = O(n)

Pour la derniere valeur, il faut remarquer que log, (nl/logZ”) =(1/log,n) xlog,n =1, et
donc n!/1082" = 2,

Preuve. On utilise essentiellement deux idées. La premiere est que sans communication,
chaque sommet peut « désactiver » certaines arétes de facon a obtenir un sous-graphe
connexe G couvrant G ne possédant que i < ni*l/ P+mn arétes. La deuxieme est d’utiliser
une simple diffusion a l'aide de Flood dans G, en remarquant bien évidemment que
m < m, d’ou le minimum dans ’énoncé.

Pour la désactivation, il faut associer un identifiant absolu a chaque aréte. Il faut
pouvoir le faire localement et de maniere cohérente, c’est-a-dire que tous les sommets
doivent pouvoir le faire localement sans communication et tomber d’accord sur ces
identifiants. Une fagon de faire, pour l'aréte uv, est d’utiliser ID(uv) := {ID(u),ID(v)}
comme identifiant. On utilise ensuite la relation d’ordre lexicographique sur des paires
d’entiers, a savoir :

min {x, p} < min {x’,y’}
xy<{x,y} & ou

min {x,y} = min{x’,y’} et max{x,y} < max{x’,p’} .
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Regle locale de désactivation.

Un sommet u désactive l’aréte incidente uv s’il existe dans G un cycle C de
longueur < 2p passant par uv et que ID(uv) est minimum pour les arétes
de C.

I1 est facile de voir que cette regle peut étre appliquée par chacun des sommets, sans
aucune communication, mais a ’aide de sa connaissance a distance p.

1

6

Figure 3.5 — Application de la regle de désactivation pour p = 2 (arétes ac-
tives en bleu) qui aboutit a la suppression de tous les cycles de longueur
< 2p = 4. Liste des identifiants des arétes désactivées (ordre croissant): {0, 1},
{0,2}, {3,4}, {5,6}.

Connexité de G. Comme on ne supprime que des arétes, G et nécessairement un sous-
graphe couvrant G. Ce qui pourrait empécher I'algorithme Flood de fonctionner est que
G ne soit pas connexe. Il faut donc montrer que G est connexe, en supposant bien str
que G le soit aussi. A priori cela semble évident : lorsqu’un sommet décide de désactiver
une aréte, c’est qu'un cycle court existe et donc qu’il existe un chemin alternatif évitant
l’aréte. Malheureusement, ce cycle n’existe que dans G. Si cela est en effet vrai lorsque la
premiére aréte est désactivée, cela ne l'est plus forcément pour les suivantes et encore
moins dans G o1 des désactivations en cascades pourraient se produire. L'exemple d’une
échelle circulaire ou une roue avec p = 2 suffisent pour ce convaincre qu’une preuve
s'impose. Chaque sommet a une vision locale du graphe et les désactivations ne se font
pas de maniere séquentielle en tenant compte des suppressions précédentes. Elles se
font de maniere simultanées dans la mémoire des sommets qui ne tient compte que de
G, pas des décisions des autres sommets.

Soit (eq,..., ep) la suite des arétes désactivées, c’est-a-dire qui étaient dans G et qui ne
sont plus dans G, ordonnée par identifiants croissants, soit

ID(e;) < ID(ey) <---<ID(ep).

Pour tout i € {1,...,p}, notons G; = G\ {ey,...,e;} le graphe G ou les i plus petites arétes
de la liste ont été supprimées. Ainsi Gg = G et G, = G. On a aussi G; = G;_ \ {¢;}. Notons
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que l'algorithme distribué peut construire Gy, G,, mais apriori il n’y a aucun moyen de
construire un G; pour 0 <i < p. Cela n'empéche pas que, pour les besoins de ’analyse,
la définition de G; soit parfaitement valide.

Par induction sur i, montrons que G; est connexe. C’est bien le cas pour G,. Suppo-
sons que G;_; est connexe. Soit C un cycle dans G ayant provoqué la suppression de e;,
c’est-a-dire passant par e; qui a le plus petit identifiant de C. Alos C ne contient aucune
aréte e; avec j < i puisque les arétes sont ordonnées par identifiants croissants. Il suit
que C est aussi dans G;_;. La suppression de e; dans G;_; produit un graphe encore
connexe, car ses extrémités sont encore connectees via le chemin C\ {¢;} qui est dans G;.
Donc G;_1 \ {¢;} est connexe, c’est-a-dire G;, et G, = G aussi.

Nombre d’arétes de G. La régle de désactivation implique qu’il n’existe plus dans G
de cycle de longueur < 2p. En effet, s’il en existait un, I'aréte de plus petit identifiant
sur ce cycle, disant uv, serait désactivée par u et v.

On va utiliser le fait suivant :

1+1/k 4 1 arétes.

H Tout graphe sans cycle de longueur < 2k possede m <n
Les détails de la preuve de ce fait peut-étre trouvée dans [Gav24|[Proposition 1.2,
Chp. 1]. En deux mots, I'idée est de montrer que tout graphe H a n sommets, m arétes et
sans cycle de longueur < 2k contient un arbre complet de profondeur k et de degré > d
ot d = m/n est le degré moyen. En particulier, cet arbre posséde au moins (d—1)* feuilles,
et bien stir moins de # sommets. Du coup, on obtient I'inégalité (d —1)* = (m/n—1)k < n,
ce qui implique le résultat m < n'*1/k 4+ n. Pour trouver cet arbre, il faut extraire un
sous-graphe non vide ou tous les sommets sont de degré > d. Et pour cela il suffit de
« densifier » H en enlevant itérativement tout sommet de degré < d, c’est-a-dire infé-
rieur & la moyenne. A la fin de cette densification, il reste un sous-graphe avec au moins
un sommet (sinon H possederait < dn = m arétes, ce qui est absurde) et tous sont de
degré > d par construction.

Avec des arguments plus complexes, il est possible de montrer deux fois mieux :
tout graphe sans cycle de longueur < 2k possede m < %(n”l/k + n) arétes [AHLO02], et

tout graphe sans cycle de longueur paire < 2k possede m < %n“l/k + 2K 11 arétes [LVO5].
Notons que si 'on interdit seulement les cycles de longueur exactement 2k = 6, il existe

des graphes avec plus de (% + 0.0338) n'+1/k arétes [FNV06)].

Flood dans G. Labscence de cycle de longueur < 2p implique que G posséde 7 <
n1*t1/0 4 1 arétes. Comme on a aussi 7 < m, il suit que:

m < min{m,n1+1/p+n}.
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La connexité de G garantit une exécution valide de Flood. D’aprés la proposition 3.3,
Message(FloodK,(rg), G) = MEssaGE(Flood(rp), G)=2ii—(n-1)

ce qui donne bien la formule désirée en remplagant # par le majorant précédant. O

On peut donc compléter la table 3.1 ainsi :

MESSAGE CONNALIS.-A-PRIORI

Castp O(n) T p = Q(logn)
FloodK, | O(n'*!/¢) | connais. a distance p>1
Flood O(n?) %} p=0

TaBLeE 3.2 — Compromis MEesSAGE/CONNAISSANCE-A-PRIORI pour les algo-
rithmes de diffusion sur les graphes (connexes) a n sommets.

Comme vont le montrer les exercices suivants, on ne peut pas dire grand chose sur
la complexité en temps de FloodK,, sinon que Temps(FloodK(rg), G) = eccz(rp). Pour

p € {0,1}, Temps(FloodK,(rg), G) = eccg(rg) car G = G dans ces deux cas, puisqu’aucun
sommet ne voit de cycle.

[Exercice. Montrer qu’en ajoutant un seul sommet a un graphe G peut suffire a désac-
tiver toutes les arétes initialement dans G pour tout p > 2 et tout G.| [Exercice. Soit G
une grille 2 x n (deux lignes horizontale de n sommets donc avec 2n sommets) et soit
P un chemin couvrant de G. Montrez qu’il existe, pour p = 2, une affectation d’iden-
tifiants de G telle que 5, c’est-a-dire G sans les arétes désactivées, soit exactement P.
Pour cela vous pourrez supposer que tout chemin P couvrant G peut étre formé a partir
de trois types de configurations : gauche (G), milieu (M) et droite (D). Les chemins en
configuration G (resp. D) ont leur extrémités alignées sur la colonne la plus a droite
(resp. gauche) et forme une sorte de U tournée de 90 degré vers a droite (resp. gauche).
Les chemins en configurations M ont leur extrémités sur la premiere et derniere co-
lonne et ondulent entre les deux lignes horizontales. Le chemin P est alors (1) soit de
type G, D ou M; soit (2) la concaténation de G|M|D ou les colonnes entre G|M et M|D
sont identifiées et ou la premiere et la derniere aréte verticale de M sont supprimées.
Ci-dessous, un exemple de chemin P en configuration G|M|D (ici disconnectée) allant
de s at, qui part d’abord vers la configuration G et revient dans M, puis ondule dans M,
pour terminer dans D et revenir en ¢.

0---0---% S 0---0 ¥---0---0

| o |

O---0---% 0---0 t *---0---0
G M D

Proposez une numérotation par induction sur le nombre de cases de chaque configura-
tion basée sur le fait (a prouver) que cela ne change en rien que les identifiants soient
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réels ou entier.] [Exercice. Construire un graphe G a n sommets, avec un sommet distin-
gué ry d’excentricité constante, et tel que Temps(FloodK;(ry), G) = 2(n).]

Le compromis établit dans la proposition 3.4 est essentiellement le meilleur
possible. On ne démontrera pas les résultats suivants qui, comme dans le modele
CONGEST, supposent des messages de taille b = O(logn) bits :

Proposition 3.5 ([AGPV90]) Pour tout n,m,p € N, il existe un graphe G avec n sommets
et m arétes pour lequel tout algorithme de diffusion A avec des messages d’au plus O(logn)
bits, en mode synchrone ou asynchrone et avec une connaissance > d distance p :

e si p <1, MEssaGe(A,G) = Q(m);

* si p > 2, MESSAGE(A,G) = Q((l/p)-min{m,nl”/p}), avec ¢ = 1 pour p € {2,3,5} et

c=2/3 sinon*.

3.5 Arbre couvrant

Considérons maintenant le probléme de construire de maniére distribué un arbre
couvrant de racine ry. Des variantes de ce probleme seront examinées plus amplement
au chapitre 5. Plus précisément on souhaite qu’a la fin de I’exécution de l’algorithme
chaque sommet u de G fixe une variable PARENT(1) correspondant a son parent (_L pour °
PARENT(7))), et un ensemble FiLs(u) correspondant a I’ensemble de ses fils.

Proposition 3.6 A partir de tout algorithme de diffusion depuis ry on peut construire un
arbre couvrant de racine ry avec une complexité en temps et en nombre de messages équiva-
lentes.

Preuve. Si l'on connait un algorithme A de diffusion a partir de r(, il suffit, pendant
I’exécution de A, de définir le parent de u comme le voisin v d’ou u a recu M en premier.
La fleche du temps interdit la création d’un cycle, et la diffusion a tous les sommets
garantit que la forét ainsi calculée est bien couvrante et connexe.

Si 'on souhaite récupérer les fils de u, il faut émettre vers son parent un message
particulier (comme «je suis ton fils ») et collecter ce type de messages. Cela ajoute n—1
messages supplémentaires, et une unité a la complexité en temps. Cela ne modifie pas
les complexités en temps et en nombre de messages car n— 1 est une borne inférieure

3. On peut méme supposer que tous les sommets connaissent #.

4. En fait, si la Conjecture d’Erdos-Simonovitz est vraie, ¢ = 1 pour tout p. Elle affirme que pour
chaque entier p > 2, il existe un graphe a n sommets sans cycle de longueur < 2p avec Q(n'*!/P) arétes.
Elle est vraie pour p € {2,3,5}, et pour les autres valeurs, les constructions les plus denses possedent
Q(n'+(2/3V/p) arétes, voir [KSV13].

5. On utilise le symbol L pour spécifier une valeur non définie.
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pour la diffusion d’apres la proposition 3.1. O

Notons qu’en asynchrone, le sommet u ne sait pas déterminer a partir de quel mo-
ment sa liste de fils est complete ou non. La liste sera complete apres un temps t+ 1, ou
t est la complexité en temps de la diffusion. Mais n’ayant pas d’horloge, u est incapable
de déterminer si le temps ¢ + 1 est révolu ou non. C’est le probleme de la détection de la
terminaison qui n’est pas exigée ici.

[Exercice. Déduire que tout algorithme distribué de calcul d’arbre couvrant nécessite
()(m) messages, méme si chaque sommet connait ses voisins.]

On laisse en exercice I’écriture précise d’un algorithme permettant de construire un
arbre couvrant de racine ry. Cependant, en combinant les propositions 3.3 et 3.6, on
obtient directement :

Corollaire 3.1 Il existe un algorithme distribué noté SpanTree (basé sur Flood) permettant
de construire un arbre couvrant G de racine ry avec (en mode synchrone ou asynchrone) :

* MEssaGe(SpanTree, G) = 2m + O(n).
* Temps(SpanTree, G) = eccg(rg) + O(1).

Il est a noté que les arbres ainsi construits difféerent beaucoup s’ils s’exécutent en
mode synchrone ou asynchrone. Par exemple, dans le cas ou G est une clique (graphe
complet), I'arbre généré par SpanTree en synchrone est toujours une étoile, alors qu’il
peut s’agir de n'importe quel arbre couvrant en mode asynchrone (voir figure 3.6).

\ \

FiGUre 3.6 — Deux exécutions de l'algorithme SpanTree pour une clique a 5
sommets. En bleu clair les messages qui ne donneront pas lieu a des arétes
de l’arbre couvrant final.

3.6 Diffusion avec détection de la terminaison

Un probléeme potentiel des algorithmes précédents est qu'un sommet ne sait pas sila
diffusion est terminée. C’est en fait un probléeme général en algorithmique distribuée.
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Cela peut étre tres génant en asynchrone lorsque plusieurs algorithmes, ou plusieurs
étapes d’'un méme algorithme, doivent étre enchainés séquentiellement dans un ordre
bien précis. Le risque est que des messages de deux algorithmes ou étapes se mélangent
et aboutissent a des erreurs.

On distingue deux types de terminaisons :

Locale. Le processeur a terminé. En particulier, il n’émet ni ne recoit plus aucun mes-
sage, méme si certains messages peuvent encore circuler sur des arétes incidentes.

Globale. Tous les processeurs ont terminé et plus aucun message ne circule (ou plus
exactement, il n’y a plus de réception de messages).

Bien évidemment, en séquentiel terminaison locale et globale coincides.

Mais au-dela de la terminaison, il y a aussi la détection de la terminaison globale de
I’algorithme. On en distingue trois :

Sans détection. L'algorithme est terminé, mais aucun processeur ne le détecte.
Deétection locale. Il existe un processeur qui détecte que l'algorithme est terminé.
Détection globale. Tous les processeurs ont détecté que 'algorithme est terminé.

On va considérer la variante de la diffusion ou, en plus de réaliser une diffusion a
proprement parlée, 'on souhaite que chaque sommet u possede une variable booléenne
Fin(u), qui lorsqu’elle passe a Vrar indique a u que tous les sommets de G ont bien
recu le message M. Il s’agit donc de la détection globale de la terminaison globale de
l'algorithme.

La solution consiste a modifier l'algorithme Flood en envoyant un message
(« DONE ») a son parent lorsque qu’on est sir que tous les sommets de son propre
sous-arbre ont été informés. Puis, le sommet r diffuse un message de fin (« END ») vers
tous les sommets de G. Pour cela on se sert de I’arbre que 'on construit en méme temps
que Flood (message « FILS »).

Dans l'algorithme ci-dessous, la variable ¢ représente le nombre d’accusés qu'un
sommet est supposé recevoir. Notons que l’algorithme suivant nécessite que les som-
mets connaissent leur nombre de voisins (leur degré).

Algorithme FloodEcho(r)
(code du sommet u)

1. Fiis(u):= @ et Fin(u) := Faux.
2. Siu =ry, alors SEND(« DATA,M »,v) pour tout v € N(u), poser ¢ := deg(u).
3. Sinon,

(a) M :=Receve() et v le voisin qui a envoyé M.
(b) SEND(« FILS »,v), SEND(« DATA,M », w) pour tout w € N(u) \ {v}.
(c) Poser ParReNT(u) :=v et c:=deg(u)—1.

4. Tant que c>0:
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(a) M’:=Receivg() et v le voisin qui a envoyé M’.
(b) Si M’ est de type « DATA », SEnp(« ACK »,v).
(c) Si M’ est de type « FILS », FiLs(u) := Firs(u) U {v}.
(d) Si M’ est de type « ACK » ou « DONE », poser c:=c— 1.
5. Siu #ry, SEND(« DONE », PARENT(11)) et attendre un message « END ».

6. Fin(u) := Vral1, SEND(« END »,v) pour tout v € FiLs(u).

Dans la suite on notera D = diam(G) le diametre de G.

Proposition 3.7 Pour tout graphe G et sommet distingué ry :
En mode synchrone :

* MEssaGe(FloodEcho(ry), G) = O(m),
* Temps(FloodEcho(ry), G) = O(ecc(ry)) = O(D).
En mode asynchrone :

. MESSAGE(FloodEcho(r ), G) = O( ),
* Temps(FloodEcho(ry), G) = O(n)

Preuve. [Cyril. IL FAUT MONTRER QUE L'ALGO EST VALIDE]

En ce qui concerne le nombre de messages, les étapes 2,3 envoient ) , deg(u) = 2m
messages, qui sont recus a I’étape 4. Les étapes 5,6 concentrent et diffusent le long d’un
arbre, donc consomment 2(n — 1) messages. En tout, cela fait O(m + n) = O(m) messages
puisque G est connexe (et donc m > n—1).

En ce qui concerne le temps, les étapes 2,3,4 prennent un temps O(D). La concen-
tration puis la diffusion aux étapes 5,6 prennent un temps O(D) en synchrone.
Malheureusement, en mode asynchrone, on ne maitrise pas la hauteur de l’arbre, qui
peut étre de n — 1. La complexité en temps asynchrone est donc O(D + n) = O(n) (car
D < n) dans le pire des scénarios. O

3.7 Concentration

La concentration est un probléme similaire a celui de la diffusion. Il s’agit pour
chaque sommet u du graphe d’envoyer un message personnel M, vers un sommet dis-
tingués ry. C’est en quelque sorte le probleme inverse, sauf que les messages ne sont pas
tous identiques comme dans le cas d’une diffusion.

Voici une solution, lorsqu’un arbre T de racine r( est disponible, c’est-a-dire connu
de chaque sommet u par les variables PARENT(u) et FiLs(u).
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[Cyril. 11 y a en fait deux problémes : (1) Le ConvergeCast selon un arbre T déja
construit, ou chaque sommet doit renvoyer a son parent une certaine fonction f de sa
valeur et de celles recues de tous ces voisins. Cela sert par exemple pour les Dijkstra,
Synchroniseurs f3, ... f peut étre la somme (et cela sert a compter le nombre de som-
mets de I’arbre), ou une fonction constante (qui sert a indiquer a la racine lorsque tout
le monde a fini). Et (2), le probleme de convergence avec messages individuels et en
I’absence d’arbre. Le probleme (1) est en fait important puisqu’il est a la base de Map-
Reduce, ici f est correspond a Reduce. Illustrer les problemes Map-Reduce de base
comme compter un mot donné sur les milliers de pages web (Reduce f est la somme),
ou le calcul du page-rank de Google ou l'on veut compter le nombre de fois qu'une page
web est pointée. ]

Algorithme Converger(ry)
(code du sommet u)

1. Poser c := |FiLs(u)|.

2. Sic=0etu=ry, alors SEND(M,,, PARENT(1)).

3. Tantque c>0:
(a) M :=Receive() et v le voisin qui a envoyé M.
(b) c:=c—-1.

(c) Siu #ry, SEND(M, PARENT(1)).

Siaucun arbre n’est disponible, le plus simple est alors d’en calculer un, par exemple
grace a SpanTree, puis d’appliquer Converger. La mauvaise solution étant que chacun
des sommets réalise indépendamment une diffusion. On est donc stir que ry regoive une
copie de chaque message, mais ce n’est pas efficace en terme de nombre de messages
avec O(nm) messages.

Proposition 3.8 Il existe un algorithme distribué Converge qui réalise pour tout graphe G
et sommet 1 la concentration vers ry avec :

En mode synchrone :

* MEssaGge(Converge, G) = O(m),
* Temps(Converge, G) = O(D).

En mode asynchrone :

* MEessaGge(Converge, G) = O(m),
» Temps(Converge, G) = O(n).
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A TAILLE des messages peut avoir un impact non négligeable sur les performances
L des l'algorithmes, notamment sur leur temps d’exécution. C’est tout l'intérét de
I'étude du modele CONGEST. Prouver que résoudre un probleme distribué donné ne
peut se faire sans transmettre une certaine quantité de messages de taille limitée, c’est-
a-dire un certain volume de communication, est difficile. Comme nous allons le voir,
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dans certains cas, il est possible de conclure en utilisant la complexité de communication.
Cette notion a été introduite par Yao en 1979 dans « Some Complexity Questions Related
to Distributive Computing », article qui a valu le prix Turing en 2000 a son auteur [Yao79].

Mots clés et notions abordées dans ce chapitre :

* simulation

e algorithme de détection

* borne inférieure pour SET-DISJOINTNESS

* propriété des rectangles, ensemble discriminant
* protocole sans-préfixe

4.1 Introduction

Les bornes inférieures sur la complexité en temps pour le modele LOCAL s’ap-
pliquent bien évidemment au modele CONGEST, ce dernier pouvant étre vu comme
une restriction du modele LOCAL a des messages de taille O(log n) bits. Mais les argu-
ments que 1’'on peut utiliser pour le modele LOCAL sont souvent bien trop faibles pour
étre intéressants dans le modele CONGEST. En effet, certains problemes sont de ma-
niere inhérente locaux, comme la détection de « voisins qui se connaissent » par exemple
(détection de cycle de longueur trois). Ce probleme peut bien évidemment étre réalisée
en un nombre constant de rondes dans le modele LOCAL. Cela n’'implique malheureu-
sement pas grand chose dans le modele CONGEST ou 'on est loin de savoir le résoudre
en un nombre constant de rondes.

Il y a bien str des problemes qui ne sont pas locaux, c’est-a-dire qui méme dans le
modele LOCAL nécessitent un nombre de rondes arbitrairement grand. C’est le cas, par
exemple, du calcul d’un arbre couvrant de poids minimum qui sera abordé au para-
graphe 5.3 du chapitre 5. Il peut nécessiter (2(D) rondes pour des graphes de diametre
D, méme dans le modele LOCAL. [Exercice®. |1 |Précisez les entrées/sorties pour le pro-
bleme du calcul distribué d’un arbre couvrant de poids minimum. Montrez qu’il
faut au moins D rondes dans le cas d’un cycle de longueur n = 2D + 1 (donc de dia-
metre D), en supposant que chaque sommet possede la liste de ses arétes incidentes et
leur poids.] [Exercice®. Montrez que tout probléeme distribué décidable sur un graphe
G possede un algorithme distribué sur G de complexité en temps O(D) dans le modele
LOCAL, ou D = diam(G) est supposé connu de tous les sommets. Montrez qu’en fait, on
peut faire 2r+2 rondes, ou r est le rayon de G, sans que r ou D soit préalablement connu
des sommets.] Cependant, pour ce probleme dans le modele CONGEST, il est possible
de prouver une borne inférieure sur le temps en Q(D + v/n/polylog(n)), ce qui est au
moins \/n/polylog(n), qui vaut méme pour les graphes de diamétre D > 4. Ce résultat,
qui utilise la complexité de communication, montre une séparation entre les modeles
LOCAL et CONGEST. En fait, il a été montré dans [LPSP01], qu’il fallait un temps
au moins n/polylog(n) pour des graphes de diamétre D = 4, et un temps au moins
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n'/4/polylog(n) pour des graphes de diamétre D = 3. Cependant, pour les graphes de
diametre D = 2, il a été montré que O(logn) rondes suffisaient, faisant apparaitre une
autre séparation entre le cas D =2 et D > 2.

Dans ce chapitre, on ne démontrera pas de telles séparations pour des problemes
non locaux. On va plutdt s’intéresser a des problémes plus locaux. A titre d’exemple,
citons deux taches réalisables en temps constant dans le modéle LOCAL mais pas dans
le modele CONGEST :

Probleme 1. Chaque sommet d’un arbre enraciné souhaite collecter les identi-
fiants de tous ces petits-fils, c’est-a-dire les fils de ses fils ou encore
ses descendants a distance deux.

Probleme 2. On souhaite détecter si dans le graphe un sommet possede deux voi-
sins qui ont un autre voisin en commun, c’est-a-dire détecter si le
graphe possede ou pas un Cy4, un cycle a quatre sommets.

Dans le contexte du calcul distribué, détecter une configuration particuliére signifie :

1. au moins un sommet la détecte s’il elle se produit quelque part (et ce sommet
passe dans un état permanent ! vEs); et

2. aucune détection n’ait lieu si elle ne se produit pas (et tous passent dans 1’état
permanent NO).

Cela correspond au modele des alarmes incendie dans un batiment : un feu est détecté si
au moins une alarme se déclenche, et en ’absence de feu aucune alarme n’est autorisée
a se déclencher.

De maniere plus compact, on peut dire qu'un algorithme distribué détecte une confi-
guration si et seulement si au moins un sommet la détecte.

Dans le modele LOCAL, une solution en deux rondes au probléme 1 pourrait étre
comme ci-dessous, en supposant que l’arbre est connu via les variables PARENT et Firs :

Algorithme Collecter-ID-Petits-Fils
(code du sommet u)

1. S:={ID(u)}
2. Pour i € {1,2} faire :
(a) NEwRounD
(b) SEND(S, PARENT(1))
(€) S = Uyepns(u) (RECEIVE(V)]

1. On veut dire par la que la sortie de ’algorithme (ici YEs) peut étre lue dans une certaine variable du
sommet.
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I1 est clair d’apres ce code qu’apres la premiére ronde chaque sommet u possede
dans sa variable S la liste des IDs de ses fils, et qu’apres la seconde, u contient dans S
I’ensemble des identifiants de ses petits-fils, comme demandé.

[Exercice*. On considere le probleme 1 dans le modele CONGEST, en supposant que
les n sommets ont des identifiants {0,...,n—1}.| 1 |Montrez qu’il suffit de transmettre au
total au plus n+ O(logn) bits par aréte. | 2| Montrez qu’il est nécessaire de transmettre
()(n) bits sur une aréte dans le pire des cas. | 3 |Que devient cette complexité (nombre de

bits au total sur une aréte) si I’arbre est de hauteur deux? |4 |Un arbre (enraciné) T est
dit a-équilibré si le nombre de descendants de deux fils quelconques de tout sommet u
sont proches a un facteur a pres, c’est-a-dire si|T,|/|T, | € [1/a, a] si|T,|,|T, | représentent
le nombre de sommets du sous-arbres issu de u. Montrez que si T est a-équilibré et de
degré minimum > n¢ (pour les non-feuilles), ou @ > 1 et 0 < ¢ < 1 sont deux constantes
fixées, alors il suffit de transmettre au plus o(n) bits par aréte. Préciser cette quantité
(en bits) lorsque a =2 et ¢ = 1/3.]

La variante du probleme 1 qui consiste a récupérer le plus petit identifiant de ses
petits-fils (ou le XOR des identifiants ou n’importe quelle fonction associative et com-
mutative des identifiants) est réalisable en un temps constant dans le modele CONGEST
[Exercice. Comment?] Notons qu’on peut facilement étendre les résultats concernant le
probléme 1 aux cas des graphes, c’est-a-dire a la variante consistant a collecter les iden-
tifiants des sommets a distance deux dans un graphe quelconque. En particulier, on
peut montrer qu’il faut et il suffit de @(n/logn) rondes dans le modele CONGEST pour
collecter les identifiants a distance deux dans un graphe.

[Exercice*. Montrez que les bornes en ©(n) bits par aréte de l’exercice précédant
pour le probléme 1 concernant les arbres peut étre appliquées aux cas des graphes. En
déduire le nombre optimal de rondes de @(n/logn) dans le modele CONGEST. Que
devient ce nombre de rondes dans le modeles b-CONGEST ?]

Par contre, on va établir que le probleme 2 de la détection de C3 ou de C4 dans le
modéle CONGEST nécessite de transmettre au moins \/n/polylog(n) bits sur une aréte
et donc nécessite \/n/polylog(n) rondes dans le pire des graphes (cf. I’Exercice 2). Ce
résultat fait appel a la complexité de communication qu’on définira plus formellement
dans la section 4.4. Mais dans un premier temps, on va montrer dans la section 4.2
comment détecter un C; ou C4 en temps O(+/n), toujours dans le modéle CONGEST.

4.2 Detection de C; ou Cy4

L'objectif est donc de détecter un C3 ou un C4 dans un graphe G qui a n sommets.
Plus précisément, a la fin de I'algorithme, chaque sommet u doit écrire son résultat dans
une variable booléenne DetecT(1) € {VRAL FAUX} avec la propriété :

G contientun C3ou Cy <= du € V(G), Detect(u) = VRAI.
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L'objectif est d’atteindre une complexité en temps de O(y/n) dans le modéle CONGEST.
On montrera plus tard en section 4.5 'optimalité de cette complexité. Notons la diffé-
rence de complexité entre connaitre les identifiants a distance deux (une variante du
probleme 1) et le fait de détecter des intersections dans ce méme ensemble d’identi-
fiants (le probleme 2).

Pour simplifier, on va présenter l'algorithme dans le modele b-CONGEST lorsque
b = O(+/nlogn) bits. On en déduira automatiquement un algorithme dans le modéle
CONGEST classique, c’est-a-dire avec b = O(log n), en multipliant le temps par un fac-
teur \/n, grace a la proposition suivante.

Proposition 4.1 Soit Aun algorithme distribué sur un graphe G en mode synchrone utilisant
des messages d’au plus b bits. Pour tout entier b’ € [1,b), il existe un algorithme A’ calculant
les mémes sorties que A sur G et utilisant des messages d’au plus b’ bits tel que :

* Temprs(A,G) =[b/b"]- Temps(A, G);
* MEsSAGE(A, G) = [b/b"] - MEssAGE(A, G).

Preuve. On construit A" a partir de A, connaissant b et b’. Posons k := [b/b"]. Chaque
ronde i de A est subdivisée en k sous-rondes notées iy,...,i, pour A. Puis, chaque mes-
sage M a destination d’un voisin v voisin de u est découpé en k sous-messages My, ..., My
chacun de b’ bits. Les derniers sous-messages peuvent étre vides si la taille de M n’est
pas assez grande. Le sous-message M; est alors envoy€ a la sous-ronde i;. La réception
en v de M; s’effectue lors de la sous-ronde i;. La sous-ronde i est chargée de fusionner
tous les sous-messages M o---oMj recus afin d’obtenir le message M. La partie COMPUTE
de la ronde i est effectuée lors de la derniére sous-ronde i, lorsque tous les messages
recus ont été réassemblés.

Il est clair que les calculs (et donc les sorties) de A et de A" sur G sont identiques
(en fait les calculs de A" aux sous-rondes iy, en particulier la sortie de I’algorithme). Les
complexités en temps et en nombre de messages pour A" ont été multipliées par k par
rapport a A. O

Pour simplifier la présentation, on supposera que ID(u) = u. Les rondes étant clai-
rement distinguées, les NEwRouND sont superflues. Pour les illustrations, on va asso-
cier une couleur a chaque sommet u suivant le résultat de la premiere ronde : bleu si
b, = VRaI et rouge sinon. Voir la figure 4.1.

Algorithme Detect.Cj 4
(code du sommet u)
Ronde 1

* SENDALL(u)
* §:=Upen(u) {RECEIVE(V)}
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e b:= (S| <+/n) (b € {Vrar1, Faux}, u est bleu ou rouge)
Ronde 2

* SENDALL(D) (envoie la couleur de u)

* B:=Uyen(u) {RECEIVE(V)} (B=1{b,:veN(u)})

* R:={v:b, € Bet b, = Faux} (sélectionne les voisins rouges)

e r:=(|R| <+/n) (r € {VraI1, Faux})
Ronde 3 (ou Phase 3)

e Sir=Faux,R:=0 (si trop de voisins rouges)

* Si b = Vrarl, SENDALL(S) sinon SENDALL(R) (envoie S ou R suivant la couleur)

* T:= Upen(u) {RECEIVE(V)} (T={T,:veN(u),T,=S5,ouR,}

* Derecr:=(-r)vV(AT, 2T, €T, (T, U{v})) N (T, U{w})|>1) (fixe DeTECT(1))

Ficure 4.1 — Illustration de la ronde 3 de l'algorithme Detect.C;,. Les
échanges de voisinages différent suivant la couleur des sommets (ici un som-
met u bleu).

On note qu’on suppose la valeur de n connue de tous les sommets. Mais, comme
on va le voir, n’importe quel majorant M > +/n suffit pour garantir de fonctionnement
de I'algorithme avec des messages d’au plus (M — 1) [logn] bits, en remplacant les deux
occurrences de « \/n » par M.

Le reste de la section est consacré a ’analyse de I’algorithme Detect Cj 4.
Tous les messages sont d’au plus O(y/nlogn) bits. En effet, ils contiennent :

* pour la ronde 1, un seul identifiant, soit [log ] bits;
* pour la ronde 2, un seul bit; et
* pour la ronde 3, au plus [yn] -1 identifiants, soit O(y/nlogn) bits.

I1 faut montrer que :
1. Si DeTECT(14) = VRAI, alors G contient un C3 ou Cy;

2. Si G contient un Cj3 ou Cy, alors il existe un sommet u tel que DETECT(14) = VRAL
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Pour le premier point, on suppose donc que Detect(11) = VRAL Il y a deux cas.

Cas 1a. Si r = Vrar C’est que l'intersection (T, U {v}) N (T, U {w}), pour deux voisins
v, w de u, contient en plus de 1 un autre sommet. Cet autre sommet permet de former
un C3 ou C4 dans G car les ensembles T, € T, T, € {S,, R, }, correspondent, dans tous les
cas (méme si R, = &), a des voisinages (éventuellement partiels) de G.

Cas 1b. Si r = Faux. On est alors en présence d’un sommet u qui posséde |R,| > \n
voisins rouges (en particulier u doit étre rouge), chacun ayant |S,| > /n voisins. Voir la
figure 4.2.

Ficure 4.2 — Contradiction sur le nombre de sommets des voisins rouges d’un
sommet u ayant r = Faux, alors qu’il n’y a pas de C3 ou Cy.

Cela implique qu’il existe un C; ou C4 passant par u, sinon les voisinages des som-
mets rouges voisins de u deviennent deux a deux disjoints (en ignorant u commun a
tous les voisinages). Dans ce cas, le nombre de rouge de sommets de G serait au moins
de:

L+Ryl+ ) (S)1=1) > 1+ VieVix(Vi=1) = 1+n

veR,,

en contradiction avec le fait G possede n sommets. On note que l'argument tient en
remplagant « \/n » par n’importe quelle valeur M > /n.

Pour le deuxieme point, on suppose donc que G possede un cycle C; de longueur
t € {3,4}. Il y a plusieurs cas a considérer, suivant la couleur des sommets de C;. On
peut supposer r,, = VRAI pour chaque sommet u de C;, puisque sinon DETECT(1) = VRAI
a cause du terme « —r » dans la derniere ligne de la ronde 3. En particulier, d’apres la
Ronde 3 de l'algorithme, les sommets bleus ont diffusé a leurs voisins leur voisinage
complet et les sommets rouges tout leur voisinage rouge.

Il y a deux cas (voir la figure 4.3).

Cas 2a. Tous les sommets de C; sont bleus. Dans ce cas, il existe un sommet u voisin
de deux sommets bleus v, w. Alors DetecT(11) = VRAI puisque les voisinages S, S,, com-
plets vont étre recus par u a la ronde 3 qui va donc détecter le sommet z et C; qui se
trouve nécessairement dans leurs intersections.
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FiGUure 4.3 — Les deux cas de coloration des sommets d’un cycle C; avec t €
{3,4} : ils sont tous bleus ou pas. Suivant la valeur de t et le cas de figure,
z = v (a gauche) ou u = v (a droite) sont possibles. Dans tous les cas, u va
détecter z dans l'intersection des voisinages transmis par v et w.

Cas 2b. Il existe au moins un sommet rouge dans C;, disons z. Dans ce cas, on consi-
dere le sommet u qui est a l'opposé de z si t = 4 ou bien le sommet v si f = 3 en posant
u =v. Alors DeTECT(14) = VRAI puisque les voisinages R, et R, vont étre regus par u a la
ronde 3 (rappelons que r, = r,, = VRraI), et bien sur z € R, N R, puisque z est rouge. En
fait, suivant les couleurs de v et w, u peut recevoir les sur-ensembles S, 2 R, et S, 2 R,,.
Dans tous les cas, u va détecter C; qui se trouve nécessairement dans cette intersection
car z est rouge.

Ceci démontre la validité de l’algorithme Detect.C; 4. Ainsi, nous avons montré :

Proposition 4.2 Dans le modele CONGEST, il est possible de détecter un Cs ou Cy en temps

O(Vn).

Notons que le probleme probleme 1 généralisé aux graphes, c’est-a-dire donnant
pour chaque sommet la liste des ID des sommets a distance deux, permettrait de ré-
soudre le probleme de détection de C; ou C4 avec O(n/logn) rondes. Cependant, si
cela suffit, un sommet n’a pas forcément besoin de connaitre les ID de ses voisins a
distance deux, méme si cela parait nécessaire pour déterminer l'intersection (ou son
abscence) des voisinages de ses voisins. La sortie des deux problémes n’est pas exacte-
ment la méme (liste d’ID pour probléme 1 versus booléenne pour la détection), ce qui
produit possiblement des solutions différentes aux performances différentes.

[Exercice. Montrez que, de maniére générale, dans le modele b-CONGEST on peut
détecter un C3 ou C4 en temps O(+/n/b-logn).] [Exercice*. Discutez d’une extension de
'algorithme Detect Cj 4 permettant de détecter un Cj. |

4.3 Argument de simulation

La complexité de communication est un outil permettant de déterminer le nombre
de bits a échanger entre plusieurs individus (traditionnellement Alice et Bob) afin de
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résoudre une tache donnée. C’est la version épurée du calcul distribué : deux sommets
connectés par une aréte, cf. figure 4.4.

ALICE BOB

O O
A B

ANB=27?

FiGUure 4.4 — Complexité de communication : combien de bits Alice et Bob
doivent-ils s’échanger pour déterminer si leur ensemble privé s’intersectent ?

Un exemple de tache a résoudre est la suivante : Alice et Bob possedent chacun un
sous-ensemble A,B C {0,...,n—1}. La question est de savoir combien de bits Alice et
Bob ont-ils besoin de s’échanger pour savoir si A et B s’intersectent? (Bien sir, Alice et
Bob ont la liberté de se mettre d’accord sur un protocole avant de recevoir chacun leur
sous-ensemble privé.) C’est le probleme SeT-DisjoiNnTnEss pour lequel il a été établit
que la complexité de communication était de @(n) bits >. Ce probléme a été beaucoup
étudié [Shel4]. On reviendra sur ce résultat dans la section 4.5.

L'idée générale de la réduction du probleme distribué au probléeme de communi-
cation est un argument de simulation. On suppose qu’Alice et Bob disposent de 1’al-
gorithme distribué supposé résoudre une certaine tache dans le modele CONGEST. Ils
simulent alors I'exécution de l’algorithme chacun sur une partie spécifique d’un graphe
particulier, dépendant des entrées d’Alice et Bob (voir figure 4.5). De cette simulation,
Alice et Bob en déduisent un protocole permettant de résoudre le probleme de commu-
nication : les messages circulant sur les arétes entre les parties, les sommets controlés
par ceux d’Alice et ceux de Bob, donnent les messages du protocole de communication;
et les messages internes et les calculs locaux définissent les calculs privés d’Alice et Bob.

Si le probléme de communication nécessite au moins k bits, c’est-a-dire sa com-
plexité de communication est au moins k, alors une des, disons p, arétes connectant
la partie d’Alice a celle de Bob doit transmettre au moins k/p bits durant l’exécution
de l'algorithme. Cela implique une borne inférieure de (k/p)/polylog(n) rondes dans le
modele CONGEST puisqu’en une ronde, le long d’une aréte, on ne peut transmettre
qu’au plus O(logn) bits.

Pour I’anecdote, on ne connaissait toujours pas en 2025 la complexité du probleme
de la détection d’un triangle dans le modele CONGEST. On pense qu’il n’est pas pos-
sible de le faire dans tout graphe en temps constant, mais on en a pas la preuve. Il est
possible cependant de montrer qu’il faut transmettre (Q(logn) bits sur une aréte pour

2. Le résultat reste vrai méme pour un protocole de communication probabiliste (= utilisation de bits
aléatoires communs et probabilité de succes > 1/2), cf. [HWO07]. Dans le cas déterministe la borne est n,
cf. [AB16, page 273] (on verra que c’est précisément n+ 1). Dans le cas quantique, par contre, la borne est
de ©(y/n) qubits. Mais c’est une autre histoire [BGK*18]. En fait, dans le cas quantique la borne est de
©(n/r +r) pour r est le nombre autorisé de rondes de communications entre Alice et Bob.
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Ficure 4.5 — Protocole de communication entre Alice et Bob déduit de la
simulation d’un algorithme distribué dans le modele CONGEST.

distinguer un triangle d’un hexagone >. Pour des travaux reliés a ce probléme, se repor-
ter 3 [FGKO18][EFF*22][FLMT24][Luc24].

Notons que la complexité du probleme de détection d’un triangle dans un graphe
par un algorithme séquentiel n’est pas non plus connue : c’est entre n? et n%3-.

On cache ici certains détails dans le terme polylog(n), '’équivalent du « tapis » donc.
Parmi ces détails, il y a par exemple le fait que dans la simulation, 1’algorithme distri-
bué peut utiliser le temps puisqu’il est synchrone, alors qu’Alice et Bob ne le peuvent
pas. Pour étre exact, ils peuvent le faire seulement entre les nceuds de la partie qu'ils si-
mulent. Ils doivent donc spécifier le numéro de ronde, mais aussi les ID des extrémités
des arétes connectant Alice et Bob. En effet, I’algorithme distribué a simuler pourrait
envoyer a la ronde ¢ un premier message de u a v du type : «le laps de temps écoulé
jusqu’a mon prochain message déterminera son contenu » et puis un second message
au top t + x du type : « voici mon message » ou «¢a y est!». Le voisin v en déduit x
par différence des tops horloge. Pourtant le nombre de bits échangés entre u et v est
constant, alors que la valeur x transmise via I’horloge peut étre arbitrairement longue
et coder n'importe quelle information. Pour que les joueurs puissent réaliser correcte-
ment la simulation, il faut donc ajouter le numéro de ronde (de l'algorithme distribué
simulé) a chaque message sur les arétes Alice-Bob, ainsi que I'identifiant des extrémités
des arétes (pour qu’Alice et Bob s’y retrouvent). Bref, si le temps total de 'algorithme
est polynomial 4, cette simulation ajoutera O(log ) bits a chacun des messages.

On va revenir maintenant sur la complexité de communication a proprement parlée.
En particulier on va montrer que pour SET-DisjoINTNESs de taille n Alice et Bob doivent
s’échanger au moins n + 1 bits, ce qui est optimal.

3. Avec I'hypothése que les identifiants sont dans {0,...,n— 1}, un espace d’identifiants plus important
rendant plus grandes les bornes inférieures.

4. Bien évidemment, si le temps est plus grand que polynomial, l’affaire est pliée puisqu’on veut dé-
montrer que ce temps n'est pas trop petit. De maniere générale, il faut ajouter O(log T) bits a chaque
message, ou T est la borne inférieure que I'on veut rajouter.
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4.4 Definition

Pour faire simple, les probléemes de communication auxquels on s’intéresse re-
viennent a calculer une fonction booléenne f: {0,1}" x{0,1}" — {0,1} a I'aide d’un pro-
tocole de communication entre deux parties, traditionnellement Alice et Bob. On peut
généraliser a des ensembles plus généraux et des fonctions f: X xY — Z, et aussi a des
problemes de communication impliquant plus de deux parties.

Dans ce contexte, Alice connait 1’entrée x, Bob I'entrée y, et bien sir ils ont comme
connaissance commune un protocole qui va leur permettre de calculer f(x,y). Ils dis-
posent d’une puissance de calcul arbitraire, sauf qu’ils ne peuvent pas communiquer
en dehors de l'application du protocole. Bien évidemment, chacun ignore l'entrée de
l'autre, et I'exécution du protocole doit faire en sorte que le dernier message échangé
soit f(x,y) sachant que c’est Alice qui commence. Voir la figure 4.6 pour un exemple.

~—{m;, =100 F—=—
Al ICF ms =1 ROR

x=0100100 f(X y)zl }):1110001

Ficure 4.6 — Exemple de protocole de communication entre Alice et Bob pour
le calcul d’une certaine fonction booléenne f. Ici, Alice et Bob doivent déter-
miner si leurs entrées respectives ont un « 1 » a une méme position. Si c’est
le cas f(x,y) = 1, sinon f(x,y) = 0. Le protocole Il qu’ils appliquent est le
suivant : chacun envoie tour a tour la prochaine position de leurs bits a 1
susceptible d’étre commun (en partant de 0) jusqu’a soit trouver une po-
sition commune (et le premier qui la détecte envoie 1), soit ne plus avoir
de position a 1 (et le premier qui s’en apergoit envoie 0). La suite des mes-
sages échangés, (mg,my,my,m3) = (10,100, 101,), appelée script, permet de
calculer f(x,y) =|1| dans 'exemple. [Exercice. Déterminez toutes les entrées
possibles d’Alice et de Bob qui auraient chacune produit le méme script.]

Pour raccourcir un peu la définition de [AB16], a chaque ronde i =0, 1,..., on notera
J(i) € {Alice, Bob} le joueur censé émettre le message de la ronde i et I(i) € {x,y} l'entrée
dujoueur J(i). Bien évidemment, on a J(i) # J(i+1) pour tout i. D’apres notre convention,
J(0) = Alice et I(0) = x. Attention! c’est un peu le mode talky-walky ou chacun parle a
son tour. A la ronde i, c’est J(i) qui parle a J(i + 1) qui I’écoute sagement. Il ne s’agit
pas de rondes synchrones comme dans le modele LOCAL ou les messages d’'une méme
ronde se croisent.

La définition la plus (trop ?) simple que 'on peut trouver pour un protocole de com-
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munication est la suivante, la définition originale de Yao de 1979 étant moins intuitive.
On y reviendra cependant dans la section 4.6.

13.1 DEFINITION OF TWO-PARTY COMMUNICATION COMPLEXITY

Now we formalize the informal description of communication complexity given
above.

Definition 13.1 (Two-party communication complexity) Let f : {0, 1}** — {0, 1} be a
function. A t-round two-party protocol T1 for computing f is a sequence of ¢ functions
Pq,...,P;: {0, 1}* — {0, 1}*. An execution of IT on inputs x, y involves the following:
Player 1 computes p; = P;(x) and sends p; to Player 2, Player 2 computes p, =
P>(y,p1) and sends p> to Player 1, and so on. Generally, at the ith round, if i is odd,
then Player 1 computes p; = P;j(x,p1,--.,pi—1) and sends p; to Player 2, and similarly
if i is even then Player 2 computes p; = P;(y,p1,...,pi—1) and sends p; to Player 1.

The protocol IT is valid if for every pair of inputs x, y, the last message sent (i.e.,
the message p;) is equal to the value f(x, y). The communication complexity of II is
the maximum number of bits communicated (i.e., maximum of |p1| + ... + |p;|) over
all inputs x,y € {0, 1}"*. The communication complexity of f, denoted by C(f) is the
minimum communication complexity over all valid protocols II for f.

Forevery function, C(f) < n+1since the trivial protocolis for first player to commu-
nicate his entire input, whereupon the second player computes f (x, y) and communicates
that single bit to the first. Can they manage with less communication?

Ficure 4.7 — Définition comme donnée dans [AB16], extrait de la page 271.

La définition 4.1 ci-apres ne fait que paraphraser la définition reproduite sur la fi-
gure 4.7.

Définition 4.1 Un protocole I1 pour f est une suite de fonctions {P;},.y telles que pour
toutes entrées x,y € {0, 1}" et toute ronde SieN:

* P {0, 1) % ((0,1)) = {0,1)";

* J(i) envoie a J(i + 1) le message m; = P;(1(i), my,...,m;_q); et

* le dernier message envoyé est la valeur de f(x,p).

Les fonctions P; indiquent quel message doit étre transmis a la ronde 7 par le joueur
J(i), message qui dépend de l'entrée du joueur /(i) et de tous les messages déja échan-
gés. Dans cette définition, il n’y a pas de notion d’horloge et encore moins de délais de
transmission des messages. Chaque fonction P; indique le message qu’il doit étre trans-
mis et c’est tout. Le receveur J(i + 1) recoit le message et calcule P, ;. En quelque sorte
les messages passent de I’envoyeur au récepteur sans délais ni erreur.

Définition 4.2 Le colt de communication d’un protocole I1 pour une fonction booléenne
f est la somme des longueurs des messages envoyés (en bits) pour les pires entrées x,y.

5. Contrairement a la définition de [AB16, page 271], on supposera que i commence a 0.
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D’apres, ces définitions, il est toujours possible de garantir un cott de communi-
cation de n + 1 pour toute fonction f : il suffit a Alice de transmettre entiérement son
entrée x a Bob qui renvoie a Alice f(x,y) comme second et dernier message. C’est le
protocole trivial.

[Exercice. Quel est le cott de communication, en fonction de la taille n des entrées,
pour le protocole donné dans 'exemple de la figure 4.67?]

Tout comme la définition de [AB16, page 271] (voir figure 4.7), on aimerait bien
définir la complexité de communication de f comme le plus petit colt de communica-
tion d’un protocole pour f. On la définira précisément plus tard dans la section 4.6, car
comme on va le voir, la bonne définition contient une subtilité. En effet, la definition 4.1
n’interdit pas les messages vides (de colit nuls) par exemple, et autorise des protocoles
ambigus quant a leur terminaison. Mais d’ici 1a, on en aura pas besoin.

I1 faut retenir que la complexité de communication a été introduit essentiellement
pour établir des bornes inférieures sur le nombre de bits a transmettre pour résoudre
une tache. Il n’a pas vraiment de vocation a construire de « vrais » protocoles de com-
munications (bornes supérieures).

4.5 Bornes inférieures pour SET-D1SJOINTNESS

Le probleme Set-DisjoiNTNESS est un probléme de communication qui consiste a
déterminer si deux sous-ensembles A,B C {0,...,n— 1} sont disjoints ou pas. On notera,
pour tout x,y € {0,1}",

n-1 n—-1
disj, (x,y) = ﬂ[Vx[i]Ay[i]] = /\ - (i) Ayl

i=0 i=0
la fonction booléenne qui renvoie 1 si et seulement si x et y n‘ont pas de 1 en commun,
c’est-a-dire s’il n’existe pas de position i € {0,...,n— 1} telle que x[i] = y[i] = 1. Résoudre
SeT-D1sjoINTNESs ou calculer disj, (x,v) pour tout x,y est le méme probleme. En effet, il
suffit de coder par x[i] = 1 le fait que l'entier i € A et x[i] = 0 sinon. De méme p[j] =1
ssi j € B. On dit que x est le vecteur caractéristique de A, et y celui de B. Notons que
I’exemple du protocole de la figure 4.6 avait pour vocation de calculer —disj,(x, ).

Etant donné un protocole IT pour f, on appelle «script » pour I'entrée (x,7) la suite
scriptyy(x,v) = (mg,my,...,my)

des messages envoyés lors de I’exécution de I, le message m; étant envoyé par le joueur
J(i). En particulier, m; = f(x,y) (cf. définition 4.1). Les protocoles de communication
induisent des scripts qui vérifient la propriété suivante dite du « rectangle ».

Propriété 4.1 Si scripty;(x,y) = scripty(x’,v’), alors script;(x’,y) = script(x,p’) =
script7(x, v).
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Dit autrement Il produit toujours, via ses scripts, une partition en rectangles mono-
chromatiques de la matrice de f, soit ((f(x,y)))x’ye[o'zn[. Il s’agit de la matrice booléenne
de dimension 2" x 2" composée des valeurs f(x,y) pour les 2"-2" = 22" entrées possibles
(x,v) de f, cf. la figure 4.8. Ici un rectangle monochromatique est une sous-matrice ® de la
matrice de f ou f prend la méme valeur.

Y 00 01 10 11 xyooo11o11
00 1 1 1 1 00 |[s1] (sS4 5S4 54
01 1 0 1 0 01 S 55‘ :55_
10 1 1 0 O 10 |[sy Se
11 1 0 0 O 11 |[sy) s5 [Se| S5

FiGUre 4.8 — Matrice de la fonction disj, pour n = 2. La matrice de gauche
représente les valeurs disj,(x, ), et celle de droite une partition possible en 7
rectangles monochromatiques sy, ..., sy, correspondant a autant de scripts po-
tentiels pour cette méme fonction. Cette partition ne dit pas s’il existe un
protocole utilisant précisément cette partition, ou si seuls 7 scripts suffisent.
Cependant, les 6 entrées colorées (en rouge ou bleu a gauche et en vert a
droite) doivent nécessairement correspondre a des scripts deux a deux diffé-
rents. [Exercice. Montrez qu’il faut au moins 3 scripts différents pour parti-
tioner les valeurs 0 en rectangles monochromatiques. En déduire qu’il faut
au minimum 7 scripts pour cette fonction. |

Notons qu’avoir des scripts égaux pour des entrées différentes n’est pas si exception-
nel que cela. Par exemple, pour le protocole trivial Il ou Alice envoie a Bob son entrée
x et Bob renvoie I'égalité eq, (x,v), on va avoir sc1ript1—[0 (x,p) = scriptno(x,y’) = (x,0) pour
toutes les entrées y’ = y, ce qui est plutot fréquent (il y a 2" — 1 tels y’). Voir aussi
I'exemple de la figure 4.6. En fait, ’égalité des scripts est plutot la regle que 'excep-
tion, en particulier lorsque les scripts sont relativement courts par rapport aux entrées.
[Exercice. Pourquoi dans tout protocole «efficace », c’est-a-dire utilisant moins de scripts
que le protocole trivial ITy, un des ses scripts doit apparaitre au moins 2! fois dans la
matrice de f ?]

Preuve. On le montre par induction sur le nombre de messages échangés. En particulier,
au départ, on remarque qu’Alice sachant x envoie un message m, que ’entrée de Bob
soit y ou y’, puisqu’elle ne la connait pas.

Dit autrement, si le script pour (x,y) commence par m,, alors cela sera le cas pour
(x,7’) puisque my = Py(x, €) ne dépend pas de I'entrée de Bob. Et si le script pour (x’,y’)

6. Une sous-matrice est obtenue a partir de la matrice initiale en sélectionnant un sous-ensemble de
lignes et de colonnes, pas forcément contigu comme s5 dans la figure 4.8.
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commencent aussi par my = Py(x’,€), cela sera le cas pour (x’,y) puisque m, ne dépend
pas de l'entrée de Bob. Donc si (x,y) et (x,y’) commencent par m, comme précisé par
I’hypothese, alors cela sera le cas aussi pour (x’,p) et (x,7).

Puis, Bob sachant y et m( enverra son message m; = P;(y,m,) que l'entrée d’Alice
soit x ou x’, puisque dans les deux cas Alice a envoyé m a cause de 1’égalité précédente.
Et si le script pour (x’,y’) continue aussi par m; = Py(y’, my), cela sera le cas aussi pour
(x,77), puisqu’on I’a vu, m, est identique que I’entrée I’Alice soit x ou x’. Et ainsi de suite
a chaque ronde.

Montrons le plus formellement. Pour simplifier I’écriture, on notera pour toute en-

trée (u,v):

m;(u,v) = scripty(u,v)[i]

si(u,v) = my(u,v),my(u,v),...,m;(u,v)
c’est-a-dire le i-eme message ainsi que la suite des i + 1 premiers messages de
scriptp(u,v). Comme avant la ronde 0 aucun message n’a été envoyé, on posera par
extension s;(u,v) =€ sii=-1.

Supposons que scripty;(x,y) = script7(x’,’). On va montrer, par induction sur i,
que s;(x’,v) =s;(x,v") = s;(x,y) pour tout i € {0,...,t} ou t + 1 est le nombre de messages
du script, ce qui suffit a démontrer le résultat souhaité puisque script(x,v) = (s;(x,v)).
Bien évidemment, script;(x,v) = script(x’,v’) implique s;(x, v) = s;(x’,y’) pour tout i.

La propriété est vérifiée pour i = —1. En effet, s;(x’,v) = s;(x,9’) = 5;(x,v) = € dans ce
cas. Supposons que pour tout i > 0, s;_1(x’,v) = s;_1(x,¥’) = s;_1(x,p). Comme s;(u,v) =
si_1(u,v),m;(u,v), il suffit de montrer que m;(x’,y) = m;(x,y’) = m;(x,p).

Supposons que i soit pair. Alors pour l'entrée (x,p) :

m;(x,v) = Pi(x,5,_1(x,9)) (par définition)
= Pi(x,5i.1(x,9")) (par hypothese)
= m;(x,v’) (par définition)

On a également pour l'entrée (x’,y’) :

mi(x’,y’) = Pi(x',s;_1(x,v")) (par définition)
= (x5 (x,7) (par hypothése)
= m;(x, ) (par définition)

Comme scripty;(x,y) = script(x’,’), m;(x,v) = m;(x’,y’). Il suit que m;(x’,p)
m;(x,y") = m;(x,y) comme souhaité. Le cas i impair est similaire en remplagant P,(x,...
par P,(y,...) et P(x/,...) par P(y/,...).

~

O

Ce qui augmente le colit d’un protocole, c’est le nombre total de scripts qu’il utilise
pour calculer f sur toutes les entrées (x,y) possibles. C’est assez clair, au moins intui-
tivement. Imaginons que pour calculer f, sur toutes les entrées possibles, seuls deux
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scripts sont nécessaires, disons s; et s,. Alors, sachant cela, Alice et Bob pourraient se
mettre d’accord et s’arranger pour que chacun des scripts soit courts. [Question. Pour-
quoi, dans ce cas précis, ils peuvent s’arranger pour ne communiquer qu’au plus deux
bits, en supposant s; = (11, ..., m;) et s, = (ng,...,11,) et t < r.] Notez bien que ce codage
peut étre déterminer a l’avance puisqu’Alice et Bob connaissent f et I’ensembles des
entrées possibles (et donc la partition en scripts de la matrice).

Et inversement, et toujours intuitivement, un protocole de cotit k ne pourra posséder
que qu’au plus 2 scripts différents. Donc si on arrive & montrer que tout protocole
utilise au moins 2* scripts différents on aura une borne inférieure sur son cofit. C’est
en tout cas l'intuition, car, comme on va le voir plus précisément dans la section 4.6, il
existe un petit écart entre le « codage » d’un script et son « cott ».

La réciproque de la propriété 4.1 permet de se passer d’un protocole particulier et
ainsi d’exhiber une propriété intrinseque de f, en particulier le nombre minimum de
scripts nécessaires pour calculer f. En effet, si f(x,p) = f(x,y) et que f(x’,v) = f(x, ) ou
f(x,v’) # f(x,v), alors nécessairement script;(x,y) # script;;(x’,y’) pour tout protocole
I1. Voir la matrice de gauche sur la figure 4.8.

On en vient naturellement a la notion suivante, dite d’ensemble discriminant pour
la valeur v (fooling set en Anglais). Il s’agit d’'un ensemble d’entrées qui deux a deux
violent la propriété des rectangles. Plus formellement, pour un certain v € {0, 1}, c’est
un sous-ensemble F, C {0,1}" x {0,1}" d’entrées pour f tel que :

V(x,p),(x,y)eF, flxy)=f(,v)=v et ve{f(x,p)f(xy)}.

I1 est alors clair que, pour tout v € {0, 1}, le nombre total de scripts de tout protocole
pour f est au moins |F,| puisque deux a deux les entrées de F, doivent créer des scripts
différents. Bien évidemment, les scripts pour F, et F; doivent étre différent. On a donc,

Proposition 4.3 Si F et F sont des ensembles discriminants pour f pour des valeurs diffé-
rentes, alors le nombre de scripts de tout protocole pour f est au moins |Fy| + |Fq|.

Notons que des ensembles discriminants permettent de prouver au mieux qu’il
existe 21 scripts différents, car on ne pourra jamais avoir (x,7) et (x,7’) comme é1é-
ments d’'un méme ensemble discriminant. [Question. Pourquoi?].

Par exemple, pour la fonction disj,, on peut vérifier que I'ensemble des entrées

{(00,11), (01,10), (10,01), (11,00)}

correspondant a la diagonale montante est un ensemble de discriminant pour la va-
leur 1. C’est lié au fait qu’en dessous de cette diagonale, toutes les valeurs de disj, sont
nulles alors que sur la diagonale elles valent 1. On a également ’ensemble des entrées

{(01,01), (10,10) }

qui est discriminant pour la valeur 0. Plus généralement, montrons que :
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Proposition 4.4 Tout protocole de communication pour disj, posséde au moins 2" +n scripts
différents.

Preuve. Soient
Fi = {(x,%):x€{0,1)"} et Fy:= {(x,x):x:oim”—i—l,ie{o,...,n—u}.

Clairement, x et ¥ sont toujours disjoints, et donc disj, vaut 1 pour les entrées (x,y) € F;.
De méme, x n’est jamais disjoint de lui-méme dés que x possede au moins un bit a 1, et
donc disj, vaut 0 pour les entrées (x,y) € Fy. Montrons qu’ils sont discriminants.

Pour F,. Soient (x,x) = (x’,x’) € F;. Puisque x = x/, il existe une position i ol x et x’
differe, disons par exemple x[i] = 0 et x’[i] = 1. Il suit que x[i] = 1 = x'[i], et donc que x’
et X ne sont pas disjoints, c’est-a-dire disj,(x’, %) = 0.

Pour F,. Si (x,x) = (x’,x’) € Fy, alors x et x” sont disjoints, c’est-a-dire disj,(x,x’) =1,
car x et X’ n‘ont qu’un seul bit a 1 et sont différents.

On vérifie facilement que |F;| = 2" et |Fy| = n. O

[Exercice. Montrez que pour la fonction disj,, tout ensemble discriminant pour la
valeur 0 de la forme Fj = {(x,x) : x € W}, pour un certain ensemble W, est de taille au
plus 7, alors qu’on pourrait s’attendre a 2" ] [Exercice. Construisez la matrice pour
la fonction eq,. Trouver des ensembles discriminants les plus grands possibles pour la
fonction eq,,, pour chaque valeur v € {0, 1}. Quelle est la somme totale des tailles |Fy|+|F|
des ensembles ?] [Exercice. En construisant la matrice pour n = 2, trouver des ensembles
discriminants les plus grands possibles pour la fonction gt, (x,v) (greater than) qui est
vraie si et seulement si x > p.]

4.6 Protocole sans-préfixe

Revenons sur la définition de la complexité de communication. La raison pour ne
pas la définir comme [AB16, page 271] (voir la figure 4.7) est qu’il est toujours possibles
de définir, pour chaque fonction f, un protocole de communication ayant un cott de
seulement 2 bits.

En effet, il suffit a Alice de transmettre le mot vide ¢, tour a tour, pendant x € [0, 2"|
rondes, puis de transmettre a Bob un 0 pour indiquer la fin. De son coté Bob répond un
mot vide € a chaque mot vide regu jusqu’a recevoir le 0 terminal d’Alice. A ce moment
la, Bob peut calculer f(x,y) car il a compté le nombre de messages vides regus, qui
vaut précisément x. Puis Bob transmet la réponse a Alice. Les scripts d'un tel protocole
ressemblent donc a ceci

script(x,vy) = (€,6,€6,6,...,6,6,0,f(x,v) ).
| —

2x
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Ce protocole, parfaitement valide, a pour coGt 2 puisque la somme des longueur des
messages envoyés est seulement de 2. [Question. Combien y’a-t'il de scripts ?| Il y a donc
un probléme a définir, comme dans la définition [AB16, page 271], la complexité de
communication comme le colit minimum d’un protocole calculant f. Plus précisément,
il n’y a plus de lien entre le nombre minimum de scripts d’un protocole (ce qu'on c’est
compter ou minorer) et complexité de communication (ce qu'on veut établir : le nombre
de bits nécessaires a transmettre). En effet, on pourrait penser que le nombre maximum
de scripts d’un protocole de coiit k est 2X qui sont pour k =2 :

(0,0), (0,1), (1,0), (1,1)
Mais c’est oublier tous ceux avec le mot vide
(e,0,0), (€,€,0,0), (¢,€,€,0,0), ...

Il y en a une infinité (qui dépend cependant du nombre de rondes de communication
en tre Alice et Bob).

Bien str, on pourrait interdire les protocoles utilisant des messages vides. L'idée
étant que lorsqu’on communique le mot vide €, on communique quelque chose. En fait,
bien que valide, ce protocole avec mot vide suppose, d’une certaine fagon, qu’Alice et
Bob possedent une horloge et utilisent I’astuce de comptage déja décrite page 4.3. Donc
on devrait compter quelque chose pour les mots vides ou interdire les horloges ...

Mais cela ne suffit pas. En effet, méme sans mot vide, il y a potentiellement un pro-
bleme pratique pour le receveur pour déterminer si le message a été completement regu.
Comment a une ronde donnée Bob pourra distinguer un message « 1 » d’un autre « 11 »
si, suivant I’entrée d’Alice, les deux messages sont possibles pour cette ronde? Et ce pro-
bléeme pourrait concerner le dernier message si bien que le receveur du dernier message,
le bit valant f(x,y), pourrait penser que le protocole n’est pas terminé. [Exercice. Modi-
fier les entrées pour le protocole décrit sur la figure 4.6 de sorte a obtenir deux scripts,
I'un étant préfixe de l'autre, si bien que la terminaison est potentiellement ambigué.]

Pour pouvoir correctement définir la complexité de communication comme le cott
minimum d’un protocole, il faut ajouter une condition importante que doit vérifier le
protocole. Il faut que les messages échangés jusqu’a la ieme ronde, sur toutes les entrées
possibles, forment des ensembles de mots sans-préfixe. Plus précisément,

Pour tout i € N, I'ensemble de mots suivant :

A1) = | J{molep) o mi(x,9) 0+ 0 Muningi sy (%, 9)}
(x.9)

est sans-préfixe. On dit alors que II est sans-préfixe.

C’est donc les ensembles de mots .#7(0), . #17(1),... qui doivent chacun étre sans-
préfixe.
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Avant de définir « sans-préfixe », notons qu’ici f(x, y) représente le nombre de rondes
(-1) pour le calcul de f(x,y) selon I, les numéros de ronde commencant a 0 d’apres la
définition 4.1. Le mot binaire mg(x,y) 0+ 0 Myin(i 1(x,p) (X, ¥) represente la concaténation
des messages successivement échangés jusqu’a la ronde i du protocole II exécuté sur
I’entrée (x,y), étant entendu que les messages s’arrétent au-dela de la ronde #(x,y) si
i > t(x,y) (ce qui explique la présence du min{i, ¢(x,y)}). Dit autrement, c’est la conca-
ténation des messages des scripts tronqués a la ronde min {i,#(x,y)}. Etant donné IT,
les ensembles .#[;(i) peuvent étre calculés en simulant le protocole sur chaque entrées
(x,v) possibles d’Alice et Bob.

On dit qu'un ensemble X de mots — on parle de code — est sans-préfixe si aucun mot
de X n’est préfixe d’un autre mot de X. Dit autrement, les mots de X sont deux a deux
sans-préfixes. On rappelle qu'un mot w est préfixe d’'un mot w’ si w’ débute par w. Par
exemple, le mot "code" est préfixe de "coder" mais pas de "décode" ni de "décoder".

Les ensembles de mots binaires {0,1}, {1,00,01}, et {10,11,001} sont trois exemples
d’ensembles sans-préfixes, alors que {0,1,01} ne l'est pas. Il est facile de vérifier que la
concaténation de mots sans-préfixes produit des mots sans-préfixes. Par exemple, avec
le code {10,11,001}, on peut reconstruire sans ambiguité la suite de messages a partir de
la concaténation 10110011110. Il s’agit de (10,11,001,11,10). En fait, un code X sans-
préfixe permet de prédire la longueur de chaque message dans un flux de messages,
c’est-a-dire qu’on peut remettre les virgules.

Généralement, pour un ensemble X sans-préfixe, € € X. Ou alors c’est que X = {€},
puisque € est préfixe de tout autre mot. Mais un code avec |X| =1 est particulierement
inutile pour envoyer efficacement des messages.[Exercice. Pour un protocole IT sans-
préfixe, que peut-on dire de I'ensemble .#1(i) U .#17(j) pour i # j?] [Exercice. Montrez
que le protocole décrit dans la figure 4.6 n’est pas sans-préfixe.| [Exercice. Montrez que
pour le protocole Il décrit dans la figure 4.6, il existe un mot s € .#[;(t) provenant de
deux scripts différents, ou t est le numéro de ronde maximum du protocole (le nombre
maximum de rondes est f + 1 car on commence par la ronde 0). Dit autrement, mon-
trez que I1 peut produire deux scripts différents avec une concaténation des messages
identique et égale a s.]

Avec un protocole sans-préfixe, lors de la ronde i, le receveur J(i + 1) sera capable
de déterminer quand est-ce que le message m; est terminé, méme s’il regoit les bits
de J(i) un & un’. Plus utile encore, le receveur pourra déterminer lorsque le protocole
est terminé, et donc déterminer le dernier message et la valeur de f(x,y). [Exercice.
Pourquoi, si le protocole est sans-préfixe, Alice et Bob peuvent déterminer lorsque le
protocole sur (x,y) est terminé?]

Définition 4.3 La complexité de communication de f est le coiit minimum d’un protocole
de communication sans-préfixe pour f.

7. Pour donner une sens a la notion de protocole sans-préfixe, on supposera que les bits des messages
sont transmis dans l'ordre des bits de poids fort d’abord.
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Sans cette propriété de sans-préfixe, méme sans utiliser le mot vide, la complexité
de communication de disj, aurait été effectivement <« n comme on le verra dans
I’Exercice 3. Ces protocoles rendent imprédictible la taille des messages, justement, fai-
sant perdre le caractére sans-préfixe du protocole. [Exercice. Montrez qu’on peut trans-
mettre une chaine binaire arbitraire de longueur n connue grace a une suite de messages
(mg, my,...,m;) sans mot vide telle que Y |_,|m;| < 2n/3 + O(1).]

Il y a une équivalence entre mot sans-préfixe et les chemins dans un arbre binaire
ordonné (fils 0 et fils 1). En fait, dans la définition originale de Yao (cf. figure 4.9), un
protocole est justement un arbre « presque » binaire ou les chemins jusqu’aux feuilles
correspondent aux scripts, et ou certains nceuds sont étiquetés par Alice ou Bob, la ra-
cine étant Alice. Un message de la ronde i est un chemin entre un nceud J(i) et un nceud
J(i+1), sans nceuds Alice ou Bob entre. Il suit que les mots formés des i premieres rondes
(correspondant a des chemins depuis la racine) sont sans-préfixes. On note qu’avec cette
définition, on a presque ® automatiquement que la longueur des messages est au moins
la hauteur de I’arbre soit log, ¢ ou € est le nombre de feuilles, c’est-a-dire le nombre de
scripts.

Il reste a établir la relation entre le nombre de scripts pour un protocole et son coft,
commengons par montrer que :

Proposition 4.5 Tout protocole de communication pour f de cotit k et utilisant au plus t
rondes peut étre transformé en un protocole sans-préfixe pour f de coiit 2(k + t) et avec un
nombre de scripts identique.

Preuve. Soit I un protocole quelconque pour f, donc pas forcément sans-préfixe et
utilisant potentiellement des messages vides, et soit k son cotit. On va transformer I1
en un autre protocole 7(II) sans-préfixe et qui calcule également f. Il aura de plus le
méme nombre de scripts.

Tout d’abord, pour chaque mot m # €, on considere la transformation o(m) qui
consiste a doubler chaque bit de m sauf le dernier qui est inversé’. Par exemple,
0(011) = 001110. Notez que 6(e) n’est pas définie, € n’a pas de dernier bit! Retrouver
m a partir de o(m) est trivial puisqu’il suffit de lire les bits deux par deux et de s’arréter
lorsque les bits different.

Vérifions que pour tout ensemble de mots non vides, I'ensemble des mots transfor-
més par 0 est sans-préfixe. Soit m # m’ deux messages. Si 9(m) est un préfixe de o(m’),
c’est que les deux derniers bits de o(m), qui sont « 01 » ou « 10 », se trouvent alignés avec
les mémes deux bits de 6(m’). Si |m’| > |m|, ce n’est pas possible puisque tous les bits in-
termédiaires de m’ ont été doublé. Si |m’| = |m|, comme m = m’, 5(m) et 6(m’) different

8. Pour cela il faut supposer que l’arbre est binaire et complet (chaque nceud est a 2 ou 0 fils). On peut
alors « standardiser » un protocole en remarquant qu'on peut toujours contracter sans ambiguité toute
aréte uv ou v est I'unique fils de u.
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Figure 1 A function f, and the successive steps taken
by the algorithm below in finding £(3,2).
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Figure 2. An algorithm for computing f. The sequence
of signals exchanged for input i=3, j=2 is XYH.

FIGURE 4.9 — Arbre définissant un protocole de communication selon la défi-
nition originale de Yao. Dans ce schéma, les étiquettes X, Y, H sur les arétes
signifient respectivement des messages d’un bit 0, 1 et HALT, le signal parti-
culier pour terminer la transmission. Dans sa définition, les messages sont
d’un seul bit et la transmission se termine des qu’Alice ou Bob a pu détermi-
ner la valeur de f(7,j) ouici i, j sont des entiers.
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par une autre paires qui n'est pas la derniere de o(m). Et donc dans tous les cas o(m)
n’est pas un préfixe de 6(m’). Les mots ainsi transformés sont sans-préfixes.

Maintenant, on transforme chaque message m;(x,y) de Il émis a la ronde i de la
maniére suivante :

1 om;(x,p) sii=t(x,y)estla derniere ronde
t(m;(x,y)) = { 01 sii<t(x,y)etm(x,y)=¢€
000 6(m;(x,y)) sinon

Décoder m;(x,y) depuis 7(m;) est facile en remarquant que X = {1,01,00} est sans-
préfixe. Donc les trois cas peuvent étre facilement identifié. (Le cas « 1 o m;(x,y) » cor-
respond en fait aux messages « 10 » ou « 11 » suivant la valeur de f(x,y) puisque c’est le
dernier message.) Pour les trois cas, on a donc |7(m;(x,))| < 2 + 2|m;(x,v)|. En utilisant

le fait que th.(:x(’)y) Im;(x,y)| <k, le cotit de 7(IT) vaut maxy y) Zt.(zxo’y) [T(m;(x, )| < 2t + 2k.

1
La transformation 7 affecte seulement les messages individuels m;(x, ) (surtout leur
longueur), et pas leur nombres ni leur succession. Donc le nombre de scripts pour IT et
t(IT) est identique.

Il reste a montrer que, pour chaque i, I'ensemble .#r7)(i) est sans-préfixe, et donc
que le protocole 7(IT) est sans-préfixe. Pour alléger 1’écriture, posons s;(x,y) les mots de
AM(17)(1), 81 bien que A m)(i) = U(x'y) {si(x,)}. Considérons (x,y) = (x’,7’) avec t(x,y) <
t(x’,y’). Il y a deux cas :

Cas 1. 5;(x,p) et s;(x’,y’) sont la concaténation du méme nombre de messages, c’est-
a-dire t(x,y) = t(x’,v’) ou i < £(x,p). Alors s;(x,p) et s;(x’, ") ne sont pas préfixes 'un de
'autre car on vient de montrer que chaque message T(mj(x,y)), T(mj(x’,y’)) de s;i(x,p) et
si(x’,v’), ne sont pas préfixes I’un de 'autre, pour tout j € [0, min {i, t(x, p)}]. Et donc leur
concaténation non plus.

Cas 2. s;(x,y) possede strictement moins de messages que s;(x’,y’), c’est-a-dire
t(x,p) <i < t(x,y’). Il suit que s;(x,y) possede comme dernier message « 10» ou « 11 »
indiquant la fin du protocole pour (x,y) alors que tous les messages de s;(x’,y’) ne
peuvent étre « 10 » ou « 11 » puisque pour (x’,7’) le protocole n’est pas fini. Donc s;(x, p)
et s;(x’,y’) ne sont pas préfixes 'un de l'autre. O

On définit alors le nombre minimum de scripts pour une fonction f comme :
o(f) = ml_i[n|{scriptn(x,y) :(x,v) €{0,1}" x {0, 1}”}|

c’est-a-dire le nombre minimum de scripts pour tout protocole IT calculant f et toutes
les entrées de f. Il est important de voir que o(f) est un nombre indépendant du fait
qu’on considere des protocoles sans-préfixes ou pas, puisque grace a la proposition 4.5
on peut sans perte de généralité supposer que le protocole minimisant le nombre de
scripts peut étre est sans-préfixe (et donc sans mot vide).
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On a vu que o(f) > |Fg| + |F;| pour tout ensembles discriminants (proposition 4.3).
Comme le montre I'exemple de la figure 4.8, il arrive que o(f) > |Fo|+|F;| méme pour les
ensembles discriminants les plus grands possibles (cf. I'exercice issu de cette figure). Et
méme pour la meilleure partition de la matrice de f en r(f) rectangles monochromes,
ou r(f) est le plus petit possible, il est possible que o(f) > r(f). Donc la partition en
rectangles et la technique des ensembles discriminants restent des bornes inférieures
sur o(f). [Exercice**. Donnez un exemple de fonction f (qui peut étre définie par sa
matrice), montrant que o(f) > r(f) > |Fo|+|F;| pour les plus grands ensembles descrimi-
nants possibles.] [Exercice**. Montrez que si la complexité de communication de f est
k, alors la matrice de f peut étre partitionnée en O(2¥) rectangles monochromatiques,
c’est-a-dire en rectangles ayant tous la méme valeur pour f, cf. [Yao79, Th.1].]

Proposition 4.6 La complexité de communication de f est au moins log, o(f), pour toute f.

Preuve. On va s’intéresser au codage binaire d’un ensemble de mots X (pas forcément
binaires). Il s’agit d’associer a chaque mot w € X un code, c’est-a-dire un mot binaire
d’une certaine longueur fixée a I’avance (et bien str la plus courte possible).

L’'inégalité de Kraft affirme qu'un ensemble X de mots posséde un codage binaire
sans-préfixe si et seulement si
Zz—{’(w) <1 (Kraft)

weX

ou {(w) représente la longueur désirée (en bits) du mot w. Attention! Cela ne dit pas
si un code donné est sans-préfixe, mais permet de dire si des longueurs de code sont
atteignables par un codage sans-préfixe. [Exercice. Reprendre les exemples d’ensembles
de mots binaires page 73, en particulier {10,11,001} et {0,1,01}, et vérifier I'inégalité a
partir de leur longueur. Construire sur les longueurs {2, 2, 3} un code qui n’est pas sans-
préfixe.| Cette inégalité implique que tout ensemble M de mots binaires sans-préfixes,
chaque mot w € M étant limité a £(w) < k bits, doit vérifier |M| < 2X. En effet, on doit
avoir Y ey 27¢™) < 1. Cette somme est minimum lorsque chaque £(w) est maximum,
ce qui revient a dire qu’il faut choisir {(w) = k pour tout w € M. Cela donne donc
Y weM 275 <1 ou encore |M|-27% < 1, ce qui implique |[M| < 2K

Soit IT un protocole sans-préfixe pour f de colGt k. On veut montrer que k >
log, o (f). Pour cela, on considere les ensembles M := .#7(t) et S := U(x’y) {script(x,v)},
ou t est le nombre maximum de rondes (-1) effectuées par Il. Autrement dit :

M = U{mO(x,y)oml(x,y)o...omt(x,y)(x,y)} et
(x.9)

s = | J{motxy)mi(xy)...omypy(x )} -
(%)

On va montrer que |[M| =S|
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Clairement, |M| < |S|, puisqu'on peut construire de maniére unique chaque mot
mo(x,y) 0 -+ 0 Myyy)(x,y) € M depuis scripty(x,y) € S. (Techniquement, cette construc-
tion définit une injection de M — S, ce qui montre que |[M| < |S|.) Une autre facon de
voir ce premier point, est qu’enlever les virgules des scripts de S permet d’obtenir un
ensemble de mots M qui est plus petits ou égal.

Chaque ensemble .Z1(i), pour i € [0, t], est complétement déterminé par I1. Et étant
donnés ces ensembles, il est possible de reconstruire scripty(x,v) € S a partir de la
concaténation mg(x,y) o -+ o My ) (x,y) € M. En effet, ils sont sans-préfixes. On peut
donc identifier sans ambiguité m(x,y) a partir de .#77(0), puis mgy(x,y) omy(x,y) depuis
A11(1), et donc de déduire m(x,y), ... et ainsi de suite jusqu’a identifier my(yy)(x, ).
Grace au protocole I, on a ainsi construit de maniere unique chaque script de S depuis
un mot de M. (Cela définit une injection de S — M.) Il suit que |S| < |M]|, et donc que
|IM| =1S|. (Techniquement, on a construit une bijection entre M et S, grace a I1.)

Par définition de o, |S| > o(f) puisque |S| n’est rien de plus que le nombre de scripts
de II. Le cout de f étant k, le plus long mot de M est précisément de k bits (cf. défini-
tion 4.2). De plus, M = .#1;(t) est un ensemble de mots sans-préfixes par hypothese sur
I1. Par l'inégalité (Kraft), il suit que 2k > IM| = |S| > o(f), soit k > log, o(f), ce qu’on
voulait démontrer. O

[Exercice*. Montrez que le colit de communication de tout protocole sans message
vide pour f est au moins % -log, o (f).]

On a vu précédemment (cf. figure 4.8) que o(disj,) > 6. (C’est méme au moins 7
d’apres l'exercice.) La complexité de communication est donc au moins log, 6 ~ 2.58
bits, soit 3 bits, ce qui est optimal (c’est toujours au plus n + 1 bits pour une fonction
booléenne sur des entrées de n bits).

Plus généralement,
Proposition 4.7 La complexité de communication de disj, est de n+ 1.

Preuve. En combinant les propositions 4.4 et 4.6, on obtient donc la borne inférieure
de [log, (2" + n)] bits sur le cotit de communication de tout protocole sans-préfixe. On
vérifie facilement que [log, (2" +n)] =n+1 des que n > 1.

En fait, qu’il est en fait inutile de construire un grand ensemble F; comme donné
par la proposition 4.4. En effet, on remarque que [log, (2" +1)] =n+1, et donc quon a
juste besoin de I'’ensemble F; avec |F{| = 2" et de dire qu’il y a au moins une valeur a 0
dans la matrice, c’est-a-dire qu’il existe un ensemble Fj avec |Fy| > 1. O

La relation entre la complexité de communication d’une fonction f et son nombre
de scripts minimum o(f) fait I’'objet de nombreuses recherches. Si la proposition 4.6
établit une borne inférieure de (2(logo(f)), le contraire est beaucoup moins clair. De-
puis assez longtemps (cf. [KN97]) on sait que la complexité de communication est au
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plus O(log® o(f)) pour toute fonction f. Mais ce n’est que récemment, dans [AKK16],
qu’il a été montré l'existence de fonction f dont la complexité de communication est au

moins log® M o (f).

4.7 Exercices

Exercice 1

On considere le probleme de la détection de C4 évoqué dans la section 4.3 (pro-
bleme 2). Déterminer le temps nécessaire et suffisant pour le résoudre dans le modele
LOCAL.

Exercice 2

On se propose de démontrer que le probléeme de détection d’un C4 nécessite Q(1/n/b)
rondes dans le modele b-CONGEST, c’est-a-dire le modele CONGEST ou les messages
sont de taille au plus b bits.

(0) Montrez qu’on peut résoudre le probléeme en deux rondes si b = n.

Le produit cartésien de deux graphes X et Y est le graphe G, noté X[JY, dont l’en-
semble des sommets est :

V(G) = V(X)xV(Y)={(xv): xe V(X),pe V(Y)}
et I’ensemble des arétes est :

E(G) =={((x,),(x,") € V(G): (x=x") A (y,¥") € E(Y)) V(¥ =¥') A (x,x) € E(X))} .

Autrement dit, deux sommets sont voisins si les sommets dont ils sont issus étaient
voisins dans 'un des deux graphes comme illustré par la figure 4.10.

(a) Construire un graphe H a n = 6 sommets sans cycle de longueur 4 et avec un
nombre maximum m d’arétes (on peut faire au moins m = 7).

(b) Construire le graphe G = HUK, ou K, est la clique a r sommets. Dans la suite on
notera H, et H; les deux copies de H, sous-graphes contenus dans G.

Soient A, B C E(H) deux sous-ensembles d’arétes de H. On note G, p le graphe ob-
tenu a partir de G en ne gardant dans la copie Hy de H que les arétes de A, et dans la
copie H; que les arétes de B. Les arétes des copies de K,, celles connectant H, et H;,
sont par contre préservées.

(c) Montrer que Gy4 g possede un Cy si et seulement si ANB = .

(d) Expliquer comment déduire un protocole de communication pour résoudre
SeT-D1sjoINTNESS entre Alice et Bob (comme discuté dans la section 4.3) a partir d'un
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FiGUre 4.10 — Produit cartésien XUJY de deux graphes X et Y (source Wiki-
pédia).

algorithme distribué résolvant le probleme de la détection de C,4. Cet algorithme distri-
bué pourra étre exécuté sur un graphe inspiré de Gy4 p.

On admettra sans preuves les deux résultats suivants :

1. La complexité de communication pour le probléeme Ser-DisjoiNTNESS entre sous-
ensembles de {1,...,m} est m + 1 bits ?, cf. la proposition 4.7.

2. Tl existe un graphe a n sommets sans C4 ayant m > (1/2)¥? arétes (en fait sans cycle

de longueur < 6). On pourra trouver dans [Gav24, Chap. 1] une preuve construc-
tive de ce résultat. En gros, on considére un graphe biparti avec g%+ g+ 1 sommets
dans chacune des parts, g étant un nombre premier, et tel que chaque sommet pos-
sede g + 1 sommets dans l'autre part tels que deux voisinages n‘ont qu’au plus un
sommet en commun. On peut construire la solution lorsque g = 2 en considérant
le plan de Fano.

(e) Déduire de ce qui précede que le nombre de rondes nécessaires pour résoudre le
probléme de détection de C4 est au moins Q(+/n/b) dans le modele b-CONGEST.

Exercice 3

L'objectif est de montrer qu’il existe un protocole sans message vide calculant disj,
avec un cout de communication de 2n/3 + 4 bits.

Le principe du protocole est basé sur deux idées.

(1) La premiere est d’échanger chacun une partie (une moitié) de son entrée a ’autre.
On découpe x = (x1,x3) et v = (y1,¥2) avec |x1| = |p1| = [1/2] et |x5| = |yo| = [1n/2]. Alice
communique x; a Bob, et Bob communique y, a Alice. Une fois ces phases de com-
munication terminées, chacun calcule en parallele un résultat partiel. Alice calcule
a= disj|x2|(x2, y,) et Bob b = disj|x1|(x1,y1 ). Finalement, Alice transmet a a Bob qui renvoie
aAb=disj,(x,v) a Alice, ce qui fait deux bits supplémentaires.

9. En fait il existe un résultat plus précis si les ensembles n'ont que k éléments. Il faut alors ©(log (') =
O(klog (m/k)) bits [DKO14].
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(2) La deuxiéme est de transmettre sa partie avec un protocole qui envoie des mes-
sages d’un ou de deux bits a chaque ronde. On ne décrit que le protocole exécuté par
Alice. Celui de Bob, exécuté en alternance avec Alice, est similaire (il faut considérer y
et non x, et I'indice j devra varier, non pas dans [0,[n/2][, mais dans [[n/2],n]) :

Alice:

1. j:=0
2. Tant que j <[n/27-1, faire :

* Six[j] =0, envoyer x[j+ 1], et poser j:=j+2;
* Six[j] =1, envoyer les deux bits x[j + 1], x[j + 2], et poser j :=j + 3.

A chaque ronde, si Bob a déja reconstruit j bits de I'entrée d’Alice (au départ j = 0),
et qu’il recoit un message d’un bit, c’est que le bit requ est x[j + 1] et que x[j] = 0. Et
si c’est un message de deux bits, c’est qu’il a recu x[j + 1] et x[j + 2], et que x[j] = 1. 11
peut alors localement mettre a jour x[0]...x[j + 1] voir x[0]...x[j + 2], et aussi j. A la fin
Bob a reconstruit la partie x; d’Alice (voir un bit de plus), soit au plus |x;|+1 =[n/2]+1
bits, tandis qu’Alice a reconstruire la partie y, de Bob (voir un bit de plus), soit au plus
lyo|+1 =|n/2]+ 1 bits.

Ainsi a chaque ronde i d’Alice, Bob reconstruire b; € {2, 3} bits de la partie d’Alice,
alors qu’elle n’en transmet que b; — 1 < 2b;/3. (On vérifie que 2 -1 < 2-2/3 et que
3-1<3-2/3.) Quand le protocole d’Alice se termine, Bob a reconstruit ) ; b; < ([n/2]-
2)+3 =[n/2]+1 bits de la partie d’Alice. Mais le nombre de bits transmis n’est que de :

) (bi-1) < Z(%b) < %-([n/2]+1).

1 1

L’analyse est la méme pour le nombre de bits transmis de Bob vers Alice, soit 2/3-( n/2 |+
1). Au total fait, en tenant compte des deux derniers bits finaux pour le calcul de f(x,p),
cela fait au plus (utilisant le fait que [n/2]+ |n/2] =n):

10

2 2 2 :
§(|'n/2'| +1)+ §(|_n/2J+ 1)+2 = §n+ 3 bits

ce qui fait donc au plus 2n/3 + 4 bits.

En fait, le méme protocole pourra étre utilisé pour toute fonction qui peut étre calcu-
lée par une combinaison de la moitié des entrées, comme par exemple 1’égalité « x =y »
que l'on peut exprimer aussi par la fonction booléenne :

—

n—

eq,(x,y) == /\ ~(x[i]®y[i]) .

i

Il
o

On a donc un protocole en 21n/3 + O(1) pour toutes ces fonctions la.
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ANS CE CHAPITRE on s’intéresse au calcul d’arbres couvrants (BFS, DFS, MST) en

mode asynchrone. On suppose donc dans la suite qu’on est en mode asynchrone

(model ASYNC). Rappelons qu'un arbre couvrant d’un graphe G est un sous-arbre de
G qui est un arbre et qui passe par chacun des sommets de G.

Mots clés et notions abordées dans ce chapitre :
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* arbres BFS et DFS,
* Dijkstra distribué, Bellman-Ford distribué,
* algorithme GHS.

5.1 Arbres en largeur d’abord

Il s’agit de calculer un arbre BFS de G (de l’Anglais Breadth First Search) depuis
un sommet fixé, ry. Ici le poids des arétes n’est pas pris en compte. On fera comme
si les poids sont unitaires, méme si certains algorithmes se généralisent tres bien aux
valuations quelconques. Les arbres BFS servent souvent de premiére brique pour les
algorithmes plus complexes (comme ceux de synchronisation, voir le chapitre 6) ou
pour économiser du temps on est amener a réaliser des diffusions et des concentrations
(voir le chapitre 3) via des arbres de hauteur la plus petite possible.

Un arbre BFS de racine r est un arbre T couvrant G tel que dp(rg, u) = dg(ry, u) pour
tout sommet u de T. C’est donc un arbre enraciné donnant un plus court chemin de
tout sommet a la racine.

Nous avons vu au chapitre 3 comment construire un arbre couvrant a partir de
Flood(ry), voir le corollaire 3.1. En mode synchrone cet arbre est précisément un BFS
(cf. la figure 5.1). L'enjeux ici est de le faire en mode asynchrone.

o To

synchrone asynchrone

Figure 5.1 — Exemple de calcul d’arbre couvrant, grace a Flood(ry), dans le
cas synchrone et asynchrone. Le cas synchrone produit un arbre BFS.

En combinant ce qui a été vu au chapitre 3, on déduit que :

Proposition 5.1 Tout algorithme distribué de calcule d’arbre couvrant sur les graphes a m
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arétes et de diamétre D doit avoir une complexité de ()(D) en temps et de (Q(m) en nombre
de messages.

[Exercice*. Ecrivez la preuve.] Notons qu’a cause de la proposition 3.1, on ne peut
pas vraiment dire mieux que ces deux bornes. Elles sont atteintes.

5.1.1 Un algorithme layer-based (Dijkstra)

Ici on essaye de simuler 'algorithme de Dijkstra qui, rappelons-le, construit pro-
gressivement un arbre de plus courts chemins, ajoutant un par un le sommet le plus
proche de ry. En fait, il ne s’agit pas vraiment de l'algorithme de Dijkstra mais plus d’un
parcours en largeur d’abord (BFS) car on suppose que les arétes de G ont un poids uni-
taire. Donc ’arbre se construit par niveaux. La généralisation aux poids quelconques est
discutée en fin de section.

Le principe de la version distribuée, que nous appellerons Dijkstra_Dist, est le sui-
vant : l'algorithme s’exécute en phases, chacune des phases étant chargée d’étendre
'arbre courant d’un niveau supplémentaire. Plus précisément, notons par T, l'arbre
couvrant construit a la fin de la phase p. Larbre que l'on cherche est localement défini
par les variables PARENT(u) et FiLs(#). On indiquera par une variable booléenne Fin(u)
le fait que le sommet u a terminé 'algorithme. On dira qu’il est inactif si Fin(u) = VraI
et actif sinon. On utilisera également deux compteurs, CprFirs(u) et CPTNEW(u).

L'objectif est que T, soit un BFS couvrant tous les sommets a distance au plus p de
ro. Donc lorsque p = 0, T se réduit au sommet r.

Initialement p := 0, et pour tout sommet u, FIN(u#) := Faux et ParenT(u) := Firs(u) :=
L, sauf que FiLs(rp) := &. Un sommet u va pouvoir ainsi détecter s’il est dans T, ou non
(si FiLs(#) # L ou non) et s’il est une feuille ou non (si Fits(u) := @ ou non).

La construction de T,,; a partir de T, est réalisée de la maniere suivante :

Algorithme Dijkstra Dist(r)
(principe pour un sommet u a la phase p pour construire T, )

1. La racine ry diffuse un message « START » a tous les sommets' de T, grace a
CastTp(rO). Lors de la diffusion, u pose CerFirs(u) := |FiLs(u)|.

2. Alaréception d’un message « START », chaque feuille u € T, qui est active envoie
un message « NEW » a tous ses voisins sauf a° PARENT(1), et pose CPTNEW(1) :=
IN ()] - 1.

3. A la reception d’un message « NEW » émis par v, si u ¢ T, et que cest la premiere

fois? pour cette phase, on pose Parent(u) := v et Firs(u) := @, et u renvoie un
message « FILS » a v. Sinon (si u € T, ou si ce nest pas la premiere fois), u renvoie
un message « ACK » a v.
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4. A la reception d’un message « FILS » ou « ACK » émis par v, u décrémente
CprNEw(u) et ajoute v a FiLs(u) si c’est un message « ACK ». Quand CptNew(u) =0,
il envoie a PARENT(1#) un message « DONE », ou bien « END » s’il n’a requ que des
messages> « ACK ». Dans ce dernier cas, u devient inactif en posant FIn(u) := VRAL

5. A la réception d’un message « DONE » ou « END », u décrémente CprFiLs(u).
Quand CrprFis(#) = 0, il envoie a PARENT(2#) un message « DONE » s’il a recu au
moins un « DONE », ou bien « END » sinon. Dans ce dernier cas, u devient inactif
en posant FIN(u) := Vrarl Si de plus u = ry, alors si Fin(u) = Faux, incrémenter p et
recommencer a l’étape 1, et sinon (si Fin(u) = Vral) l'algorithme est terminé.

Par induction sur p, on peut facilement montrer que :

Proposition 5.2 A la fin de la phase p, T,y est un arbre BFS du graphe induit par tous les
sommets a distance au plus p + 1 de ry.

Par simplicité, posons pn.x = eccg(ry). D’aprés la proposition 5.2, l’algorithme
Dijkstra Dist(ry) a calculé un arbre BFS pour le graphe G lorsqu’il est arrivé a la fin
de la phase py, — 1 puisque T, = couvre tous les sommets. Cependant, il y faut quand
meéme exécuter la phase p. car, a la fin de la phase p;,,, — 1, méme s’il est vrai que
T,... est arbre recherché, la racine a l’étape 5 va étre encore active car elle va rece-
voir au moins un message « DONE ». Donc la racine devient inactive seulement a la fin
de l’étape pmax- Les phases de l'algorithme sont donc p = 0,1,..., pmax, SOit un total de

Pmax +1 < D + 1 phases.

On va maintenant déterminer les complexités MessaGe et TEmps. On rappelle que
m et D représentent respectivement le nombre d’arétes et le diametre du graphe G.
Pour cela on définit F, comme 'ensemble des arétes incidentes aux feuilles actives de
T, mais qui ne sont pas dans T),. Ici on parle des feuilles actives au début de la phase p.
La remarque est que les arétes de F, sont précisément celles ou circulent les messages
« NEW », « FILS » et « ACK ».

1. On pourrait économiser ici quelques messages en ne diffusant qu'aux sommets actifs de T,. Mais
pour cela il faudrait les distingués dans FiLs(u) avec un stockage supplémentaire. Sans stockage supplé-
mentaire, un sommet inactif pourrait ne pas continuer la diffusion. Dans tous les cas, cela ne changera
pas les complexités pour TEmps et MESSAGE.

2. Ici u pourrait ne pas envoyer de message « NEW » a un voisin v qui lui aurait déja envoyé un
message « NEW ». Mais c’est utiliser de I'espace de stockage supplémentaire pour un cas qui peut ne
jamais se produire.

3. Il le détecte par Fis(u) = L.

4. Donc méme s’il est devenu inactif pendant la phase précédente (p — 1), il est possible que u envoie
encore des messages « ACK » dans I’étape 3 de la phase p s’il est connecté a une feuille de T,,.

5. Le sommet u peut implémenter cette étape en préparant un message M a envoyer a PARENT(1) avec
M :=«END ». Et u pose M :=« DONE » des qu'’il re¢oit un message « FILS ». D’ailleurs u pourrait ne
pas attendre d’avoir CptNEw(u#) = 0 pour envoyer un message « DONE » si un message « FILS » est recu
avant.
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S oeeee- S0 o o T OO O O -0

FIGURE 5.2 — Exécution asynchrone de l’algorithme Dijkstra Dist(r() a la phase
p = 2. Au début, l'arbre T, possede une feuille inactive et quatre . L’en-
semble F, contient 11 arétes sur lesquelles seront envoyés tous les messages

. Les futurs fils des feuilles actives de T, seront déterminés a I’étape 4
par les messages « FILS ». Les étapes de l’algorithme (notamment 3 et 4) ne
sont pas nécessairement exécutées dans le méme ordre par tous les sommets.
Une feuille de T, peut émettre un message « ACK » avant ou apres son
message . A 'la fin de la phase p = 2, T; sera achevé, et la feuille la
plus a droite de T, deviendra inactive avec I’émission d’un message « END »
transmis au parent.
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Proposition 5.3 MEgssaGe(Dijkstra Dist(ry), G) < ZZ:E‘)" (2|E(Tp)| + 4|Fp|) = O(npmax+m) =
O(nD + m).

Preuve. Le nombre total de messages est le nombre de messages pour la phase p, sommé
sur chacune des phases de 'algorithme. Lors de la phase p, on remarque que 1’algo-
rithme n’envoie des messages que sur des arétes de T, ou de F,.

Il réalise une diffusion dans T, et a la fin une concentration. Cela cotite donc 2|E(T, )|
messages. Soit uv € F,. L'exploration du niveau p + 1 avec les messages « NEW » puis
« FILS » ou « ACK » fait transiter deux messages sur uv si v € T, et quatre si v € T,. Au
total le nombre de messages est donc au plus :

pmaX

Y (2AE(T,)I+41F,|) .
p=0
Comme chaque T}, est un arbre, |E(T,)| <n, et donc Zg‘;‘g" 2|E(T,)| = O(npmax)-

Pour borner }_,|F,|, la remarque est qu’un sommet u ne peut étre une feuille active
que pour une seule phase. En effet, a I’étape 4 une feuille active de T, devient soit un
nceud interne dans T, soit reste une feuille mais devient inactive pour toujours. Donc
en sommant les arétes incidentes ae tous les sommets de G on obtient un majorant sur
les arétes incidentes des feuilles actives pour toutes les phases, soit }_, |Fp| < 2m. En fait
ona) ,|F,|=2(m—(n-1)) car les arétes de T, sont exclues de F), soit une aréte vers le
parent pour chaque feuille active (sauf ry). D’ou :

MessaGe(Dijkstra Dist(rg), G) = O(npmax) + O(m) = O(npmax + m) .

O

On remarque que la diffusion est la concentration a la phase p prennent chacune un
temps p, et que l'exploration du nouveau niveau prend un temps 2, tout cela dans le
pire des scénarios ou tous les messages prennent le temps maximal (temps 1). D’ou :

Proposition 5.4 Temps(Dijkstra Dist(ry), G) = Z’;‘g" (2p +2) = O(pmax?) = O(D?).
Comme on le verra au chapitre 6, ’algorithme Dijkstra_Dist est ni plus ni moins que
I'algorithme Flood synchronisé par le synchroniseur f.

La généralisation de Dijkstra Dist a un graphe valué arbitrairement est plutot labo-
rieuse. Chaque sommet de la couche voisine de T, doit gérer sa distance a ry ainsi que
son parent provisoir dans T,. Et, seul le plus proche peut former la nouvelle feuille
de T,,;. Comme le nombre de sommets naugmente que de un a la fois, le nombre de
phases passe de O(D) a O(n). Dans le méme temps le nombre de messages par phase
augmente jusqu’a O(m) car les feuilles de T, peuvent rester actives dans de nombreuses
phases ultérieures. On ne détaillera pas plus cette approche.
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5.1.2 Un algorithme update-based (Bellman-Ford)

L'algorithme Dijkstra Dist maintient un sous-arbre correct en le faisant grandir, ni-
veau apres niveau. Ceci nécessite en fait une synchronisation par la racine ry, ce qui in
fine, fait prendre beaucoup de temps a l'algorithme : O(D?) alors qu’on pourrait espé-
rer O(D). Au contraire, la version distribuée de Bellman-Ford calcule tres rapidement
un arbre, éventuellement incorrect, et essaye progressivement de I’améliorer par mise
a jour successives. D’apres [Wal07][HSS07], c’est cet algorithme qui a été implémenté
pour le routage dans ARPANET en 1969, le premier réseaux internet, cf. la figure 5.3.

/—“\ I
Tme He T
NV bl

THE ARPA NE:iv rl:.A %

ARPANET GEOGRAPHIC MAP, OCTOBER 1980

THE ARPA NETWORK S

T OUsERT el

i wode A 4

FIGURE 6.1 Drawing of September 1969 REG2 Drawing of 4 Node Network
{Couttesy of Alex Mckenzie) o, (raving of 41 3 NAMES SHOWN ARE INP NAMES, NOT (NECESSARILY] HOST NAMES

Figure 5.3 — Cartographie du premier réseau internet (ARPANET), en sep-
tembre 1969 (1 nceud), en décembre 1969 (4 nceuds), en septembre 1971 (18
nceuds) et en octobre 1980 (70 nceuds).

Plus précisément, I’idée de Bellman-Ford.Dist est d’adapter au cas asynchrone ’algo-
rithme Flood qui, on le sait, calcule un arbre BFS dans le cas synchrone. La différence
avec Flood est que chaque sommet diffuse la distance a laquelle il pense étre de r,
c’est-a-dire son niveau dans l’arbre courant dans le cas de valuation uniforme. Si I’arbre
courant n’est pas un BFS (dans le cas asynchrone donc), c’est qu'une partie du réseau
est allé trop vite. Cela signifie que le sommet va prochainement recevoir un message lui
indiquant qu’un de ces voisins est en fait plus proche de la racine que le parent qu’il a
déja choisi. Dans ce cas, il peut mettre a jour son parent et son niveau en diffusant a ses
voisins son nouveau niveau.

Pour alléger I’écriture du code ci-dessous, on va supposer que la racine r; se réveille
en recevant le message d’un sommet fictif v := L. Initialement, pour tout sommet u,
on a LAYER(u) := +co, cette derniere variable représentant une estimation (en fait un
majorant) de la distance entre u et r.

Algorithme Bellman-Ford Dist(rg)
(code du sommet u)

LAYER(U) := 400
Répéter :
* d := Recevg(), et soit v ’émetteur
(siu=ry, poserv:=_1Letd:=0)
e Sid+1<LAver(u):
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1. Laver(u):=d+1
2. PAReNT(U):=v
3. SEnD(LAYER(u), w) pour tout w € N(u) \ {v}

Comme il est décrit, 1’algorithme Bellman-Ford Dist ne calcule pas la variable Firs,
mais il est facile de le modifier pour qu’il le fasse. [Exercice. Décrivez les modifications
a apporter pour le faire.| Et, a cause du « Répéter », I'algorithme ne termine jamais lo-
calement. Cependant, le nombre de messages finit par s’arréter comme on va le voir
dans l'analyse de sa complexité en Temps. On rappelle (cf. la section 2.1 et la défini-
tion 2.2) que la fin de l'algorithme est défini comme le moment ou le dernier message
a été consommé (ou dit autrement le moment ou plus aucun message n’est consommeé).
C’est un exemple d’algorithme distribué sans détection de la terminaison locale (voir le
paragraphe 3.6).

I1 est assez clair qu’a chaque moment, la relation u + PArRenT(u) définit un arbre
de racine ry (pas forcément couvrant). Mais aussi que la variable Layer(u), lorsqu’elle
est mise a jour, représente le cott du chemin de u a ry dans I’arbre. Cela implique que
Layer(u) > distg(rg, u).

I1 est aussi facile de montrer par induction sur d que (cf. figure 5.4) :

Proposition 5.5 Pour chaque entier d > 0, aprés un temps d+1, chaque sommet u a distance
d+1 de ry a recu un message contenant d. Par conséquent, a cause des instructions 1-3,
LavErR(u) =d + 1 et PARENT(1) = v pour un certain voisin v de u.

------- OO0y O -0 d + 1

FIGURE 5.4 — Si v du niveau d a re¢u un message d — 1 apres un temps d (par
hypothese), alors son voisin # au niveau d + 1 aura requ un message d apres
un temps au plus d + 1 d’au moins un sommet du niveau d (en particulier de
V).

On déduit facilement de la proposition 5.5 qu’au bout d’un certain temps, tous les
sommets du graphe ont leurs variables LAYER et PARENT qui sont correctes, c’est-a-dire
qui valent respectivement la distance a r( et le parent dans ’arbre BFS.

Théoreme 5.1 Pour tout graphe G et racine ry, en synchrone ou asynchrone :
* Temps(Bellman-Ford Dist(ry), G) = eccg(rg) = O(D).
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* MEssaGe(Bellman-Ford Dist(ry), G) = O(m - n).

Preuve. La proposition 5.5 implique qu’en temps eccg(rg) les variables LAYER(u) et
PareNnT(#) ne changent plus. Cependant, apres la derniere mise a jour, des messages
peuvent circuler (et étre consommeés par un REcerve) pendant encore une unité de plus.
D’ou la complexité en temps. Bien que le « répéter » semble indiquer que ’algorithme
ne se termine jamais, en fait la définition du temps ne tient en compte que le temps
du dernier message consommeé. On remarque que ce temps peut étre atteint dans le cas
d’un scenario synchrone.

On envoie des messages seulement lorsque la variable Layer(u) est mise a jour (ins-
truction 1-3). Et chaque mise a jour colite au plus 2m messages. C’est en fait un peu
moins car dans 'instruction 3 chaque sommet u # ry n’envoie que deg(u) — 1 messages.
C’est donc au plus ), (deg(u)—1)+1 =2m—n+2, le terme «+1 » étant pour la correction
de «deg(u)—1 » dans la somme ), lorsque u = ry.

Maintenant, le nombre de fois ou Laver(u) peut étre mise a jour est au plus
n—1 car n—1 est la valeur maximum et cette valeur n’est mise a jour que si elle
diminue d’au moins 1 (I'inférieur strict « < » est trés important ici). En fait, le nombre
de fois que Laver(u) peut changer est au plus n — distg(rg, u) puisqu’'une fois que
Laver(u) = distg(rg,u), LAYER(u) ne peut plus changer. Il suit que le nombre de
messages est au plus 2m-(n—1) = O(m - n). O

[Exercice. Décrivez un graphe et un scenario catastrophe ou Bellman-FordDist
comme décrit ci-dessus produit Q(n®) messages.]

I nest pas difficile de voir que le nombre de messages produits par
Bellman-Ford.Dist dépend directement du nombre de fois ou la variable Layer(u) est
mise a jour. Appelons p(u) ce nombre. Du coup le nombre de messages vaut précisé-
ment :

MessaGg(Bellman-Ford Dist(ry), G) = deg(rg) + Z,u )(deg(u)—1) < 2m-u  (5.1)

U+ry

ou p = maxyey(g) p(u), soit le nombre maximum de fois qu'un sommet change sa va-
riable Layer(u). Suivant la valeur de p, le nombre de messages peut étre ainsi étre
moindre que celui avancé dans le théoreme 5.1, en particulier si p < n—1. Clest le
cas si le réseau est faiblement asynchrone. [Exercice. Donnez un majorant du nombre de
messages de Bellman-Ford Dist dans un scenario synchrone.| [Exercice*. Pour tout réel
a €[0,1], on dira qu’un scenario est a-synchrone si chaque message prend un temps au
moins a pour traverser une aréte. Dit autrement, le temps de traversée prend un temps
imprévisible de [a, 1]. Le cas 1-synchrone correspond au cas synchrone et 0-synchrone
au cas asynchrone. Donnez un majorant du nombre de messages Bellman-Ford Dist lors
d’un scenario a-synchrone, en fonction de n,m, D et bien sur a.]
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C’est en fait cet algorithme la qui est a la base du protocole principal d’Internet, BGP
(Border Gateway Protocol). Malheureusement, dans le cas valué ou les arétes ont des
poids arbitraires ® (et pas seulement unitaire), Bellman-Ford Dist peut consommer un
nombre exponentiel de messages pour converger vers un arbre de plus courts chemins,
comme l’explique la proposition 5.6. [Exercice. Comment faut-il modifier ’algorithme
Bellman-Ford.Dist pour qu’il marche avec des poids arbitraires, en supposant que u
connait les poids w(uv) de chacun de ses voisins v ?]

[Cyril. Que devient le temps dans le cas valué? La proposition 5.5 ne tient plus.]

Proposition 5.6 Il existe un graphe valué a n sommets et un scenario asynchrone o l'algo-
rithme Bellman-Ford.Dist (version valuée) produit 2" messages.

Preuve. L'exemple est inspiré de [ABNG94, p. 2516]. On considere le graphe composé
d’une chaine de k triangles comme représenté sur la figure 5.5 qui possede au total
n = 2k + 1 sommets dont deux distingués s = a;_; et t = ay. L'aréte a; — b; du triangle i,
pour i €{1,...,k}, est valuée 2'~!, toutes les autres étant valuées 1.

FiGure 5.5 — Graphe valué a 2k + 1 sommets ou Bellman-Ford_Dist(s) peut uti-
liser plus de 2% messages dans un scenario asynchrone. Le temps de traversée
des messages est fixé par 7; et ¢. Les arétes bleutées ont des poids de la forme
2!, tous les autres étant unitaires.

L'objectif est de montrer qu’il existe un scenario ou tous les chemins entre s et f vont
étre construits par ordre strictement décroissant de cott.

La premiére remarque est que pour chaque entier x € [0, 2¥[, il existe un chemin de s
a t de colit x+k. Cela fait donc 2% chemins différents. Pour le voir on considére le chemin

S=ay—Qax_1—--—ay—ag=t

de cout k de s a t utilisant les arétes de base des triangles. Puis, si le bit i — 1 dans
I’écriture binaire de x vaut x[i — 1] =1, i € {1,...,k}, on modifie localement le chemin
passant par le triangle i en utilisant le détour par b;. L'allongement est précisément de
2i=1 A cause de l'aréte a; — b;, et ce indépendamment des autres bits de x. Le cofit total
de ce chemin est ainsi de x + k car x = Zle x[i —1]- 21, Voir un exemple figure 5.6.

La deuxiéme remarque est que chacun des 2¥ chemins entre s et t, s’il est produit par
l’algorithme, générera au moins un nouveau message puisqu’il induit un changement

6. Il est sous-entendu que les « poids » sont non nuls.
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FIGURE 5.6 — Exemple de chemin de s a t pour k =7 et x = 1010011, = 64 +
16+2+1=283. Son colt est x + k = 90.

de parent dans l'instruction 2 qui est suivit d’au moins’ un Senp en 3. Il en résulte un

total d’au moins 2k = 2("=1//2 = 20(") messages comme désiré. Notons que l’algorithme
construit toujours des chemins dans 'ordre décroissant de longueur.

Reste a montrer qu’un scenario peut effectivement construire tous ces chemins. On
considére un scenario ou le temps de transmission des messages circulant sur l'aréte
a; —a;_; du triangle i vaut un certain 7; €]0, 1], valeurs décroissantes avec i et qui seront
définies précisément plus tard. Le temps de transmission des deux arétes incidentes a b,
vaut ¢/2 pour un certain ¢ suffisamment petit par rapport aux 7;. Le temps de traversée
des deux arétes d’un chemin a; —b; —a;_; prend donc un temps ¢, indépendamment de i.

On suppose qu’on lance Bellman-Ford.Dist depuis ry = s. L'intuition est la suivante.
Au départ, le premier chemin construit de s a t passe par chaque b; car le temps de
traversée des 2k arétes est ke, valeur choisie < 7; pour tout 7, si bien qu'aucun message
n’a encore pu traverser d’aréte a; —a;_;. Le colt de ce premier chemin est x + k avec
x=2F_1=11 -++11,. Puis progressivement, le chemin évolue et son cott diminue.
Apres un temps t; le sommet a; informe le sommet a;_; qu’un raccourci via a; — a;_4
existe, diminuant strictement le cotit de 2'~! sur la partie du chemin de s a a;_;. L'impact
sur la valeur courante de x est de passer x[i — 1] de 1 a 0. Cependant, dés que a;_; est
informé de ce changement, la diffusion a ses voisins, notamment vers b;_; par les liens
rapides, fait que le chemin se met a jour jusqu’a f en passant par tous les b; avec j <i.
Cela correspond alors a poser x[j—1] =1 pour tous les j <i. La valeur x est alors la plus
grande possible telle que x[i — 1] = 0. Bien str, pour ne rater aucun chemin, il va falloir
montrer qu’au moment ou x[i — 1] repasse a 1, on avait bien x[j] = 0 pour tous les j <.

Plus formellement (hypothése d’induction), on suppose que lorsqu’un sommet a;
est informé d’un changement de distance a s, alors apres une certaine durée d; les 21
chemins entre a; et t auront été construits. On veut montrer que cela est vrai pour i =k,
di= (21 -2)-eet 1; = 2e +d;_; = 2'e. On peut choisir ¢ = 1/2kK <1 si bien que le temps
de transmission le plus long sera 7, = 2€- ¢ = 1 €]0,1] comme requis. Au passage, les 2
chemins vont étre construits en temps d; < 2.

Pour i = 0, lorsque ay est informé, 'unique chemin réduit au sommet ay = t est
construit sans aucune communication. On en déduit donc qu’apres que g, ait été in-
formé, et aprés un temps dy = (2°t1 —2). ¢ = 0, tous les chemins de a; a t ont bel et bien
été construits. C’est donc vrai pour i = 0.

7. C’est en fait deux changements de PArenT : celui de 4;_; puis de b;. Et comme c’est une diffusion a
ses voisins moins le parent, cela génere en fait (deg(a;_;) — 1) + (deg(b;) — 1) = 5 messages.
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Supposons la propriété vraie pour i — 1, et montrons qu’elle est encore vraie pour i.
Lorsque a; est informé d’un nouveau chemin de s a a; (notons T cet instant comme sur
la figure 5.7), le chemin via a; — b; — a;_; est construit en temps ¢. Pendant ce temps, un
message transite sur ’aréte a4, —a;_;. Aumoment T +¢, le sommet a;_; est informé. Alors
les 2i~! chemins entre a;_; et t se construisent (induction) ce qui dure d;_;. Le message
sur a; —a;_; n'est toujours pas arrivé car on remarque que T; > € +d;_1. Au temps T + 1;
le sommet a;_; devient de nouveau informé d’un chemin de s a a;_; encore plus court
passant par a; —a;_;. A ce moment 13, les 2! chemins entre a;_; et t se construisent de
nouveau en temps d;_;.

T T+¢ T+e+d;y, T+r T+t +d;_;

temps

a; —b; —a;_, construit a;_1 est informé

et a;_; est informé 2" chemins construits

' ] 2i~1 chemins construits
a; est informé

FiGure 5.7 — Chronologie de la construction des 2 chemins depuis 4;.

Entre a; et t, lorsque 4; a été informé par s d’un nouveau chemin, 2-2-! = 2/ chemins
différents se sont donc construits. Il a fallut pour cela une durée de

Ti+di_=2e+d;i)+di1=2e+2-(2"=2)-e=(2*1=2). e =d,

ce qui prouve la propriété pour i et termine la preuve. O

[Exercice. Montrez comment modifier un seul sommet du contre-exemple de la pro-
position 5.6 pour que le nombre de messages produits par Bellman-Ford Dist (version
valuée) soit d’au moins (A—1)- 251 = 20(1084) dans le pire des cas d’un graphe valué a
n sommets de degré maximum A > 4.] [Exercice. En supposant que les poids des arétes
du graphe sont des entiers de {1,..., W}. Donnez alors un majorant sur le nombre de
messages produits par Bellman-Ford.Dist (version valuée). Méme question si, de plus, le
scenario est a-synchrone (cf. exercice précédent).]

On remarquera pour que le scenario catastrophe évoqué dans la proposition 5.6 se
produise, il faut que : (1) l'aspect ratio du graphe, c’est-a-dire le ratio entre la longueur
la plus grande et la plus petite dans le graphe, soit exponentiel en 1; et que (2) le scena-
rio soit fortement asynchrone, typiquement que les temps de transmission le long des
arétes soient inversement proportionnels aux poids des arétes.

Ces conditions sont rarement réunies en pratique. Cela signifie aussi que la simula-
tion d’un algorithme distribué peut tres bien passer a coté de scenarios catastrophes, en
terme de graphes, de valuation et d’assynchronisme. Il faut donc se méfier. Une simula-
tion, généralement, ne prouve absolument rien, malheureusement. Si elle est correcte-
ment programmeée, au mieux, elle peut montrer des failles éventuelles de I'algorithme
en exhibant un contre exemple (graphes et/ou scenarios catastrophes).
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[Exercice*. Montrez que le nombre de chemins simples (auto-évitants) dans un
graphe a n sommets et de degré maximum A depuis un sommet fixé est au plus
P(n,A) = 1+AX?;02(A—1)". En admettant que P(n,A) = (A—1)""1.(1+0O(1/n)), en déduire
que Bellman-Ford.Dist (version valuée) produit au plus 2°(*1°84) messages. Pensez a les
compter en fonction du nombre d’arétes. D’apres un exercice précédent, le nombre de
messages produits peut atteindre 2¢2("1°84) | [Exercice. Soit I'(G, ry) 'ensemble de tous les
chemins simples issus de ry dans le graphe valué G. On notera w(P) le cotit d’un chemin
P (somme des poids). Soit C = [{w(P) : P € I'(G,ry)}|, c’est-a-dire le nombre de couts dif-
férents pour les chemins de I'(G, r(). Notez que C < |I'(G, ry)|. Montrez des exemples ou
C = O(1) et |[I(G, r)| = Q(n?). Pensez & des graphes de petit diamétre. Majorez le nombre
de messages pour Bellman-Ford.Dist (version valuée) appliqué a (G, ry), en fonction de
C.]

5.1.3 Résumé

I1 existe d’autres algorithmes de calcul d’arbres BFS en asynchrones, mais aucun n’est
optimal a la fois en temps et en nombre de messages. Les plus sophistiqués sont basés
sur des algorithmes synchrones avec l'utilisation de synchroniseurs que 1’'on verra au
chapitre 6. La table 5.1 donne une synthese.

MESSAGE TeEMPS
Borne inférieure Q(m) Q(D)
Dijkstra Dist O(m+nD) O(D?)
Bellman-Ford Dist O(mn) O(D)
[Asp05][BDLPO08] O(mD) O(D)
Meilleur connu [AP90] | O(m +nlog®n) | O(Dlog> n)

TaBLE 5.1 — Compromis Temps/MEssaGE pour les algorithmes distribués en
mode asynchrone pour le calcul d’un arbre BFS.

[Cyril. A revoir, en particulier si pour [AP90] et [AR93] il faut que le synchroniseur
y soit déja construit ou pas.]

L’algorithmes [AP90][AR93] se généralisent aux graphes valués avec les mémes com-
plexités. L'algorithme Aspnes [Asp05], qu’on va briévement présenter ci-apres, uti-
lise sans le dire le synchroniseur a sur l'algorithme Flood, notion que sera abordée au
chapitre 6. L'algorithme [BDLP08] n'est qu'une implémentation particuliere de 1’al-
gorithme Aspnes qui utilise moins de ressources mémoire et des messages de taille
constante au lieu de O(logn) bits.

Dans l'algorithme Aspnes(ry) un sommet u peut envoyer deux types de messages pa-
ramétrés par un entier d, exact(d) ou plus-que(d), pour dire qu’il sait qu’il est a distance
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exactement d ou qu’il est a distance > d de la racine ry. Par exemple, on pourrait poser
exact(d) := (d,0) et plus-que(d) := (d,1). Au départ on fait comme si tous les sommets
avaient déja envoyé et recu un message plus-que(—1) de tous leurs voisins.

[Cyril. 11 faudrait prendre un exemple concret avec disons 4 sommets et détailler
I'implémentation. Il faut détailler le stockage pour chaque voisin d’'une émission et
réception d’une certaine valeur d. Disons, pour chaque sommet u#, des mots binaires
R(d)[i] et S(d)[i] indiquant si d a été recu ou envoyé au i-eme voisin de u. Sans doute
que seules les valeurs d — 2, d — 1 et d suffisent?]

Algorithme Aspnes(ry)
(code du sommet u)

La racine ry envoie exact(0) a tous ses voisins et termine.
Chaque u # ry envoie a tous ses voisins un message :

1. plus-que(d) des qu’il a recu et envoyé plus-que(d — 1) de tous ses voisins.

2. exact(d) des qu'’il recoit un message exact(d — 1) (et il choisit cet émetteur comme
parent), et qu’il a recu plus-que(d —2) et envoyé plus-que(d — 1) de tous ses voisins.

Notons que les sommets doivent stocker des messages pour pouvoir déterminer le
type de message a envoyer. On se réfere a [Asp05] pour la validité de cet algorithme.

5.2 Arbres en profondeur d’abord

I1 s’agit de réaliser un parcours DFS du graphe (de I'anglais Depth First Search). Plus
précisément, on souhaite visiter tous les sommets d’un graphe en suivant les arétes.
En séquentiel on utilise un parcours en profondeur d’abord (DES). Le principe est de
démarrer depuis un sommet ry et pour chaque sommet v faire : si v a des voisins non
encore visités, alors on en visite un. Sinon, on revient vers le sommet qui a visité v en
premier. S’il aucun de ces sommets n’existe, la recherche est terminée. En séquentiel,
cela prend un temps ©(m), tous les voisins de tous les sommets pouvant étre testés.
L’Exercice 1 propose de détailler la version distribué de cet algorithme.

5.3 Arbres de poids minimum

I1 s’agit de calculer un MST du graphe (de I’Anglais Minimum Spanning Tree), soit un
arbre couvrant de poids minimum. C’est a ne pas confondre avec un arbre couvrant de
plus courts chemins (Shortest-Path Spanning Tree ou SPST) qui se calcule en séquentiel
avec l'algorithme de Dijsktra par exemple.
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Chaque aréte e du graphe G est supposé avoir un poids, c’est-a-dire un réel > 0,
noté w(e). Le probleme de l'arbre de poids minimum consiste a déterminer l’arbre T
couvrant G dont la somme des poids de ses arétes est la plus petite posibles. Dans la
version distribuée du probleme, on supposera que chaque sommet posseéde une table
des poids des arétes de ses voisins.

[Exercice. En considérant un cycle a 5 sommets dont les arétes ont des poids dans

{1,...,5}, montrer que le SPST peut avoir un poids strictement supérieur au poids du
MST.]

En séquentiel, il y a principalement deux algorithmes : Prim et Kruskal (voir la fi-
gure 5.8).

Pour Prim (1957), on maintient un arbre T de racine ry qui grossit en ajoutant a
chaque fois l’aréte sortante de poids minimum, c’est-a-dire l’aréte incidente dont une
seule extrémité est dans T et qui est de poids le plus petit possible. L’arbre est initialisé
au sommet seul ry. Sa complexité (en séquentiel) est de O(m +nlogn) si on utilise un tas
de Fibonacci.

Pour Kruskal (1956, puis redécouvert par Dijkstra en 1959), on trie les arétes, puis
on ajoute a la forét I’aréte la plus petite ne créant pas de cycle. Au départ T = (V(G), @)
ne contient aucune arréte. Sa complexité (en séquentiel) est de O(mlogn), ce qui est plus
lent mais plus simple a implémenter que Prim.

4 , 4

6 6 6

Ficure 5.8 — Calcul d’un MST pour un graphe valué : en bleu avec l'algo-
rithme de Prim, en rouge avec celui de Kruskal. Les numéros colorés sont
l'ordre d’apparition des arétes.

L'inconvénient de ces approches, tres efficaces en séquentiel, est qu’elles proposent
un ajout progressif d’arétes, une par une, pour arriver a la solution. Ceci n’est pas fa-
cile a paralléliser et encore moins a réaliser par un algorithme distribué. De maniere
générale, plus il y a de dépendances entres les étapes, plus cela sera difficile a gérer en
asynchrone (et nécessitera d’étapes de synchronisation). Pour étre efficace, on cherche
donc des algorithmes avec aussi peu de dépendances que possible, ce qui revient a dé-
coupe l'algorithme en peu d’étapes chacune avec ayant un maximum de parallélisme.

Remarque de culture générale.
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Le probleme du MST peut étre généralisé de la maniére suivante, appelé
« arbre de Steiner » : on fixe un sous-ensemble de sommets, disons U C V(G),
et on demande de construire un arbre couvrant U et de poids minimum. Le
probleme du MST est un probleme de Steiner particulier avec U = V(G). Mo-
tivation : un groupe d’utilisateurs doit recevoir le méme film vidéo et il faut
optimiser le cott de diffusion.

La version euclidienne consiste a prendre pour G l’ensemble des points du
plan, chaque sommet étant connecté a tous les autres (c’est donc un graphe
complet infini) par une aréte dont le poids représente la distance euclidienne
entre ses extrémités. Les sommets de G\ U utilisés dans la solution de cout
minimum sont appelés points de Steiner (points noircis de la figure 5.9). Dans
le plan, le gain en terme de cott entre I'arbre de Steiner et le MST est au mieux
de 1-v3/2 ~ 13%. L'arbre MST est donc une 2/v3-approximation pour I'arbre
de Steiner dans le plan.

FiGure 5.9 — MST dans le cas euclidien (a gauche) comparé avec l’arbre de
Steiner (a droite) ici plus court d’environ 6%.

Calculer un arbre de Steiner est un probléme est NP-complet (on ne connait
pas encore d’algorithme polynomial en 1 et on pense qu’il n’y en a pas), et il
le reste méme si tous les poids sont égaux ou dans le cas euclidien. Cepen-
dant, si |U| = k, il existe des algorithmes en 2k . 1O 11 est considéré comme
un probleme classique car c’est I’'uns des 21 premiers problémes qui ont été
montrés NP-complets par Richard Karp en 1972 [Kar72] par réduction a la
NP-complétude de SAT prouvé indépendamment par Leonid Levin et Stephen
Cook en 1971 [Coo071], date considérée comme la naissance de la théorie de la
NP-complétude.

5.3.1 Algorithme GHS

I1 s’agit de l'algorithme de Gallager, Humblet et de Spira [GHS83]. Le principe et
simple, mais pas les détails de I'implémentation. Bien qu’il fonctionne dans le mode
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asynchrone, on ne donnera les détails de l'algorithme (simplifié) seulement dans le
mode synchrone. L'algorithme original est optimal en nombre de messages, contrai-
rement a la version présentée ici.

Il va étre important que les arétes aient des poids tous différents (sinon des cycles
peuvent apparaitre). On peut se passer de cette hypothese soit en modifiant la relation
d’ordre « < » sur les poids, soit en modifiant légérement les poids eux mémes.

Pour la premiere facon de faire, on peut départager les égalités de poids de maniere
consistante : I'aréte ayant une extrémité avec le plus petit identifiant sera considérée
comme la plus petite pour toutes celles de méme poids. S’il y a encore égalité (les arétes
de méme poids étaient incidentes au méme sommet d’identifiant minimum) alors on
les départages avec I'identifiant maximum, qui lui doit étre différent pour chaque aréte
incidente au méme sommet ®. Dit autrement, pour une aréte uv, il s’agit d’un ordre
lexicographique sur les triplets

(w(uv), min{ID(u),ID(v)}, max{ID(u),ID(v)}) .

L’autre facon de faire [Cyril. A passer en exercice?], si les poids sont des entiers * et
qu’une borne stricte !° B sur I'identifiant maximum est connue, est d’augmenter lége-
rement les poids pour les rendre uniques. Inutile alors de toucher a la relation « < » sur

les poids. Par exemple, on pourra poser '! :

W' (uv) = w(uv)+ID(u)/B*>+1ID(v)/B® > w(uv)

ce qui s’interprete plus facilement en représentant la partie décimale en chiffres de base
B. Rappelons que multiplier ou diviser par B’ revient a décaler a droite ou a gauche le
point décimale. En base B, on a :

@'(uv) = w(uv).] 0 |ID(u)]ID(v)].

Il devient clair que la partie décimale ID(u)/B? + ID(v)/B? identifie I'aréte uv. D’autre
part la somme sur n -1 < B termes quelconques w’(uv), sur n — 1 les arétes d’un arbre
couvrant par exemple, ne pourra pas affecter la partie entiére de cette somme a cause
de la présence du 0 (en base B) juste apres le point décimal.

Dit autrement, pour tout arbre couvrant T :

(1) (2)
w(T) < &'(T) < 1+w(T). (5.2)

8. C’est le méme procédé qu’on avait utilisé dans la proposition 3.4 pour associer un identifiant unique
a chaque aréte.
9. Si les poids ne sont pas entiers, on peut encore s’en sortir en tenant compte de I’écart minimum
entre deux poids différents.
10. On veut dire par la que tous les identifiants sont dans [0, BJ.
11. En pratique on multipliera tout par B> pour ne manipuler que des entiers.
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Ces deux inégalités s’appliquent en particulier aux arbres couvrant de poids minimum
T, et T, calculés respectivement pour les poids w et w’. Notons que T, est unique
contrairement a T,,. Comme T,, est minimum pour w et T, est minimum pour w’, on
a:
(1) , 2

w(T,) < w(T,) et (T, < & (T,). (5.3)
En combinant toutes ces inégalités, plus précisément (5.3)(1), (5.2)(1) avec T = T,
(5.3)(2) et enfin (5.2)(2) avec T = T,,, on déduit que :

w(T,) g w(T,) < 1+w(T,). (5.4)

Les poids w(-) étant entiers, il est clair que (5.4)(1) est en fait une égalité. Donc la somme
des poids w(-) sur les arbres T,, et T, est la méme. L'arbre T, est donc bien un MST.

Cette solution cependant suppose de connaitre une borne B sur l'identifiant maxi-
mum.

Au passage, on pourrait se demander comment faire si les sommets n‘ont pas
d’identifiant? En fait on peut montrer, si le graphe est symétrique comme un cycle
ug—uy; —---—u,_1 de longueur paire ou toutes les arétes ont le méme poids, qu’au-
cun algorithme distribué déterministe ne peut calculer de MST. Car, si u; — u; | décide
d’ajouter I'aréte a la solution, alors u;,, — u;,3 pourrait faire de méme '2. Du coup, dans
un scénario parfaitement synchrone, soit toutes les arétes sont dans la solution (créant
un cycle), soit aucune, soit seule une sur deux (non connexe).

L’algorithme GHS est une variante de I’algorithme d’Otakar Bortivka (publié en 1926
sous le titre : O jistém problému minimdlnim — Sur un certain probléme minimal), lui-
meéme proche de celui de Kruskal. L'algorithme procede par phases successives, les som-
mets du graphe étant partitionés en sous-graphes connexes appelés fragments. Au dé-
part, chaque sommet constitue un fragment.

Algorithme d’Otakar Bortivka
(principe de la phase p, voir 'exemple figure 5.10)

1. Chaque fragment détermine en parallele son aréte sortante de poids minimum.
2. Les fragments fusionnent grace a ces arétes.
3. On passe a la phase suivante s’il reste plus qu’un fragment.

Comme on va le voir dans la preuve de la proposition 5.7, I’algorithme s’aréte apres
seulement p = |log, n| phases, ce qui donne un algorithme séquentiel de complexité
O(mp) = O(mlogn).

12. Notez que 'argument, si appliqué entre u; —u;,1 et u;;1 —u;,,, ne marche pas. Car u,,; peut distin-
guer ses deux arétes en décidant, par exemple, que sa premiere aréte est celle par qui il a recu le premier
message.
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6

Figure 5.10 — Calcul d’un MST avec l'algorithme de Bortvka. Les numéros
colorés sont les numéros de phase d’apparition des arétes. Dans cet exemple,
il y a que 2 = |log, 6] phases.

Pour étre plus précis, on pose T* un MST pour le graphe G. Comme les poids sont
uniques, la solution est également unique. On appelle fragment de G un sous-arbre de
T* (ou encore un sous-graphe connexe de T". Si F est un fragment qui ne couvre pas G,
c’est-a-dire si F # T”, on notera Out(F) l'aréte sortante de F de poids minimum, c’est-a-
dire ayant une extrémité dans F et ’autre en dehors.

Propriété 5.1 Si un fragment F = T*, alors F U{Out(F)} est aussi un fragment.

Preuve. Si cela n’était pas le cas, il y aurait une autre aréte sortante de F, disons uv €
T* avec u € F, connectant F 4 F, la composante connexe de T*\ F contenant v (cf. la
figure 5.11). Notons que F et F sont des sous-arbres de T*. Cependant l'aréte Out(F)
connecte aussi F a F. Par minimalité de w(T*) on doit avoir w(uv) = w(Our(F)) ce qui
implique uv = Out(F) a cause de 'unicité des poids.

Ficure 5.11 — Illustration de la preuve de la proposition 5.1 affirmant que
I’aréte OuTt(F) doit étre dans T*.
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I1 découle de la propriété 5.1 que si F et F’ sont deux fragments disjoints tels que
Out(F) = uv avec u € F et v € F/, alors F U {uv} U F’ est aussi un fragment : c’est un
sous-graphe connexe sans cycle (F et F’ étant disjoints) et toutes les arétes sont dans T".
Notez bien qu’il est possible d’avoir Out(F’) # uv’. Dans ce cas on peut former un plus
grand fragment encore (comme dans I'exemple de la figure 5.12).

Le principe de l'algorithme GHS est donc de maintenir les fragments (qui sont des
arbres enracinés), de calculer en phase parallele pour chaque fragment F I’aréte Out(F)
et de fusionner les fragments jusqu’en avoir plus qu'un. Le principe de chaque phase
est détaillé ci-apres.

On remarque qu’une suite de k fusions ne peut former de cycle comme F; U {e;} U
FyU---UF;U{ex} UF; ou e; = Out(F;), puisqu’on aurait w(e;) > --- > w(eg). En effet, si
le fragment F; a choisit e; = Out(F;) c’est que w(e;_1) > w(e;) car e;_; et e; sont toutes
deux sortantes de F;. Il suit que le fragment F; aurait une aréte sortante ¢, de poids
strictement inférieur a e; = Out(F;) : contradiction. Remarquez qu’il est crucial que la
relation « < » sur le poids des arétes soit un ordre strict, d’ou I’hypothese initiale des
poids distincts.

De maniére générale, la relation sur les fragments induit par Ourt (c’est-a-dire on met
un arc T — T’ si Out(T) connecte T a T’) posséde une structure pseudo-acyclique ou
chaque composante connexe contient exactement deux fragments sont mutuellement
en relation (cf. figure 5.12). On parle parfois de graphes fonctionnels (functional graphs
ou graphs of functions en Anglais). [Question. Pourquoi il n’y a qu’une seule paire de
fragments par composante mutuellement en relation ?| Dans le cas d’un choix mutuel,
on peut garder comme racine de la nouvelle composante le fragment de plus petit ID
(sur cette aréte) et diffuser ce choix a toute les fragments de cette composante.

%}

FiGure 5.12 — Structure entre les fragments (=sommets) induite par la rela-
tion Ourt (=arcs). Chaque nouvelle composante connexe (ici trois) contient
exactement deux fragments mutuellement en relation.

L’algorithme GHS fonctionne donc en phases synchronisées, chaque phase consis-
tant a déterminer en parallele pour chaque fragment T l'aréte Out(T). Puis les frag-
ments sont fusionnés en mettant a jour les relations de parents et de fils, la racine du
fragment, ainsi qu’une table décrivant pour chaque sommet la liste des arétes sortantes
du nouveau fragment (pour calculer la future aréte Our).


https://en.wikipedia.org/wiki/Pseudoforest#Graphs_of_functions
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On va maintenant donner quelques détails de I'implémentation dans le cas syn-
chrone. Dans le cas asynchrone, méme si certaines étapes restent valides, il faut faire en
particulier attention aux communications impliquant des fragments de taille différente
et au changement de phase.

Une des difficultés, qui arrivent méme dans le cas synchrone, est que les fragments
peuvent grandir a des vitesses assez différentes. Méme si les plus petits doublent au
moins a chaque étapes, il peut arriver que certains fragments deviennent rapidement
trés grands si bien que la synchronisation des phases entre fragments devient nécessaire
afin de garantir un nombre d’étapes faible.

Pour simplifier, on supposera une synchronisation par phase que l’on va réaliser par
le calcule préalable d’un arbre couvrant T, grace a Flood, depuis un sommet distingué
ro- Cela prend un temps O(D) et O(m) messages, mais pré-suppose évidemment que le
graphe soit connexe. On pourra se référer aussi a la figure 5.13. S’il y avait plusieurs
composante connexe, il faudrait déterminer un sommet ry dans chacune d’elles en ré-
solvant, par exemple, le probleme de LEADER ELECTION.

Chaque sommet u possede tout au long de l'algorithme un premier ensembles de
variables qui sont initialisées lors du calcul de T, :

* FraG(u) identifiant de la racine de son fragment. Initialement Frag(u) := u;
» ParenT(u) et FiLs(u#) donnant respectivement le parent et les fils dans ’arbre cou-
vrant le fragment de u. Initialement PARENT(1) := 1 et Firs(u) := @.

I1 possede également les variables suivantes qui sont initialisées au début de chaque
nouvelle phase par I’étape 1 de synchronisation de l’algorithme :

* State(u) indiquant 1’état d’'un sommet. Initialement State(u) := DONE.

* BorpEr(1) contenant la liste des voisins de u qui ne sont pas dans le fragment de
u. Initialement BorDER(1) := &.

* Best(u) = (u’v’,w’) étant l'aréte sortante minimum et son poids. Dans un pre-
mier temps il va s’agir de I'aréte minimum sortante de u, puis la minimum sor-
tante parmi tous les descendants de # dans son fragment, u compris. Initialement
Best(u) := (uu,+00).

* F(u) € Fis(u) étant le fils menant au descendant u’ de u tel que Best(u) = (u'v’,w’).
Initialement F(u) := 1.

* R(u) étant une liste des messages « READY » requs des voisins de Borper(#). Ini-
tialement R(u) := 2.

Algorithme GHS
(principe de la phase p en mode synchrone)

1. La racine r; diffuse dans T, un message « SYNC » indiquant a chaque racine de
commencer une nouvelle phase.
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. Chaque sommet u qui est racine et qui re¢oit un message « SYNC » diffuse dans

son fragment un message « PULSE ».

Lors de cette diffusion, a la réception d’'un message « PULSE », chaque sommet u
(y compris la racine) :

* Envoie un message « FRAG » a tous ses voisins, hors son parent et ses fils, pour
déterminer localement I’aréte sortante minimum. A la reception d’un message
« FRAG » un sommet v doit renvoyer un message « FRAG(v) ».

* Apreés avoir récupérer toutes les racines des fragments qu’il compare a
Frag(u), il met a jour ses variables BorRDER(u) et BEsT(u).

* Apres avoir diffuser le message « PULSE » a tous ses voisins de FiLs(u), il passe
dans I’état State(u) := PULSE.

Si u est une feuille de son fragment dans 1’état PULSE, c’est-a-dire avec Firs(u) =
@ et State(u) = PULSE, il initie une concentration vers FrRaG(u) avec un message
« MIN, Best(u) ».

Lors de cette concentration, chaque sommet u (y compris les feuilles) :

* Attend de recevoir un message « MIN, (u;v;, w;) » de chacun de ses fils.

* Détermine l'aréte sortante minimum parmi celles recues de ses fils et la com-
pare a Best(u). S’il en trouve une plus petite, il met a jour Best(u) avec ce
minimum et le fils F(u) dont est issu cette aréte minimum '3.

* Envoie un message « MIN, Best(u) » a PARENT(u).

* Il passe dans I’état State(u) := MIN.

Lorsque la racine du fragment passe dans 1’état MIN, c’est-a-dire u = FraG(u) et
State(u) = MIN, elle diffuse un message « READY, u*v*,F(u) » dans son fragment
ou (u*,v*,w") = Best(u), tout en changeant partiellement le fragment comme ci-
apres.

Lors de cette diffusion, a la réception un message « READY, u*v*, f », chaque som-
met u (y compris la racine) :

* Diffuse aux sommets de FiLs(u) U BorDER(1) le message « READY, u*v*, f’ » ou
f’:=F(u)si f =uand f’:= f sinon.

* Si f = u, échange '* ParenT(u) avec son fils F(u).

* Pose Frag(u) := u*, Best(u) := (u*v",0), et passe dans 1’état State(u) := READY
indiquant que son fragment est prét a fusionner via ’aréte minimum u*v".

. A la reception d’un message « READY, ab, f » venant d’un sommet u € BOorRDER(v),

un sommet v ajoute (ab, u) a sa liste R(v).

Lorsque qu'un sommet u est dans 1’état READY, Best(u) = (uv,w) et que (uv,v) €
R(u), alors u est la racine d’une aréte double de fusion. Si u < v, il diffuse alors un

13.
14.

Notez que si Best(u) n’a pas changé, on ne change pas F(u) qui vaut L.
Notez que si u = u*, alors I'échange produit PARENT(1") := L.



5.3. ARBRES DE POIDS MINIMUM 107

message « CAST, Frag(u) » dans son fragment et tout ceux qui veulent fusionner.
Il applique pour cela I’étape suivante !° :

10. Lors de cette diffusion un sommet u dans I’état READY et qui recoit un message
« CAST, r » (y compris l'initiateur pour lequel r = Frag(u)) :

* Frag(u):=r.

Attend de recevoir dans R(u) autant de messages que |BORDER(u)|.
* Ajoute v a Fis(u) pour tous les messages '° tels que (uv,v) € R(u).
* Diffuse a tous ses sommets de Firs(u) le message « CAST, r ».

* Passe dans I’état State(u) := CAST.

11. Un sommet u qui ne rediffuse aucun message « CAST, r » dans ’étape précédente
concentre un message « DONE, f;, f, » vers la racine ry de T, ou fi, f, sont respecti-
vement les plus petits et le plus grands identifiants des fragments rencontrés pen-
dant la concentration. Il faut ici attendre de recevoir I'information de ses fils dans
Ty, et pour les feuilles f; := f, := FrRaGg(u). Lorsque ry a recu un message « DONE,
f1, f» » de tous les sommets du graphe on recommence 1’étape 1 de synchronisation
sauf si f; = f, signifiant qu’il n’y qu'un seul fragment, et I’algorithme s’arréte.

Proposition 5.7 Pour tout graphe G, en mode synchrone ou asynchrone :

* Temps(GHS, G) = O(nlogn).
* MEssaGe(GHS, G) = O(mlogn).

Preuve. L'observation principale est qu’a chaque étape, le fragment de plus petite taille,
en nombre de sommets, double au moins a l’étape suivante. En effet, par définition, le
plus petit fragment fusionne avec un fragment de taille au moins aussi grande. Il en
résulte un nouveau fragment de taille au moins le double.

Donc, par induction, aprés p > 0 étapes, le plus petit fragment est de taille au
moins 2P, étant de taille 2° = 1 au départ. L’algorithme s’arréte lorsqu’il ne reste qu’un
seul fragment, ce qui arrive des que le plus petit atteint une taille > n/2. [Question.
Pourquoi?]. On cherche donc le plus petit nombre d’étapes p tel que 2P > n/2 < p >
log, (n/2). On vérifie facilement que :

|log,(n/2)| < log,(n/2) < |log,(n/2)]+1

et donc l'entier cherché est p = |log, (1/2)] + 1 = |log, n].

Le temps d’une phase est proportionnel a la profondeur des fragments fusionnés,
soit O(n). Donc Temps(GHS, G) = O(np) = O(nlogn).

15. Un peu comme s’il s’était diffusé a lui méme le message « CAST, Frag(u) ».
16. On peut aussi diffuser a ces fils la sans atteindre le message « CAST ».
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v’ ( 1
/E Frac(u)
’ v FrAG(v)
o
— u*
AN v*
/O CAPT

Ficure 5.13 — Les différents messages envoyés pendant l'exécution d’une
phase de l'algorithme GHS. Aprés une réorientation du fragment, le som-
met u* devient la nouvelle racine de son fragment, tout comme chacun des
sommets cyan. Ici u* <v* et donc le sommet u* devient le premier sommet a
passer dans 1’état CAST, état qui se diffuse ensuite dans son fragment et au-
dela. Le sommet u”* sera la racine du nouveau fragment résultant de toutes
les fusions.
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Le nombre de messages d’une phase est O(n) pour déterminer Out. Mais la mise
a jour des voisins qui sont dans le nouveau fragment, nécessite un total de O(m)
messages. Cette mise a jour est nécessaire pour calculer Our puisqu’on doit distinguer
a un moment ou a un autre les arétes externes des arétes internes d’un fragment. D’ou
MEgssaGe(GHS, G) = O(mp) = O(mlogn). O

5.3.2 Notes bibliographiques

En combinant l’algorithme de Bortivka et de Prim on peut obtenir un algorithme
séquentiel de meilleure complexité. En exécutant d’abord Bortivka pendant ¢ = loglogn
étapes, et en contractant les fragments obtenus, on obtient un graphe avec au plus
n’ = n/2" = n/logn sommets. On peut alors terminer la construction du MST avec Prim
en O(m + n’logn’) = O(m + n). Au total cela donne un algorithme en O(mt + m + n) =
O(mloglogn +n).

Dans le cas séquentiel, il existe un algorithme probabiliste linéaire en
moyenne [KKT95] et un algorithme déterministe quasi-linéaire en O(m - a(m, n)) ou
a(m,n) est la fonction inverse d’Ackermann !” [Cha00][Pet99]. Ce dernier algorithme
est réputé étre extrémement complexe. En fait [PR02] ont construit un algorithme qui
s’exécute en un temps proportionnel au nombre optimal de comparaisons pour déter-
miner la solution. Ce nombre n’est pas connu mais qui est au plus O(m - a(m, n)). Il est
également connu que si les poids sont des entiers représentés en binaires, alors le MST
peut étre calculé en O(m + n) opérations entieres [FW94]. De nombreuses explications
et notes bibliographiques sur le calcul séquentiel peuvent étre trouvés ici.

Des progres sur le probléeme du MST en distribué ont été réalisés depuis [GHS83].
En particulier il a été démontré que tout algorithme distribué nécessitait un temps
Q(\/n/b + D) dans le modéle b-CONGEST [PR00] (donc en synchrone mais avec des
messages de b bits), et ceci méme pour des graphes de diametre aussi faible que
D = (Q(logn). Le meilleur algorithme connu, toujours dans le modele b-CONGEST
avec b = O(logn), se rapproche de cette borne avec une complexité en temps'® de
O(v/nlog'n + D) [GKP98][KP98], mais la complexité en nombre de messages est loin
de l'optimal. La borne inférieure sur le nombre de message est (2(m + nlogn). L'al-
gorithme réalisant le meilleur compromis entre le temps et le nombre de messages,
dans le modele CONGEST, est de O((y/n + D)logn) pour la complexité en temps et de
O(mlogn + nlognlog®n) pour la complexité en messages [Elk17].

Pour certaines classes de graphes il existe des algorithmes plus performants encore.

17. Plus précisément a(m,n) = min;> {A(i,4[m/n]) > logn} avec : A(0,j) = 2j pour j > 0; A(i,0) = 0 et
A(i,1)=2pouri >1;A(i,j)=A(i—-1,A(,j—1)) pouri > 1letj>2.

18. La fonction log*n sera abordée dans le chapitre suivant dans la section 7.4.3. Elle est trés peu
croissante, beaucoup moins que loglogn par exemple. Il faut juste retenir que pour toute valeur pratique
de n,log"n < 5.
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Par exemple, pour les graphes planaires, il existe des algorithmes en temps O(DlogD -
log 1) toujours dans le modele CONGEST [GH15][GH16]. De maniére plus générale, on
peut calculer un MST en temps O(/g - Dlog D -log n) pour tout graphes dessinables sur
une surface de genre g [HIZ16] et au-dela [GH21].

5.4 Exercices

Exercice 1

Ecrire un algorithme de paramétre r, implémentant le DFS décrit dans le cours sec-
tion 5.2 qui optimise le temps, c’est-a-dire que le jeton doit passer exactement deux fois
par chaque aréte d’un arbre couvrant, et passer par tous les sommets.
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LA CONCEPTION et la mise au point d’un algorithme distribué pour un systéme asyn-
chrone est bien plus difficile que pour un systeme synchrone. L'analyse de sa va-
lidité doit prendre en compte tous les scénarios possibles, alors qu'un synchrone il n’y
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a, le plus souvent, qu’'un seul scénario possible. Pour s’en convaincre, il suffit de consi-
dérer le probleme de la construire d’un arbre BFS (vu au chapitre 5) et de mettre en
balance les analyses des algorithmes Flood et Dijkstra_Dist.

L’idée, introduite en 1982 par Gallager [Gal82] puis généralisée par Awerbuch en
1985 [Awe85], est de transformer automatiquement un algorithme synchrone pour qu’il
puisse fonctionner sur un systéeme asynchrone. Le synchroniseur simule donc des envois
de messages synchrones, au top d’horloge t, sur un systeme asynchrone, sans horloge.
Ceci se fait en payant un surcott en nombre de messages dits de synchronisation et des
pénalités sur le temps. Il faut également prendre en compte de temps de construction
éventuelle du synchroniseur. Plusieurs synchroniseurs sont possibles, chaque fois avec
des compromis différents sur ces surcotlits en messages et en temps. Les synchroniseurs
que l'on présentera, une fois construits, utiliseront des messages de taille constante.

Mots clés et notions abordées dans ce chapitre :

* synchroniseurs «, f3, 7,
* spanners, synchroniseurs .

6.1 Methodologie

Soit S un algorithme synchrone écrit pour un systéeme synchrone et o un synchro-
niseur. On souhaite construire un nouvel algorithme A = ¢(S), obtenu en combinant
o et S, qui puisse étre exécuté sur un systeme asynchrone. Pour que la simulation soit
correcte, il faut que I’exécution de A sur un systeme asynchrone soit « similaire » a I'exé-
cution de S sur un systeme synchrone (on donnera plus tard un sense plus précis a
« exécutions similaires »).

Dans chacun des sommets, 1’algorithme A a deux composantes :

1. La composante originale représentant ’algorithme S que I’'on veut simuler, c’est-a-
dire toutes les variables locales, les routines et les types de message utilisés par S.

2. La composante de synchronisation, c’est-a-dire le synchroniseur ¢, qui peut com-
prendre ces propres variables locales, routines et types de message utilisés.

Ces deux composantes doivent étre bien distinctes puisque pendant ’exécution de
A, par exemple, des messages des deux composantes vont étre amener a coexister. Les
messages « ACK » originaux de S ne doivent pas étre confondus avec ceux ajoutés par le
synchroniseurs.

L'idée de base est que chaque processeur u possede un générateur de pulse (= top
horloge), PuLse(u) = 0,1, 2,... variable qui intuitivement simule les tops horloges d’une
horloge globale. Dans l’algorithme A on va exécuter la ronde i de l’algorithme S (grace
a la composante originale) uniquement lorsque PuLse(u) = 1.

Malheureusement, apres avoir exécuté la ronde i de S, u ne peut pas se contenter
d’incrémenter Purse(u) et de recommencer avec la ronde i+1. Il faut attendre ses voisins
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puisque sinon un voisin v pourrait recevoir des messages de u de la ronde i + 1 alors
que v est toujours dans la ronde i. La situation peut étre encore moins favorable, avec
un décalage pire encore. Il pourrait se produire par exemple qu’aux 5 rondes suivantes,
i+1,i+2,...,i+5de S, il ne soit pas prévu que u envoye et recoive des messages. Si bien
que u pourrait effectuer tous ses calculs locaux de la ronde i +1 a la ronde i + 5 et passer
directement a Purse(u) =i+ 6. Si a la ronde i+ 6 il envoie un message a v, v qui est dans
la ronde i aurait légitimement I'impression de recevoir des messages du futur.

Pour résoudre le probleme, on pourrait penser a premiere vue qu’il suffit de marquer
chaque message par le numéro de ronde de I’émetteur, et ainsi retarder les messages
venant du futur. La question qui se pose est alors de savoir combien de temps il faut
les retarder. Malheureusement, un processeur v ne peut pas savoir a priori combien de
messages de la ronde i il est censé recevoir. Sans cette information v pourrait attendre
de recevoir un message de la ronde i, alors qu’a la ronde i de S il est peut étre prévu
qu’aucun voisin ne communique avec v. Ainsi I’'envoi de messages spécifiques, dit de
synchronisation, est nécessaire.

En asynchrone, lorsqu’un sommet attend de recevoir un message il attend potentiel-
lement pour toujours. La réception étant bloquante et il ne peut pas avoir de timeout
puisqu’il n’y a pas d’horloge. En synchrone, les réceptions se débloquent a la fin de
chaque ronde.

Comme on va le voir dans la proposition 6.1, pour que la simulation fonctionne, il
suffit de garantir ce qu'on appelle la « compatibilité de pulse ».

Définition 6.1 (Compatibilité de pulse) Siun processeur u envoie a un voisin v un mes-
sage M de la composante originale a la ronde i lorsque Purse(u) = i, alors M est regu en v
lorsque Purse(v) = i.

C’est la définition du synchronisme donnée au paragraphe 1.3.4 qui disait que les
messages émis lors de la ronde 7 sont recus a la ronde i de leurs voisins.

Bien str, les exécutions de A et de S ne peuvent pas étre identiques, car d’une part
sur un systeme asynchrone, les exécutions ne sont pas déterministes (deux exécutions
sur les mémes entrées ne donne pas forcément le méme résultat!), et que d’autre part
les messages de o dans I'exécution de A n’existent évidemment pas dans I'exécution de
S.

On donne maintenant un sens plus précis a la notion de similarité entre les exécu-
tions de S et de A.

Définition 6.2 (Exécutions similaires) Les exécutions de S sur un systéme synchrone et
de A = o(S) sur un systéme asynchrone sont similaires si pour tout graphe G (I'instance) sur
lesquels s’exécutent S et A, toute variable X, toute ronde i et toute aréte uv de G :
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* Les messages de la composante originale envoyés (ou regus) par u sur l'aréte uv lorsque
PuLrse(u) = i sont les mémes que ceux de S d la ronde i envoyés (ou regus) par u sur
Uaréte uv.

* La valeur de X en u au début de 'exécution de A lorsque PurLse(u) =i est la méme que
celle de X en u dans l'exécution du début de la ronde i de S. La valeur de X en u lorsque
A est terminé est la méme que celle de X en u lorsque S est terminé.

Pour illustrer la définition précédente supposons que S = SpanTree, qui calcule un
arbre couvrant BFS (en largeur d’abord) sur un systéme synchrone. Si A = ¢(S) et S ont
des exécutions similaires, alors en particulier les variables PARENT(u) et FiLs(u) seront
identiques a la fin des exécutions de A et de S. Elles définiront alors les mémes arbres. Il
en résulte que l’algorithme A calcule un arbre couvrant BFS sur un systéeme asynchrone.

Proposition 6.1 Si le synchroniseur o garantit la compatibilité de pulse pour tout algo-
rithme synchrone S, toute ronde, tout graphe G et tout sommet, alors les exécutions de S et
de o(S) sur G sont similaires.

La question principale est donc : « comment implémenter la compatibilité de pulse?
c’est-a-dire quand est-ce que u doit incrémenter Purse(u)? »

Pour cela nous avons encore besoin de deux notions.

* Le sommet u est SAFE pour la ronde i, et on note SAre(u, 1) le prédicat correspon-
dant, si tous les messages originaux a la ronde i envoyés de u a ses voisins ont été
regus. (En gros, u a terminé la ronde i.)

* Le sommet u est ReapYy pour la ronde i + 1, et on note Reapy(u,i + 1) le prédicat
correspondant, si tous ses voisins sont SAre pour la ronde i. (En gros, u est prét
pour la ronde suivante.)

La proposition suivante nous indique donc quand PuLsg(u) peut étre incrémenté.

Proposition 6.2 Sii = Purse(u), si SAFE(u,1) et READY(u, i+ 1) sont vraies, alors la compa-
tibilité de pulse de la ronde i est garantie.

[Cyril. A revoir. 11 faut introduire la régle READY (incrémenter si Sare(u,i) et
Reapy(u,i+1)) et laregle DELAY (ralentir les messages du futur). Et dire : « Si les regles
READY et DELAY sont appliquées, alors la compatibilité de pulse pour la ronde i est
grantie. »|

On peut montrer qu'une seule des deux conditions ne suffit pas a garantir la com-
patibilité de pulse.

Preuve. Il faut montrer qu'un message M envoyé de u vers un voisin v lorsque
Purse(u) =i est bien recu lorsque Purse(v) = i. Comme Reapy(u,i+1) est vraie, SAFE(v, 1)
est vraie.

[Cyril. A FINIR] O
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6.2 Mesures de complexité

Grace a la proposition 6.2 il suffit d’implémenter les propriétés Sare(u,i) et
ReapY(u,i+ 1) pour savoir lorsqu’il faut incrémenter Purse(u). On a donc deux étapes a
réaliser, illustrées sur la figure 6.1.

Etape Sare. A chaque message M de la composante originale recu on renvoie un mes-
sage « ACK ». Ainsi I’émetteur u peut savoir lorsque tous ses messages de la ronde
i = PuLse(u) ont été recus.

Etape Reapy. Lorsqu’un sommet v devient SAre pour la ronde i = Pursg(v) il diffuse
cette information a ses voisins via un message « SAFE ». Il indique ainsi a son
voisin u la possibilité d’incrémenter PuLse(u).

ACK

(a) (b)

Ficure 6.1 — (a) Messages envoyés a la ronde i depuis u a certains de ses
voisins par la composante d’origine. (b) Messages « ACK » de 1’étape SArE.
(c) Messages « SAFE » de 1’étape ReaDY issus des voisins de u mais transitant
seulement par certains voisins.

L'étape SAFE n'est pas tres couteuse. Le temps et le nombre de messages sont au plus
doublés. L'étape REaDY est généralement plus coliteuse puisque u peut, a une ronde
donnée, recevoir potentiellement plus de messages « SAFE » qu’il n’a émis de messages
originaux. Par exemple, u pourrait n‘avoir émis aucun messages originaux a la ronde
i, et pourtant u devra recevoir un message « SAFE » de tous ses voisins pour pouvoir
incrémenter PULSE(u).

Notons cependant qu’il n’y a aucune raison pour que v envoie son message « SAFE »
a u directement sur l'aréte vu. Certes c’est la solution la plus simple et rapide de com-
muniquer 'information. Mais si le temps n’est pas le critere principal on peut faire dif-
féremment et économiser des messages. Ce qui importe a u c’est de savoir quand tous
ses voisins sont SAFe. Un autre sommet pourrait jouer le role de collecteur des messages
« SAFE ». Et, dans un deuxieme temps, ce sommet pourrait informer u par un message
différent, disons « PULSE », que tous ses voisins sont SAFE pour la ronde i (cf. figure 6.2).

Notons qu’a un moment donné, il pourrait avoir 2m messages « SAFE » émis si tous
les sommets sont SAFE en méme temps et décident d’émettre a tous leurs voisins, alors
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SAFE

FIGURE 6.2 — Un sommet w chargé de collecter les messages « SAFE » et de
transmettre un message « PULSE » aux sommets u; lorsque tous leurs voisins
v; sont SaFe. Dans cet exemple il y a 6 + 4 messages échangés contre 6 x 4 si

l'on avait utilisé les arétes v;u;.

qu’il n’y a jamais que n sommets intéressés de recevoir un message « PULSE ». Il serait
donc envisageable de n’utiliser que n messages « PULSE » et de ne pas diffuser « SAFE »
a tous ses voisins.

Les synchroniseurs difféerent sur I’étape Reapy, ’étape SArE étant commune a tous
les synchroniseurs que 'on va présenter.

On note respectivement T;,;;(0) et Mj;(0) le temps et le nombre de messages pour
initialiser la composante de synchronisation.

Notons toute de suite que l'initialisation de ¢ est toujours au moins aussi couteuse
qu’une diffusion car il faut au minimum que chaque sommet u exécute Pursg(u) := 0 et
que tous les sommets aient I'impression de commencer S en méme temps la premiere
ronde. Donc généralement, T;,;;(0) = 2(D) et Mj,it(0) = 2(m). On applique donc 'outil
général des synchroniseurs aux algorithmes distribués de complexité en temps (2(D) et
en nombre de messages (2(m).

Comme l'algorithme original S fonctionne par rondes, pour mesurer ’efficacité d’'un
synchroniseur on s’intéresse aux surcoits en temps et en nombre de messages générés
par la simulation entre deux rondes consécutives.

On note Mpyjse(0) le nombre maximum de messages de la composante de synchroni-
sation générés dans tout le graphe entre deux changements de pulse consécutifs, hormis
les messages « ACK » de I’étape Sare. Si on ne compte pas ces messages dans Mpjse(0)
c’est parce qu’ils correspondent toujours au nombre de messages envoyés pendant deux
changements de pulse et que ce nombre peut étre trés variable d’une ronde a une autre.
Il dépend de S, pas vraiment de o.

Enfin, on note T,yjs(0) la durée (en unité de temps) entre I'instant ou le dernier
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sommet passe sa pulse! a i et I'instant ou le dernier sommet passe a sa pulse a i + 1,
maximisée sur tous les i. Plus formellement, en notant par t,5(7) l'instant ou le dernier
sommet passe sa pulseai,ona:

Tpulse(a) = I¥1>aox{t1ast(i"' 1) = tase (i)} -

Donc cette fois-ci, contrairement a Mpy1se(0), Tpuise(0) inclus le temps du message ori-
ginal de S, mais cette contribution est toujours d’une unité.

Attention! On n’a pas dit que pour un sommet u donné le temps de changement
de pulse est borné par T,yjse(0). Cela pourrait étre plus! Car, méme si v est le dernier
sommet a passer sa pulse a i + 1, il est possible que la pulse de v soit passée a i un peu
avant le dernier, disons u, comme illustré sur la figure 6.3. [Exercice. Quelle est la durée
maximale entre deux pulses pour un sommet donné?]

v u %
ty (i) Hast (1) Hast (i +1) temps
~_
Tpulse (U)

FiGURE 6.3 — Pour un sommet donné (ici v), la durée entre deux pulses peut
etre plus grande que T,yjse(0) = fast(i+1) —fast (7). Ici £, (i) représente I'instant
ou la pulse de v passe a i.

Cependant, si I’algorithme S s’exécute en T = Temps(S, G) rondes synchrones, alors,
apres le temps d’initialisation de o, o(S) s’exécutera en temps 7 - Tyyjs(0) puisque la
durée maximale de I'algorithme o (S) est

—_

T—

tlast(T) - tlast(o) = (tlast(i + 1) - tlast(i)) < T gg?gf{{tlast(i + 1) - tlast(i)}

Il
(e]

= T Tpulse(g) .

Plus précisément,

Proposition 6.3 Soit ¢ un synchroniseur implémentant les étapes SAFE et READY, et S un
algorithme synchrone sur un graphe G. Alors,

* Temps(0(S), G) < Tinit(0) + TEMPS(S, G) - Tpuse(0).

* MEssaGe(a(S), G) < Miyit(0) + 2 - MEssaGE(S, G) + TEmPs(S, G) - Mpyise(0).

Preuve. Les termes additifs Ti,ji(0) et Mini(0) sont clairs d’apreés leurs définitions.
Chaque ronde cotte un temps Tpyise(0) et Mpyise(0) messages hors les messages origi-

naux de S et de I’étape SAFE qui sont comptabilisés dans le terme |2 |- MEsSAGE(S, G).

1. C’est une facon de dire que la variable Purse(u) passe a i.
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Donc sur I'exécution totale de S, le surcott est de Temps(S, G) - Tpyise(0) pour le temps
et Temps(S, G) - Mpyse(0) pour le nombre de messages. O

La meilleure situation possible est lorsque la simulation d’une ronde prend un
temps constant et que le nombre de messages est constant en moyenne pour chaque
sommet. On dira qu’un synchroniseur o est optimal des lors que Tpyse(0) = O(1) et
Mpulse(a) = O(n).

6.3 Quelques synchroniseurs

Les deux premiers synchroniseurs, a et , sont élémentaires et servent de base pour
le troisieme, le synchroniseur y. Nous présenterons brievement un quatrieme synchro-
niseur 9y, paramétré par un entier k > 0 et basé sur la notion de spanners, qui propose
un compromis entre le surcott en temps et en nombre de messages. Il permet aussi de
retrouver les performances des synchroniseurs a, g, .

6.3.1 Synchroniseur «

C’est le plus simple. L’étape ReaDY est simplement implémentée en envoyant a cha-
cun de ses voisins un message « SAFE » aussitot que le sommet apprend qu’il est SAFE.
Cela représente un cotut de 2m messages par ronde.

Le surcolt Tpyise(@) en temps est borné 3 en prétant attention de bien considérer le
dernier sommet v a passer a la pulse i+ 1, ce qui se produit a I'instant t,4(i + 1), sachant
P p q p ast
que chaque voisin u de v est déja passé a la pulse i a un moment antérieur a #j,4(i).
[Cyril. A finir.]

Encore une fois, pour un sommet donné particulier, le passage de la pulseiai+1
peut-étre bien plus long! L’intuition est que certes I'armada navigue a la vitesse du plus
lent bateau, mais le plus lent bateau, lui, n’est ralenti par aucun autre.

Pour un exemple concret, considérons une chaine v; —--- —v; de t sommets, et un
scenario ou Purse(v;) = i. C’est possible, car deux sommets voisins peuvent avoir des
pulses qui different d’'une unité : Purse(v;) = i, SAFE(v;,i) = VRAI mais READY(v;,1) =
Faux, alors que ReaDY(v;,1,i + 1) = VRaI signifiant que v;,; peut passer a la pulse i +
1 un peu avant que v; ne le fasse. Dans ces conditions il est possible que pour avoir
ReaDY(v,t + 1) = VRAI et que v; passe sa pulse a t + 1, le sommet v; ait a attendre un
temps t — 1. C’est le temps nécessaire a vy pour qu’il passe sa pulse de 1 a ¢.

En fait, on peut factoriser I’étape SArE et READY en supprimant les messages « ACK »
pour chaque message de la composante originale. Le message « SAFE » sert alors d’ac-
cusé de reception. Du coup T,yse(@) = 2 au lieu de 3, et dans la proposition 6.3, on
peut enlever le facteur 2 devant MessaGg(S, G). Pour 'initialisation du synchroniseur,
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consistant a poser Pursge(u) := 0 pour tout u, on utilise une simple diffusion grace a
Flood.

Pour résumer :

Proposition 6.4 Pour tout graphe G,

* Tinit(a) = O(D) et Mipie(a) = O(m);
¢ Tpulse(a) =O(1)et Mpulse(a) = O(m).

Le synchroniseur a, qui optimise le temps, est optimal pour les graphes avec m =
O(n) arétes, comme les graphes de degré bornés, les graphes planaires, etc. Il est par
contre tres consommateur de messages lorsque le graphe est dense, puisque le nombre
de messages augmente alors d’un facteur m ~ n? par rondes.

6.3.2 Synchroniseur g

On utilise un arbre couvrant T de racine r; qui est chargé de collecter tous les mes-
sages « SAFE », grace a un Converger. Notez qu’il s’agit du méme message pour tous
les sommets. Lorsque la racine r( les a tous regus, chaque sommet interne attendant de
recevoir tous ceux de leurs fils, elle diffuse dans tout T un message « PULSE » grace a
Castp(rp). Il est alors clair qu’un sommet u recevant un message « PULSE » est certain
que tous les messages « SAFE » de ces voisins on été émis (car tous regus par ry) et qui
sont donc SAFE.

En considérant la construction d’un arbre BFS selon Bellman-Ford Dist décrit au pa-
ragraphe 5.1.2), on en déduit :

Proposition 6.5 Pour tout graphe G,
* Tinit(B) = O(D) et Minit(B) = O(nm);
* Tpulse(ﬁ) =O(D) et Mpulse(/))) = O(n)

Le synchroniseur f, qui optimise le nombre de messages, est optimal pour les
graphes de diametre constant.

6.3.3 Synchroniseur y

Ce synchroniseur est une sorte de compromis entre les deux synchroniseurs précé-
dents.

Il est basé sur une partition en sous-graphes connexes (ou clusters) du graphe.
Chaque cluster possede un arbre couvrant ainsi qu’une aréte « privilégiée » avec cha-
cun de ses clusters voisins, deux clusters étant voisins s’il existe au moins une aréte du
graphe les connectant (voir la figure 6.4).
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FIGURE 6.4 — Partition en clusters pour le synchroniseur y. La profondeur des
arbres est r,, = 2 et il y a m,, = 10 arétes privilégiées (en brun). Les arétes en
bleu clair ne sont pas utilisées pour ’étape Reapy.

L'étape ReaDY, pour la ronde i, est implémentée en trois sous-étapes par un mixte
des synchroniseurs «a (entre les clusters voisins), et p (a I'intérieur de chaque cluster).
Au départ, chaque cluster se synchronise grace a un synchroniseur f définit sur son
arbre couvrant. A l’issue de cette sous-étape, chaque cluster devient Sare, c’est-a-dire
chaque sommet du cluster est SAFe. Dans la seconde sous-étape, chaque sommet incident
a une aréte privilégiée envoie un message au cluster voisin pour lui signifier que son
cluster est SAre. Enfin, dans une troisieme sous-étape, chaque cluster diffuse dans son
arbre I'information que tous leurs clusters voisins sont SAre. Plus précisément, lorsque
la racine devient informée, elle diffuse l'information dans son cluster pour indiquer a
chaque sommet qu’il est Reapy pour la ronde i + 1 et qu’il donc peut incrémenter sa
variable PuLsk.

[Cyril. Figure avec deux clusters. ]

FIGURE 6.5 — Les trois sous-étapes pour l’étape Reapy pour le synchroniseur

V-

Les complexités en temps et nombre de messages du synchroniseur y pour l'étape
ReADY sont controlées par la profondeur maximum des arbres couvrant les clusters (r,),

et le nombre d’arétes privilégiées (m,,). En effet, on vérifie facilement que 2

* Touse < 41, +1=0(r)); et

¢ Mpulse < 27’”7/ + (n - #clusters) = O(my + n).

2. On rappelle que le nombre d’arétes d’une forét couvrante composée de k arbres est n —k.
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On retrouve le synchroniseur «a en choisissant n clusters réduit a un seul sommet, soit
r, = 0 et m,, = m. Et on retrouve le synchroniseur f en choisissant un seul cluster com-
portant tout le graphe, soit r, = D et m,, = 0.

Dans ce cours, on ne détaillera pas plus la construction distribuée des clusters
et arétes privilégiées, mais on peut montrer qu'en temps et nombre de messages
4 . . .
O(/m_+/n log™n) on peut garantir de/s ‘Val/eurs p(?ly—logarlthmlques pour r,, et m,/n. Plus
précisément, [Cyril. [AR93]? et amélioré depuis par [E1k05]?]

Proposition 6.6 Pour tout graphe G,

* Tinit(y) = O(m + nlog* n) et Migiy(y) = O(m + nlog"n);
¢ Tpulse(?) = 0(10g3 n) et Mpulse(y) = O(ﬂ10g3 n)

Avec ce synchroniseur, une fois construit, on en déduit le calcul d'un BFS en temps
O(Dlog’ n) et O(mlog® n) messages, car en synchrone avec SpanTree on a vu qu'il était
possible de calculer un BFS en temps O(D) et avec O(m) messages.

6.3.4 Synchroniseur d;

C’est une approche générale basée sur la notion de «sous-graphe couvrant peu
dense », sparse spanner en Anglais. C’est une généralisation des synchroniseurs a et f8.
Ici k > 1 est un parametre entier, et en gros a = 9; et f = 9, .

L’idée est la suivante : supposons que l’'on ait déja construit un sous-graphe couvrant
H de G. Le synchroniseur, noté oy, va implémenter I’étape ReaDy en utilisant seulement
les arétes de H. Pour informer tous ses voisins qu’il devient SAFg, un sommet v va diffu-
ser des messages « SAFE » seulement a ses voisins de H plutot que ses voisins de G. Bien
str pour atteindre tous ses voisins de G (notamment ceux qui ne sont pas directement
voisins dans H) il va falloir que ces messages soient retransmis suffisamment longtemps
afin de progresser suffisamment loin dans H.

Plus précisément, notons s(H) la distance maximum dans H entre deux sommets
voisins de G (voir la figure 6.6). Plus formellement,

s(H) := max disty(u,v).
uveE(G)

Chaque sommet v effectue s mini-rondes comme ceci. Dés qu’il devient Sarg, v ini-
tialise un compteur local ¢(v) := 0 et envoie un message « SAFE » a tous ces voisins de H.
Dans le méme temps, il attend de recevoir les messages « SAFE » émis par ses voisins de
H. Une fois qu’il les a tous requs, il incrémente c(v) et recommence une nouvelle mini-
ronde. Lorsque c(v) = s, le sommet v arréte ces mini-rondes, passe dans 1’état REaDy et
peut incrémenter PuLse(v).
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FIGURE 6.6 — Sous-graphe couvrant H (en bleu) pour G. Les étiquettes sur les
arétes représente la distance disty (1, v) pour les arétes uv € E(G)\E(H) (pour
les arétes uv € E(H), disty(u,v) = 1 bien évidemment). La plus grande de ces
valeurs est s(H) = 5.

Proposition 6.7 Lorsque c(v) =s, tout sommet u a distance au plus s de v dans H est SAFE.
Par conséquent, tout voisin u de v dans G est SAFE.

Preuve. Il s’agit d’une simple induction sur la distance d = c(u) ou tous les sommets
sont Sare. C’est trivialement vrai pour d = 0. Ensuite, par définition de s, les sommets
voisins de G sont a distance au plus s dans H. [Cyril. A revoir.] O

A la lumiére de cette implémentation, un parameétre important est donc la valeur
s(H) qu’on appelle facteur d’étirement de H. Il représente le facteur par lequel les dis-
tances de G sont modifiées. Plus s(H) est petit plus H «ressemble » a G. C’est une mesure
de distortion des distances. En effet, il est clair que pour toute paire de sommets u,v (et
pas seulement les voisins) on a :

distg(u,v) < disty(u,v) < s(H)-distg(u,v)

car on peut construire un chemin de u a v dans H en partant d’un plus court chemin de
u a v dans G, donc de longueur distg(u,v), et en « étirant » chacune de ses arétes d’un
facteur s(H). Notons que si G est connexe, alors H l'est aussi et dans ce cas s(H) < +o0
est fini.

Proposition 6.8 Soit H un sous-graphe couvrant de G. Alors G possede un synchroniseur
oy tel que :

¢ Tpulse(aH) < S(H) +2;et

¢ Mpulse(UH) < 25(H) ’ |E(H)|

Preuve. Entre deux rondes consécutives, I'étape Reapy du synchroniseur oy prend un
temps < s(H) et génere ), deg;;(u) = 2|E(H)| messages par mini-rondes, soit au plus un
total s(H) - (2|E(H)|) messages entre deux rondes.
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L'étape Sare prend un temps au plus unitaire tout comme les messages de la
composante originale, ce qui rajoute deux unités au temps. O

On retrouve donc le synchroniseur a en prenant H = G. En effet, s(H) = 1 dans ce
cas. Bt donc Tyise(0y) = O(1) et Mpyise(opr) = O(s(H)-|E(H)|) = O(m). Quant au synchro-
niseur f, on pourrait choisir H comme un arbre BFS. Il vient alors Tyyise(0y) = O(D)
et Mpuise(0g) = O(Dn). En fait, le synchroniseur g fait un peu mieux car pour l’étape
Reapy chaque sommet n’envoie qu’un seul message et pas O(D).

Il reste a montrer que pour tout graphe, il existe de « bons » sous-graphes couvrant
(spanners).

Proposition 6.9 Soit k > 1 un entier. Alors, tout graphe a n sommets posséde un sous-graphe
couvrant avec moins de n'+*V* + n arétes et un facteur d’étirement < 2k — 1.

L’énoncé est évident pour k = 1, puisqu’il affirme que tout graphe possede un sous-
graphe d’étirement 1 ayant O(n?) arétes : c’est le graphe lui-méme! Il 'est déja beaucoup
moins pour k = 2, avec I’existence de sous-graphes d’étirement 3 pour seulement O(n!-)
aretes.

Bien qu’a priori non trivial, la proposition se démontre par I’analyse d’un simple
algorithme glouton, malheureusement séquentiel, donné ci-dessous. (Voir la figure 6.7
pour un exemple d’exécution.)

Algorithme Spanner;(G)

1. H:=(V(G),9)
2. Pour chaque uv € E(G), si disty(u,v) > 2k—1, alors H := H U {uv}

STy o

Ficure 6.7 — Exemple d’exécution de 1a1g0r1thme Spanner,(G) avec k = 2,
en prenant les arétes dans l'ordre de leur numéro. Chaque aréte de G a été
remplacé par un chemin de longueur au plus 2k —1 dans H, et H ne contient
plus de cycles de longueur 2k = 4.

Les détails de la preuve peuvent étre trouvés dans [Gav24]|[Chapitre 1, section 4],
mais ils sont basés sur les observations suivantes qui découlent de I’exécution de 1’algo-
rithme :


http://dept-info.labri.fr/~gavoille/UE-AAp/cours.pdf
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e s(H)<2k-1;et
* H n’a pas de cycles de longueur 2k ou moins.

Or tout graphe sans cycle de longueur < 2k posséde moins de n!'*1/k

d’ou le résultat.

+n arétes [Gav24],

Le résultat de la proposition 6.9 reste vrai pour les graphes valués, c’est-a-dire
lorsque I’étirement est défini par rapport aux cotts des plus courts chemins. Il suffit,
dans l'algorithme Spannery, de considérer les arétes de G par ordre croissant de lon-
gueur. Remarquons que pour k = +co ou disons k = n, l'algorithme Spanner; est le
méme que celui de Kruskal. En particulier H est un arbre (ou une forét si G n’est pas
connexe).

Cependant, il existe un algorithme distribué qui construit en temps ... et ... messages
un sous-graphe H ayant O(k-n'*1/%) arétes et un facteur d’étirement O(k). [Cyril. A finir.]

En combinant les propositions 6.8 et 6.9, on en déduit :

Proposition 6.10 Pour tout graphe a n sommets et entier k > 1, il existe un synchroniseur
O vérifiant :

¢ Tinit(ék) =..et Minit(ék) =..., )
* Tplﬂse(ék) = O(k) et Mpulse(ék) = O(k2 -t ).

Preuve. [Cyril. A FINIR] O

A quelques facteurs logarithmiques prés on retrouve aussi le synchroniseur y en
prenant k =[log, n].

6.3.5 Borne inférieure

La proposition 6.8 montre un lien entre synchroniseur efficace et ’existence de sous-
graphes couvrant peu denses et de faible facteur d’étirement. La proposition 6.9 montre
qu’on peut aussi les construire. Le lien est en fait beaucoup plus fort qu’il n’y parait et
cela va permettre d’établir une limite absolue sur le meilleur compromis possible entre
le surcotit en temps et nombre de messages d’un synchroniseur.

La suite va montrer que la contraposée de la proposition 6.8 est essentiellement
vraie (a des facteurs constants pres), a savoir que si G possede un synchroniseur o avec
Toutse(0) < s et Mpyise(0) < m, alors forcément il possede un sous-graphe couvrant a m
aréetes et de facteur d’étirement s.

Plus précisément,

3. En effet, on a n!/1082" = 2 car log,, (n'/1°8:") = (1/1og,, n) - log, n = 1. Et donc n'/1°8:" =,
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Proposition 6.11 Si G n’a pas de sous-graphe couvrant ayant au plus m arétes et un fac-
teur d’étirement au plus s, alors tout synchroniseur o pour G doit vérifier Tyyjse(0) > s ou
Mpulse(g) > m.

Par exemple, le graphe biparti complet K, ; qui a pq arétes, ne possede pas de sous-
graphe couvrant ayant < pq arétes et un facteur d’étirement < 3. [Question. Pourquoi?|
Par conséquent, ou bien T,yiee(0) > 3 ou bien Mpys(0) = pq, et ceci quel que soit le
synchroniseur o.

Preuve. Soit G un tel graphe et supposons qu’il possede pourtant un synchroniseur
o avec Mpyjse(0) < m. (Bien évidemment si Mpyjse(0) > m pour tout o, la proposition
est démontrée.) Le synchroniseur doit garantir qu'un sommet ne va pas passer a une
nouvelle ronde avant que tous les messages de la ronde précédente lui étant destinés
ne soient arrivés. Donc entre deux rondes consécutives de 1’algorithme synchrone S, il
doit avoir dans A = ¢(S) un transfert d’informations (dites de synchronisation) entre
chaque paire de sommets voisins du graphe. Ce transfert, qui nont aucune raison de
se produire le long de chaque aréte de G, doit prendre un temps au plus Tyjse(0) et
utiliser au plus Mpjs(0) messages.

Soit E I'ensemble des arétes utilisées par o entre deux rondes consécutives pour le
transfert des informations de synchronisation. Puisque Mpulse(a) < m, on a |E| < m. Par
hypothese sur G, le facteur d’étirement de tout sous-graphe H induit par les arétes E
vérifie s(H) > s. Cela implique qu’il existe deux voisins u,v de G qui sont a distance >s
dans H. Le transfert des informations de synchronisation peut donc prendre entre u et
v, dans un mauvais scénario, au moins s(H) > s unités de temps. Et donc, Tyyise(0) > s.
]

Ce résultat doit étre rapproché du suivant qui implique une borne inférieure sur le
meilleur compris possible d’un synchroniseur, a des constantes multiplicatives prétes.

Proposition 6.12 ([Awe85]) Pour chaque entier k > 1, il existe un graphe a n sommets ot
tout sous-graphe couvrant de facteur d’étirement au plus k posséde au moins inl”/k arétes.

Donc le synchroniseur optimal (surcotit en temps O(1) et en messages O(n)) n’existe
pas. [Exercice. Pourquoi?]

En fait, il a été conjecturé (Erd8s-Simonovits [Erd64][ES82]) que pour tout entier k >
1, qu’il existe des graphes ou tout sous-graphe couvrant de facteur d’étirement < 2k + 1
posséde Q(n'*1/k) arétes. La conjecture a été prouvée pour k = 1,2,3 et 5. Autrement
dit, le compromis établi dans la proposition 6.9 est le meilleure possible.

Au chapitre 9 on verra comment construire rapidement ces sous-graphes a la base
de la construction de ces synchroniseurs.
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6.4 Exercices

Exercice 1

Montrer qu’aucun des synchroniseurs «, §, et y n'est optimal (en temps et en nombre
de messages) pour I'Hypercube H; de dimension d. On rappelle que H; est un graphe
dont les sommets sont les mots binaires de longueur d et dont les arétes sont les paires
de mots qui différent d’exactement un bit. Il posséde n = 2¢ sommets et m = d - 241
areétes.

En utilisant le fait que tout H; possede un sous-graphe couvrant de facteur d’étire-
ment 3 ayant au plus 4n arétes , montrer qu’il posséde un synchroniseur optimal.
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DANS CE CHAPITRE nous allons voir comment partitioner les sommets d’un graphe en
k ensembles indépendants, ce qui revient a calculer une k-coloration du graphe.
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L’enjeu ici est de réaliser cette tache le plus rapidement possible, et d’étudier la na-
ture locale de ce probleme. Seule la complexité en temps importe. On se place dans les
hypotheses du modele LOCAL (voir la section 2.2).

Mots clés et notions abordées dans ce chapitre :

* coloration des arbres et cycles (1-orientations),
e algorithme en log*n,

* borne inférieure pour le cycle,

* (A+1)-coloration,

* problemes localement vérifiables (LCL).

7.1 Introduction

Casser la symétrie joue un role majeur en calcul distribué. Beaucoup de taches né-
cessitent la collaboration d’un grand nombre de processeurs (parallélisme) mais inter-
dissent a des processeurs trop proches d’effectuer la méme action et ainsi de prendre
la méme décision. Dans certains cas, il peut étre interdit que des processeurs voisins
agissent en concurrence. Lorsqu’on construit un algorithme distribué on souhaite idéa-
lement créer un maximum de parallélisme (pour aller vite) tout en interdisant les pro-
cesseurs voisins de faire la méme chose (brisure de symétrie). Un moyen d’atteindre
cet objectif, dans une phase préliminaire de l'algorithme, est de partitioner les pro-
cesseurs en ensembles indépendants 1 c’est-a-dire sans aucune aréte entre processeurs
d’un méme ensemble. Cela revient a répartir les processeurs voisins dans des classes
(de couleurs) différentes. Pour créer un maximum de parallélisme, il faudrait un maxi-
mum de processeurs dans chaque classe de couleurs, soit des ensembles indépendants
les plus grands possibles, ce qui in fine revient a diminuer le nombre d’ensembles ou de
couleurs.

Par exemple, si I'on voit les pixels d’un écran de télévision comme une grille de
processeurs élémentaires, le mode 1080i de la norme HD Ready impose que les lignes
paires et les lignes impaires fonctionnement en paralleles mais différemment (1920 x
1080 entrelacé) afin d’optimiser le flux vidéo et la vitesse d’affichage.

Un autre exemple typique est la construction et l'optimisation des tables de routage.
On est souvent amené a partitioner le réseau en régions (ou cluster) et a choisir un
processeur particulier par région jouant le role de centres ou de serveur.

Dans certaines situations on impose méme qu’il n’y ait qu'un seul processeur actif en
méme temps, ce qui revient a résoudre le probléeme d’élection d’un leader évoqué page 7.
Dans le cadre de notre cours, cependant, nous supposons que nous avons des identités
(voir plus en détail le paragraphe 2.2 du chapitre 2 concernant le modele LOCAL).
Donc, dans le modele LOCAL on pourrait faire quelque chose comme « Si ID(u) = 0,

1. On parle parfois de « stables ».
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alors LEADER(u#) := VRAI ... » et ainsi distinguer un processeur explicitement de tous les
autres. Enfin, il peut aussi s’agir du probleme de l’exclusion mutuelle ou une ressource
ne doit étre accédé que par une entité a la fois.

Nous allons donc nous intéresser a la nature local du probleme de la coloration qui
revient a casser la symétrie entre voisins. Un autre probléme tres lié a la brisure de
symétrie est le calcul d’ensemble indépendant maximaux. Il sera étudié au chapitre 8
suivant.

7.2 Définition du probleme

Une coloration propre d’un graphe G est une fonction ¢: V(G) — N telle que c(u) =
c(v) pour toute aréte {u,v} € E(G). On dit que ¢ est une k-coloration pour G si c(u) €
{0,...,k -1} pour tout sommet u de G. Sans précision particuliere, les colorations seront
toujours considérées comme propres.

Colorier un graphe revient a partitioner les sommets en ensembles indépendants.
Les ensembles indépendants permettent de créer du parallélisme puisque tous les som-
mets d’'un méme ensemble peuvent interagir librement avec leurs voisins, qui par défi-
nition ne sont pas dans le méme ensemble. Moins il y a de couleurs, plus grand est le
parallélisme.

Le nombre chromatique de G, noté x(G), est le plus petit k tel que G possede une
k-coloration. Déterminer si x(G) < 2, prend un temps linéaire (graphes bipartis), alors
que savoir si x(G) = 3 est un probléme notoirement NP-complet méme si G est cubic
ou si G est un graphe planaire 4-régulier (et pourtant on sait que x(G) < 4 dans ces cas
13). C’est méme NP-difficile d’approximer x(G) a un facteur n'~¢ prés. Dans la suite on
notera par A = A(G) = max{deg(u): u € V(G)} le degré maximum de G.

Dans ce chapitre, on ne va pas s’intéresser au calcul du nombre chromatique d’un
graphe, mais plutot essayer de déterminer le plus « rapidement » possible et de maniere
distribuée des colorations (propres donc) avec « raisonnablement peu » de couleurs. Par
«rapidement » on veut dire en temps significativement plus petit que le diametre du
graphe (on veut un algorithme local!), et par « raisonnablement peu » on veut dire O(A)
couleurs, un nombre a priori indépendant de n.

En effet, non seulement x(G) < A(G) + 1 pour tout graphe, ce qu'on peut montrer
par une simple induction comme schématisé sur la figure 7.1). Mais en plus cela peut
étre réalisé trés simplement en séquentiel par un algorithme glouton GreedyColoring
présenté et analysé ci-apres dans la proposition 7.1.

On notera aussi qu’on ne peut pas, en général, remplacer le terme « A(G) + 1 » par
quelque chose de strictement plus petit. Les cliques a n sommets sont de nombre chro-
matique n et de degré maximum n — 1. C’est le pire des cas, car le théoreme de Brooks
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(1941) établit que si G est ni une clique ni un cycle impair ?, alors x(G) < A(G). Mais
c’est une autre histoire.

G\ {u}
S

Ficure 7.1 — Si A+ 1 couleurs suffisent a colorier G\ {u}, A+ 1 suffiront pour
G. Bien str, si G a A+ 1 sommets ou moins, il est A+ 1 coloriable.

L’enjeu est donc produire un algorithme distribué capable de « paralléliser » I’algo-
rithme GreedyColoring, un algorithme séquentiel simplissime de complexité linéaire.
Comme on va le voir, c’est pas si facile que cela. Donc autant dire qu’on ne cherche pas >
la parallélisation d’un algorithme séquentiel qui produirait une coloration optimale ou
quasi-optimale.

Les meilleurs algorithmes distribués de coloration calculent une (A+1)-coloration ou
A est le degré maximum du graphe. Pendant tres longtemps (30 ans), le meilleur d’entre

eux [PS92] avait une complexité en temps de 20VI°8") ce qui est sous-polynomial * et
super-polylogarithmique °. C’est donc potentiellement bien plus petit que le diamétre

du graphe. Si A < 20(\/@), il est possible de faire mieux que cela. Le dernier en date
a une complexité en temps ¢ de O(VAlog>? A) +log* . Ce deuxiéme algorithme néces-
site de connaitre A, en plus de n. Ce n’est que trés récemment qu’un algorithme poly-
logarithmique en n a été trouvé [GGR21][GK22], méme si A dépend de n et est tres
grand. Un bref historique des algorithmes distribués de coloration est donné dans le
paragraphe 7.8.4.

7.3 Reéduction de palette

Parmi les hypotheses du modele LOCAL, chaque sommet u possede une identité
unique, ID(u). Donc c(u) := ID(u) est trivialement une coloration propre, certes qui
utilise potentiellement beaucoup de couleurs. Le but va étre de réduire ce nombre, par
des interactions entre voisins, tout en maintenant une coloration propre.

En séquentiel, il y a une technique trés simple pour réduire le nombre de couleurs.

Un cycle impair est un cycle de longueur impair.

Pas encore, mais peut-étre qu’un jour ...

Plus petit que n° pour toute constante ¢ > 0.

Plus grand que log n pour toute constante ¢ > 0.

On définira plus tard dans la section 7.4.3 la fonction log" qui est une fonction trés peu croissante,
beaucoup moins que loglogn par exemple.

AN
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Elle est basée sur une stratégie gloutonne. Initialement, c(u) := ID(u). Et pour chaque
sommet u, pris dans un ordre quelconque, on modifie la couleur de u par la plus petite
couleur non utilisée par un voisin de u. Voir la figure 7.2 pour une illustration.

Plus formellement, on définit pour tout ensemble X C N,
Firstfree(X) := min(N\ X)

le plus petit entier naturel qui n’est pas dans X. Par exemple, FirstFree({0,1,2,4, 8}) = 3.
Il est clair que FirstFree(X) € {0,...,|X|} et donc FirstFree(X) < |X| (¢a vient du fait qu'on
numérote a partir de 0).

Dans la suite on notera ¢(N(u«)) ’ensemble des couleurs des voisins de u selon la co-
loration c. Plus formellement, c(N(u)) := {c(v): v € N(u)}. Bien str FirstFree(c(N(u))) <
lc(N(u))| < deg(u). Et, comme c(u) & ¢(N(u)), on en déduit que :

FirstFree(c(N(u))) < min{c(u), deg(u)} . (7.1)

Ainsi, en appliquant Firstfree a un sommet on ne peut que diminuer sa couleur. En
séquentiel, I’algorithme glouton est donc (on appelle parfois cet algorithme FirstFit) :

Algorithme GreedyColoring(G) (séquentiel)

1. Pour tout sommet u, poser c(u) :=ID(u).
2. Successivement pour chaque sommet u, poser c(u) := FirstFree(c(N(u))).

1 2 1 0 1 0 1 2
0@3 O@l O®O O®O
5 4 3 2 2 0 2 1

(a) (b) (c) (d)

Ficure 7.2 — Exemple de coloration suivant la regle FirstFree. En (a), une 6-
coloration initiale. En (b) résultat en appliquant I’algorithme séquentiel avec
l'ordre 0,1,...,5. En (c) résultat en appliquant FirstFree(c(N(u))) en parallele.
Comme le montre (d) la coloration (b) n’est pas optimale. Cette 3-coloration
optimale peut étre obtenue avec GreedyColoring(G) et l'ordre des sommets
0,3,1,4,2,5.

Proposition 7.1 Pour tout graphe G, x(G) < A(G) + 1.
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Preuve. Il suffit d’analyser ’algorithme séquentiel GreedyColoring(G). Apres ’étape 1,
c est une coloration propre. Si, avant ’application de c(u) := FirstFree(c(N(u))), c est une
coloration propre, alors apreés c est encore une coloration propre. Dong, a la fin de l’algo-
rithme, ¢ est une coloration propre de G. Et on a vu que Firstfree(c(N(u))) € [0,deg(u)].
Donc c(u) < deg(u) < A(G) ce qui fait A+ 1 couleurs au plus. O

Remarque. Il existe toujours un ordre des sommets tel que GreedyColoring(G)
donne le nombre optimal x(G) de couleurs. Pour le voir, il faut : (1) rendre
« gloutonne » une coloration optimale, c’est-a-dire s’arranger pour tout u que
c(u) soit la plus petite couleur disponible parmi ses voisins —ainsi l’application
de FirstFree(c(N(u))) donnera précisément c(u). Et, (2) considérer les sommets
par ordre croissant de leur numéro de couleur. Maintenant, pour rendre glou-
tonne une coloration il suffit d’appliquer FirstFree sur les sommets par ordre
croissant des couleurs! en observant que I"application de FirstFree ne peut ja-
mais augmenter le numéro de couleur d'un sommet (d’apres I’équation 7.1).
Dans l'exemple de la figure 7.2, il suffit de considérer la 3-coloration (d) qui
est déja gloutonne, et de prendre par exemple l'ordre 0,3,1,4,2,5.

L'objectif est de trouver un algorithme distribué « rapide » pour calculer une (A(G)+
1)-coloration de G, ce qui est toujours possible grace a la proposition 7.1. En terme
de degré maximum, c’est la meilleure borne possible puisque pour la clique K, a n
sommets par exemple, on a x(K,,) = n alors que A(K,,) = n— 1. Autrement dit, x(K,) =
A(K,)+ 1. En fait, x(G) = A(G) + 1 si et seulement si G est une clique ou un cycle impair
(théoreme de Brooks déja évoqué). Dit autrement, si G est ni une clique ni un cycle
impair, alors x(G) < A(G).

L’algorithme GreedyColoring est intrinséequement séquentiel. En distribué il y a dan-
ger a appliquer la regle FirstFree a tous les sommets, tout pouvant se dérouler en paral-
lele (cf. les sommets 2,3,4 de la figure 7.2(c)). Le probléme est qu’en appliquant FirstFree
a des sommets voisins il peut se produire que la couleur résultante soit la méme. Il faut
donc trouver une regle locale pour éviter ceci. On voit ici que 1’idéal serait d’avoir jus-
tement une coloration et d’appliquer FirstFree aux sommets d’'une méme couleur pour
éviter les collisions ... On tourne visiblement en rond.

En général on procede en essayant de réduire la palette de couleur en appliquant
la reégle FirstFree a certains sommets seulement. Initialement on utilise comme palette
I'intervalle [0, n[, qui va se réduire ronde apres ronde jusqu’a [0, A(G)]. A chaque ronde
tous les sommets d’une couleur k €]A, n[ peuvent éliminer cette couleur par 'usage de
FirstFree qui garantit que la coloration reste propre.

[Cyril. Plus simplement, on pourrait plutot définir un ReduceColor(c) permettant
de tenter de diminuer d’un la palette des couleurs utilisées, ici celle de plus grand
numéro. Pour cela, en une ronde, on applique FirstFree si le sommet a la couleur locale-
ment maximum. Il n’est pas possible d’avoir deux sommets voisins qui appliquent cette
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regles. Et si pour tout sommet u, |c(N(u))| < k, alors il est possible d’avoir seulement
k couleurs. Disons que s’il existe un sommet u avec |[c(N(u))| > k, alors il ne sera pas
possible d’avoir moins de k couleurs. ]

L'algorithme distribué synchrone suivant permet plus généralement de réduire le
nombre de couleurs de ky a k;. On va pouvoir l'appliquer avec kg = n et ky = A(G) + 1.
Mais plus tard on verra des exemples ou c’est différent. On suppose donc qu’au départ
c est une ky-coloration et que les valeurs kg, k; sont connues de tous les processeurs.

Algorithme ReducePalette(k, k1, c)
(code du sommet u)

Pour chaque entier k € [ky, ko[ faire :
1. NEwRounD
2. SEND(c(u),v) pour tout v € N(u)
3. Sic(u) =k, alors

(a) X:= UVGN(M){RECEIVE(v)}
(b) c(u) :=FirstFree(X)

L'ordre de parcours des entiers de 'intervalle [k, ko[ n’a pas d’importance. L'ins-
truction NEwRoUND permet en mode synchrone de démarrer une nouvelle ronde, c’est-
a-dire un nouveau cycle SENp/Receive/Compurte (voir les explications du chapitre 1).
Dans un systeme asynchrone, cette instruction peut étre vue comme une synchronisa-
tion, un appel a une routine du synchroniseur par exemple (voir le chapitre 6).

On rappelle que dans le mode synchrone, la complexité en temps d’un algorithme A
peut se mesurer en nombre de rondes, chaque message se transmettant en temps 1 entre
voisins. Autrement dit, si A s’exécute en t rondes sur le graphe G, alors Temps(4, G) = t.

Proposition 7.2 L'algorithme ReducePalette(kg, ky,c) construit en max{ky—ky,0} rondes
une ky-coloration ¢ qui était initialement une ky-coloration telle que, pour tout sommet u,
|e(N ()] <ky.

Dans 1'énoncé ci-dessus, |c(N(u))| représente le nombre de couleurs différentes
parmi les voisins de u. Evidemment, |c(N(u))| < deg(u) < A(G). Et donc prendre
ki = A(G) + 1 a pour effet de toujours vérifier que |c(N(u))| < k;. [Cyril. A revoir/re-
formuler cette derniére condition qui doit en fait étre vraie pendant tout le temps de
la réduction. Or, cela peut étre vrai au départ, puis devenir faux ensuite. C’est le cas de
ShiftDown dans l’arbre. Mais cela marche, car lorsqu’on appliquera plus tard la fonc-
tion, c’est pour une seule ronde. Sinon, la condition doit étre [N (u)| < ky.]

Preuve. La proposition est trivialement vraie si k; > k(, puisqu’aucune boucle est exé-
cutée ([ky,ko[= @), et kg-coloration est alors également une k;-coloration. On suppose
donc dans la suite que k; < k.
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I1 faut exactement ky — k; rondes pour exécuter ReducePalette(k, kq,c) car k prend
les ko — ky valeurs de l'intervalle [kq, ko[-

On remarque que la régle Firstfree (instruction 3) est appliquée en paralléle que
sur des sommets non adjacents, ceux de couleurs k. Donc apres chacune de ces étapes
paralleles, la coloration de G reste propre.

Soit m = max,, [c(N(u))| est le nombre maximum de couleurs dans le voisinage d’un
sommet selon la ky-coloration c initiale de G. Par hypothese, m € [0, k;[.

Apres l'application de FirstFree(c(N(u))), la couleur de u est dans I'intervalle [0, m]
contenant m + 1 valeurs différents. Comme tous les sommets de G sont examinés par
I’algorithme [Cyril. Oui mais lorsqu’ils sont examinés |c(N(u))| < k; peut ne plus étre
vrai car ¢ a changé entre temps.], il suit que ReducePalette(kg, k1, c) construit en temps
ko—ky une (m+1)-coloration pour G, ce qui est aussi une k;-coloration puisque m < ky. O

En utilisant le fait qu’au départ les identifiants constituent une n-coloration, on peut
donc construire une (A(G)+1)-coloration en n—(A(G)+1) rondes, en réduisant la palette
de kg = n a k; = A(G) + 1 couleurs. Cela revient a traiter les sommets un par un en
sautant les sommets de couleurs < A(G). On va voir comment faire beaucoup mieux,
dans certains cas tout au moins.

Remarquons que ReducePalette(k + 1,k,c) a pour effet de supprimer en une seule
ronde la couleur k de la coloration c, a condition bien str que chaque sommet de couleur
k possede strictement moins de k couleurs différentes dans son voisinage.

7.4 Coloration des arbres

Nous allons présenter dans cette partie un algorithme trés rapide pour calculer une
3-coloration pour les arbres enracinés. Une 2-coloration serait envisageable pour les
arbres : les sommets de niveau pair recoivent la couleur 0 les autres la couleur 1. Mais
en distribué on peut montrer (cf. le théoreme 7.6) que cela nécessite dans le pire des cas
un temps proportionnel a la profondeur ” de I’arbre pour la calculer. On va voir qu’on
peut aller beaucoup plus vite si I'on admet de perdre une couleur. Cet algorithme sera
aussi la base d’un algorithme applicable a tous les graphes.

En fait, le méme algorithme s’applique aussi aux cycles, et plus généralement aux
graphes 1-orientés, qu'on appelle aussi « pseudo-arbres ». On verra méme qu’on peut
facilement le généraliser aux graphes k-orientés dont voici la définition.

7. Lintuition est la suivante. Les 2-colorations possibles pour un arbre sont limitées. (En fait, a une
permutation des couleurs pres, il n’y en a qu’une.) Produire une 2-coloration est équivalent a connaitre la
parité de sa distance a la racine. Or cette information ne peut étre déduite sans communication a distance
la profondeur justement.
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Définition 7.1 (k-orientation) Une k-orientation d’'un graphe est une orientation de ses
arétes telle que tout sommet posséde au plus k arcs sortants.

Un graphe k-orientable est un graphe qui possede au moins une k-orientation. Un
graphe k-orienté est un graphe muni d’une k-orientation.

Les arbres (et les foréts) sont 1-orientables : il suffit de fixer un sommet comme ra-
cine et la relation PARENT(1) définit alors cette 1-orientation, chaque sommet possédant
au plus un parent. Les cycles ont aussi 1-orientables (définie par la relation successeur).
Les graphes 1-orientables capturent a la fois les cycles et les arbres ou chemins.

Les graphes 1-orientables sont les graphes dont chaque composante connexe pos-
sede au plus un cycle. Ils ressemblent donc a un cycle (éventuellement de longueur
nulle) ou a ses sommets pendent des arbres (cf. figure 7.3).

FiGure 7.3 — Une 1-orientation d’un graphe 1-orientable.

Les graphes k-orientables peuvent étre vu comme 1'union de graphes 1-orientables.
Les graphes planaires sont 3-orientables, car leurs arétes peuvent étre partitionées en
trois foréts. Plus généralement, les graphes dont les arétes peuvent étre partitionées
en k foréts sont dits d’arboricité bornée par k. Les graphes d’arboricité k sont bien évi-
demment k-orientables, mais le contraire est faux en général. Les cycles, par exemple,
sont 1-orientables mais d’arboricité 2. Il existe des algorithmes distribués efficaces pour
calculer des O(k)-orientations pour un graphe d’arboricité k (voir la section 7.6).

7.4.1 Algorithme pour les 1-orientations

On va supposer que le graphe G est 1-orienté, et que chaque sommet u connait son
orientation via la variable Parent(u). Si u n’a pas d’arc sortant (pas de parent, ce qui
arrive inévitablement si G est un arbre), alors PARENT(¢) = L.

L'idée de l'algorithme est de répéter un certain nombre de fois un calcul (via la fonc-
tion PosDrrr décrite ci-apres) entre la couleur de u (variable x) et celle de son parent
(variable p). A chaque étape le résultat de ce calcul devient la nouvelle couleur de u.
Cette couleur définit a chaque étape une coloration propre de G. De plus, la plus grande
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couleur diminue fortement a chaque étape. Pour un sommet u sans parent, on lui asso-
cie un parent virtuel de couleur 1 ou 0 suivant que la couleur initiale de u (son ID(u))
vaut 0 ou pas.

On suppose que les identités des sommets sont des entiers de [0, n[. La couleur finale
du sommet u est stockée dans la variable CorLor(u#). Comme on va le voir, la variable
{ représente le nombre de bits dans l’écriture binaire de la plus grande couleur d’un
sommet de G. On rappelle que pour écrire en binaire un entier quelconque de [0, n] il
faut au plus [logn] bits. En effet, il n’y a que 2 mots binaires de taille k, et k = [log#]
est le plus petit entier tel que 2% > n.

Cet algorithme est la version distribuée de 1’algorithme de Cole et Vishkin [CV86]
présenté originalement dans le modele PRAM, un modele du calcul parallele. On re-
marque que dans l'algorithme suivant, la valeur de [logn] doit étre connue ® de tous les
sommets, ainsi que la valeur ParenT(#) donc.

Algorithme Color6
(code du sommet u)

1. Poser x:=ID(u) et £ := [logn]
2. Si Parent(u) = 1, alors y := FirstFree({x})

3. Répéter:

(b) SEND(x,v) pour tout v € N(u) \ PARENT(1)

c) Si Parent(u)# L, alors p := RECEIVE(PARENT(1))
(d) x:=PosDirr(x,v)

(e) ¢':=Cetl:=1+][logl]

Jusqu'a ce que £ = ¢’

(a) NEwRounD
(

4. CoLor(u):=x

On note log x le logarithme en base deux de x, et [x] la partie entiére supérieure de x.

7.4.2 La fonction PosDirr

Dans la suite on notera par bin(x) ’écriture binaire x € N, et |bin(x)| sa longueur.
Le bit de position p de bin(x), noté bin(x)[p] pour un entier p € [0, |bin(x)|[, est le (p +
1)-iéme bit a partir de la droite dans 1’écriture binaire standard de x. Ainsi, bin(x)[0]
est le bit de poids faible, le bit le plus a droite. Par convention on note bin(x)[p] = 0
pour p > |bin(x)| comme si bin(x) était complétée a gauche par des zéros, si bien que
bin(x)[p] = |x/2P | mod 2 pour tout p € N.

8. En fait un majorant suffit.
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Par exemple, bin(6) =110, |bin(6)| = 3 et bin(6)[0] = 0, bin(6)[1] = bin(6)[2] = 1.

Pour tout x # y € N on pose :
PosDirr(x,v) := 2p + bin(x)[p]

ou p est une position telle que bin(x)[p] = bin(y)[p]. Dit autrement, I’écriture binaire de
PosDirr(x,y) vaut bin(p) o bin(x)[p], soit p écrit en binaire suivit d’un bit 0 ou 1 issu de
bin(x). Ce qui en particulier implique

|bin(PosDr1rr(x,y))| = |bin(p)|+1. (7.2)

On a également la propriété de « contraction » suivante, qui montre que PosDirr est
beaucoup plus petit que ses arguments :

Proposition 7.3 Si x,y € [0, m[, alors PosDirr(x,y) € [0,2[log m]|.

Preuve. Soit (p,b) tel que PosDirr(x,y) = 2p + b. On a p € [0, max{|bin(x)], |bin(p)[}[
et b € {0,1}. Dapres la remarque sur l’écriture binaire des entiers page 138,
x,y € [0,m[ implique [bin(x),|bin(y)] < [logm], et donc p € [0,[logm]|[. Donc
PosDirr(x,y) < 2(p+ 1) < 2[logm]. O

Notons qu’il n’y a aucune raison pour que deux sommets (voisins ou pas) appliquent
la méme convention dans le choix de la position p du bit ou ils different avec leurs
parents. Cependant, dans toute la suite on choisira la plus petite position p possible. On
peut facilement calculer cette valeur en C, par exemple en faisant’ p = f£fs(x~y)-1 qui
extrait la position du bit le moins significatif (Find the First bit Set) du ou-exclusif bit a
bit entre x et y. Le résultat escompté est alors donné par I'expression (p<<1) | ((x>>p)&1)
ou 2*p+(x>>p) %2 si on préfére. Evidemment, prendre le plus petit p possible minimise le
résultat de PosDirr(x,p) (et donc le nombre de couleurs), mais on verra aussi un autre
intérét a ce choix. [Cyril. A détailler.]

Exemples :

* PosDirr(10,4) = PosD1rr(1010,,100,) =11, =3 carp=1etb=1.

* PosDirr(6,22) = PosDirr(110,,10110,) =1000, =8 car p=4=100, et b =0.
* PosDirr(4,0) = PosDirr(100,,0,) =101, =5carp=2=10,et b =1.

Notons qu'’il est possible que PosDi1rr(x,y) = y ou que PosDirr(x,y) = x. Lorsque cela
se produit pour une paire de couleurs voisines il est donc impératif que l'autre sommet
change de couleur. Il ne peut pas étre inactif! Par exemple, pour tout entier i > 0 :

Exemples ou (x,y) —> v :

9. Disponible dans #include <strings.h> de la bibliotheque standard. Généralement cette fonc-
tion est implémentée pour s’exécuter en temps constant.
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* PosDirr(4i,2) = PosDirr(bin(i) 0 00,,10,) = 10, = 2.

* PosDirr(8i,4) = PosDirr(bin(i) 0 000,,100,) = 100, = 4.

e PosDIFr(2! +2i+1,2i+1) = PosDrirr(1 0 0°Pn(@I-1 5 bin(i) 0 1,bin(i)o 1) = bin(i)o 1 =
2i+1 sii>|bin(i)|, c’est-a-dire sii > 3.

Exemples ou (x,p) > x :

* PosDirr(0,2i + 1) = PosD1rr(0,,bin(i) o 1,) = 0, =
* PosDrirr(1, 2i) = PosDirg(1,,bin(i) 0 0,) =1, = 1.
* PosDirr(3,4i + 1) = PosDirr(11,,bin(i) 0 01,) =11, = 3.

* PosDirr(5,8i + 1) = PosDirr(101,,bin(i) 0 001,) = 101, = 5.

0.

La propriété essentielle de la fonction PosDirr est la suivante (elle ne dépend pas de
la politique du choix de p) :

Propriété 7.1 Soient x,9,z€ N. Si x #y et y # z, alors PosDi1rr(x,y) # PosDIFF(y, z).

Preuve. Supposons que x = y et y # z. Soit (p,b) la position et le bit obtenus dans le
calcul de PosDire(x,p) et (p’,b’) dans celui de PosDirr(y, z). Supposons PosDirr(x, ) =
PosDirr(y, z) = v. Alors p = p’ et b = b’ car la décomposition de PosDirr(x, ) en (p, b) est
unique, en remarquant que b = (v mod 2) et p = |v/2].

Comme p = p’, alors b = bin(x)[p] et b’ = bin(p)[p’] = bin(y)[p]. Mais x et y différent
a la position p, donc bin(x)[p] # bin(y)[p], et donc b # b’ : contradiction.

On a donc bien PosDire(x, y) # PosDirr(y, z). O

Cette propriété garantit que la coloration reste propre tant que chaque sommet u de
couleur x utilise PosD1rr(x,y) avec un voisin de couleur y # x. En particulier si y est la
couleur du parent de u. C’est un point crucial car si u ne change pas sa couleur x en
taisant PosDIrr(x, ), alors ses fils calculant disons leur couleur avec PosDr1rr(w, x) pour-
raient trés bien choisir la couleur x. Encore une fois, on a la garantie sur la coloration
que si tous les sommets calculent PosDirr.

Si u n’a pas de parent, on peut fixer une couleur y comme celle d’'un parent vir-
tuel pour u, lui permettant de calculer comme les autres sommets PosDirr(x,y). Cela
produira une coloration propre en choisissant n’importe quelle couleur ' y = x. Mal-
heureusement, ce n'est pas exactement ce qui est fait dans l’algorithme Color6. L’ins-
truction 2 qui fixe la couleur y est en dehors de la boucle « Répéter » qui fait varier x.
Elle est différente, a priori, seulement pour la valeur initiale de x.

On aurait pu supprimer l'instruction 2 et écrire :

3(c) SiParent(u) = L, alors y := RECEIVE(PARENT(1)), sinon y := FirstFree({x})

10. Il est également important que PosDirr s’applique sur des arguments distincts, la fonction n’étant
pas définie sinon.
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Mais il se trouve que le « sinon » est en fait inutile . Pour montrer que I’algorithme
est bien correct comme il est écrit, on utilise la propriété suivante sur PosDirr qui ne
dépend pas non plus de la politique de choix de p.

Propriété 7.2 Soient x = y € N. Alors, pour tout i € N, PosDIrr(x,y) # 2i + y; oui y; =
|_y/2iJ mod 2.

Preuve. Soit v = PosDi1rr(x,y) = 2p + b avec p la position ou les écritures binaires de x et
de y différent et b = bin(x)[p]. Ona v € {2p,2p+1}. Sii # p, alors v ¢ {21,2i + 1} et donc
v#2i+y;.Sii=p,alors y; =y, =|y/2P] mod 2 = bin(y)[p], et donc y, # b = bin(x)[p]
par définition de p. Donc v = 2i + b = 2i + ;. O

La propriété 7.2 implique que si x # 0, alors PosDirr(x,0) = 0. De méme si x = 1,
PosDrrr(x,1) # 1. Donc si l'on initialise y :=0si x # 0 et p := 1 si x = 0, ou de maniere
plus concise si I'on pose v := FirstFree({x}), alors x # y et PosDirr(x,y) = y. [Question.
Montrez que v := 1 — (x mod 2) marche aussi.| Cela justifie I'initialisation de y dans
l’'algorithme Color6 si u n’a pas de parent, car 'invariant x «<— PosDIrr(x,y) # p restera
vrai tout au long du calcul.

7.4.3 Analyse de l’algorithme

Dans la suite on supposera que n > 2, c’est-a-dire que le graphe posseéde au moins
une aréte. Pour 'analyse du temps, on définit x;(u) et ¢; comme les valeurs de x du
sommet u, et de € d la fin de la i-éme boucle « répéter ». (La valeur de ¢ ne dépend pas
du sommet u, elle est commune a tous les sommets.) On a :

* xo(u)=1ID(u).

* {y=[logn].

{1 = 1+[log[logn]] = O(loglogn).

C, =1+[log(1+[log[logn]])] = O(logloglogn).
¢3=1+[log(1+[log(1+[log[logn]])])]= O(loglogloglogn).
etc.

Notons que ¢; décroit extrémement rapidement avec i. Pour que ¢, > 3, il faut avoir
n > 8, pour que ¢; > 3, il faut n > 16, pour que ¢, > 3, il faut n > 256, et pour que €3 > 3,
il faut n > 2128,

La proposition suivante va nous montrer que l’algorithme termine toujours.

Proposition 7.4 Pour tout i >0, si {;_1 > 3, alors {; <{;_1, et {; = {;_1 sinon.

11. Et donc c’est plus efficace de faire 3(c) comme la version d’origine, l'efficacité n’ayant que faire de
la longueur de sa preuve de validité.
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Preuve. On a ¢; =1 +[log¢; ;] < 2+log¢;_; (car [x] <1+ x). Donc, pour avoir ¢; < {;_q,
il suffit d’avoir 2 + log€;_; < €;_y, soit 4¢;_; < 20i-1. C’est vrai dés que ¢;_; > 4. Donc si
C;_1>3,alors {; < {;_;.

Si¢;_1=3,alors{;=1+[log3]=3.Si¢;_; =2,alors {; =1+[log2]=2.Etsi{;_1 =1,
alors ¢; = 1+[log1] = 1.1l n’est pas possible d’avoir ¢;_; = 0, car {, = [logn]| > 1 puisque
n>= 2. O

On déduit de la proposition 7.4 que l'algorithme Color6 termine toujours puisque
soit £y > 3 et alors la valeur de ¢ diminue strictement. Soit £;_; < 3, et alors la valeur
suivante ¢; reste aussi a ¢;_;. Donc on sort toujours de la boucle « Répéter », le test
« ¢ ={ » étant vrai au bout d’un certain nombre d’itérations.

Montrons maintenant qu’il calcule une 6-coloration. Pour ceci, montrons d’abord
que ¢; borne supérieurement la longueur de I’écriture binaire de toutes les couleurs du
graphes. Dit autrement :

Proposition 7.5 Pour tout i > 0 et tout sommet u, |bin(x;(u))| < ¢;.

Preuve. Par induction sur i, pour un sommet arbitraire u. On pose v = PARENT(u). Si
u n‘a pas de parent, on pose v comme un sommet virtuel dont la couleur, immuable,
est initialisée comme dans l’algorithme grace a x;(v) = FirstFree({x}) € {0,1}. Ainsi la
couleur x;(v) est définie pour tout u et tout i. Notons que si u n’a pas de parent (réel),
alors x;(v) € {0, 1}, et donc |bin(x;(v))| =1 < ¢; pour tout i.

Sii=0,onaxy(u) e [0,n], et donc |bin(xg(u))| < [logn], en se rappelant de la
remarque sur 1’écriture binaire des entiers page 138. Comme ¢, = [logn], on a bien
[bin(xo(u))| < Co.

Supposons i > 0. On a x;(u) = PosDirr(x;_1(u),x;_1(v)) = 2p + b avec
p € [0,max {|bin(x;(u))|, |bin(x;(v))|} [ et b € {0, 1}. Par induction sur u et v, que v soit réel
ou pas, |bin(x;_1(u))| < €;_1 et |bin(x;_1(v))| < ¢;_1. Il suit que p € [0,¢;_1[, ce qui implique
que |bin(p)| < [log¢;_1], en se rappelant de la remarque sur I’écriture binaire des entiers
page 138. Dans I’équation 7.2, on a vu que |bin(PosD1rr(x;_1(u),x;_1(v)))| = |bin(p)| + 1,
ce qui implique que |bin(x;(u))| < [log¢;_1 |+ 1 = ¢; (par définition de ¢;). O

Proposition 7.6 A la fin de la derniére étape i de l'algorithme, x;(u) € {0,...,5) pour tout
sommet u.

Preuve. D’apres la proposition 7.4, l'algorithme se termine avec ¢; = ¢; 1 < 3. Or
x;(u) = PosDrer(x;_1(u),x;1(v)) = 2p + b avec p € [0, max{[bin(x;_; (u))], [bin(x;_1 (v))}[
et b € {0,1}. D’aprés la proposition 7.5, |bin(x;_;(w))| < ¢;_; pour tout sommet '* w, et

12. Et de méme pour le parent virtuel v si u n’a pas de parent comme noté dans la preuve de la propo-
sition 7.5.
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donc p €[0,¢;,_1[C{0,1,2}. Il suit que x;(u) <2x2+1=5. O

Faire I’Exercice 1.

On a vu, grace aux propriétés 7.1 et 7.2, que l'algorithme maintient avec x;(#) une
coloration propre. D’apres la proposition 7.6 il s’agit d’une 6-coloration. On va mainte-
nant borner le nombre de rondes de Color6.

On note
i fois

log n = logloglog---logn

la fonction «log » itérée i fois. On a log'” n = 1, log'" n = log n, log? n = loglogn, etc.

Si la mise a jour de ¢ dans l'instruction 3(e) avait été simplement « ¢ := log¢ », le
calcul de ¢; en fonction de i aurait beaucoup plus simple. On aurait eut ¢; = log!' ¢, =
log") [logn] = logVlogn = log"*! n, en supposant n une puissance de deux. A la sor-
tie de l'algorithme apres i rondes, on aurait eut ¢; = ¢;_; < 3 (proposition 7.4), per-
mettant d’extraire facilement i en fonction de # : log(i)n = {;_1 < 3 ce qui implique
log!*? 1 < loglog 3 = 0.66444.... Et de I'inégalité log'"*? n < 1, on aurait pu conclure un
nombre de rondes i = (log* n)— 2. Malheureusement, les parties entiéres et le « +1 » dans
I'instruction 3(e), nécessaire pour avoir les propositions 7.5 (et donc la proposition 7.6),
complexifient I’analyse.

Proposition 7.7 Pour tout i >0, si {;_y >3, alors {; <2+ [log(i”) nj.

Preuve. On va utiliser le fait suivant (voir aussi [GKP9%4, p. 71]) :

Fait 7.1 Soit f: R — R une fonction continue croissante telle que f~'(n) € Z pour tout

n € Z. Alors, pour tout x e R, [ f([x1)] =[f(x)] et | f(Lx])| = |f (x)]-

Une application souvent utile du fait 7.1 est la simplification des récurrences avec
des parties entieres, afin de montrer, par exemple, que ||n/2]/2] = |n/4] en prenant
f :n>n/2 et x = f(n). Dit autrement on voudrait vérifier que | f(| f(n)])] = | f(f(n))]
Ce dernier résultat est en fait évident si l’'on interprete l'opération n + | f(n)| = [n/2]
comme la suppression du bit de poids faible dans ’écriture binaire de n. Il est clair
que la suppression du dernier bit, puis de nouveau la suppression du dernier bit, soit
Vopération | f(| f(n)])] = Ln/2]/2], a le méme effet que la suppression simultanée des
deux derniers bits, soit 'opération | f(f(n))] = [n/4]. On peut également s’en convaincre
en utilisant la base dix et le décalage a gauche du point décimal, au lieu de la base deux.

Démontrons le fait 7.1 dans sa généralité. Soit x € R et n = [f(x)] € Z. Par la
croissance de f et de [-], f(x) < n < [f([x])]. Montrons que [f([x])] < n. La fonction
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f1 est croissante '* donc x < f~!(n) puisque f(x) < n. D’ou [x] < 1 “L(n)
puisque que ce dernier est un entier. En re- apphquant f, il suit que f 1) < n. D ou,
[f([x1)] < [n] = n.Par conséquent n = [ f([x])].

Pour la partie entiere inférieure, c’est-a-dire | f(|x])| = | f(x)], le raisonnement est
similaire en posant n = | f(x)] et en inversant toutes les inégalités.

1/i

Le fait 7.1 s’applique par exemple aux fonctions x — x/i, x — x'/?, x > logx pour

chaque i € N*. En particulier, [log[logn]] = [loglogn].

On va montrer la proposition 7.7 par induction, et donc soit
P(i):=«si{;_; >3,alors {; <2+ [log(i“) nl. »

L'induction commenceai = 1, caril fauti > 0.Ona{; = 1+[log{y] = 1+[log[logn]] =
1 +[loglogn] < 2 +[log'® n] en appliquant le fait 7.1. Donc P(1) est vraie.

Supposons que P(i — 1) soit vraie. On veut prouver P(i) pour i > 2. Montrons dans
un premier temps que si €;_; >3, alors {;_; < 2- [log nl.

En effet, si € 1 >3eti>2,alors;_,>3 (par la proposition 7.4). Donc, par P(i — 1),
i1 \ 2 + [log"' n]. En particulier 3 < 2 + [log 1] pulsque ¢;_1 > 3, ce qui implique
|'10g n]>2.0nen dedu1t que 2+ |'log np<2- |'10g n], car 2+x < 2x des que x > 2.
Au final, ¢;_; < 2- |'log nl.

D’apres l'algorithme, si ¢; 1 > 3,

¢ = 1+[logl; 1] < 1+ log I_log n-|)-|
< 1+[log(2)+log |-log(l -|-|
< 2+ log [log nﬂ
< 2+][log*V n-l (par le fait 7.1)
ce qui montre que P(i) est vraie. O

Dans la suite on note '* log*n = min{i : log"”) n < 1}. Dit autrement c’est le plus petit
entier i tel que

'2
. }1-
n <2 .

~X

13. Si on avait f croissante et f~! strictement décroissante, alors on aurait x <y = f(x) < f(y) =
FYf(x))> f 1 (f(y)) = x >y : contradiction.

14. Parf01s log"n est défini comme le plus petit entier i tel que log!)n < 2. On peut aussi définir la
fonction par log*n =1 +1log” (logn) si n> 1, et 0 sinon.



7.4. COLORATION DES ARBRES 145

Autant dire que la fonction log*n croit extrémement lentement (cf. figure 7.4). Par
exemple,

log® (265536) = log" (2216) =log" (22222 ) =5.

log™n
—_—

5 — - ---- —
4 %
3 —
2 — taille de I’'Univers
14— |

i T T T X I

1 2 22 24 216 265536 n

Ficure 7.4 — La fonction log*, qui n'est pas bornée, a une croissance ex-
trémement lente. Lorsque n correspond a un nombre d’entités physiques,
log"n < 5.

On rappelle que le nombre de particules de 'univers est estimé a seulement 1030 ~
2266, Raisonnablement, le log* de n’importe quel nombre de processeurs ne dépassera
jamais 5.

De maniére générale, pour toute fonction f, on peut définir!> f*(n) =
infl{i : fO(n) <1} ou fO(n) = f(f(---f(f(n))---) est i fois I'itération de f sur n. Par
exemple, si f(n) = |n/2], alors f*(n) = |logn], car f)(n) = |n/2"] est < 1 dés que
n/2' < 2, soit i > (logn) — 1 ce qui implique '® que i = |logn|. Et si f(n) = [\/EJ, alors

f*(n) =1+ |loglogn|, car f@(n) = [n/2 | est < 1 dés que nl/2" < 2, soit %logn <1 ou
encore 2' >logn ce qui implique que i = 1 + |loglog . Notez bien que tous les log sont
en base deux.

7.4.4 Reésume

Lemme 7.1 Lalgorithme Color6 calcule une 6-coloration en temps au plus log*n pour tout
graphe 1-orienté a n > 1 sommets.

Preuve. On a vu dans la proposition 7.6 que Color6 calculait une 6-coloration. Soit
t le nombre de boucles « Répéter » réalisées par l’algorithme. C’est le temps pris par
l’'algorithme, car il correspond au nombre de rondes de communication.

15. Notez que min{i : f{)(n) < 1} pourrait ne pas exister.
16. Le plus petit entier i > x, avec x e R, est i = 1 + | x].
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Si ¢y < 3, alors d’apres la proposition 7.4, £; = {;, et donc l’algorithme ne prend
alors qu’une seule ronde. Puisque log"n > 1 dés que n > 1, on a donc dans ce cas que
t=1<log"n.

Supposons que £y > 3. Posons i = (log"n)— 1. Alorson a 2 + [log(”l) n] < 3. En effet,

2+[log(i+1)n] <3 = [log(”l)n] <1

o logn<1 o i+l =log'n.

On considere alors la fin de I’étape i — 1. Notons que i > 0 car log"n > 1 dés que n > 2,
ce qui est bien notre cas puisqu'on a supposé ¢, = [logn| > 3 : c’est donc en fait que
n > 8. On a alors deux sous-cas.

Soit ;1 < 3, et alors d’apres la proposition 7.4, ¢; = ¢;_;. L'algorithme s’arréte alors
a la fin de I’étape i = (log*n) — 1. Donc t =i = (log" n) — 1.

Soit €¢;_1 > 3, et la proposition 7.7 s’applique (i > 0). Donc ¢; < 2 + [log(”l)n] < 3.
D’apres la proposition 7.4, {;,; = {; et donc l'algorithme s’arréte alors a la fin de 'étape
i+1.Donct=i+1=log n.

Dans tous les cas t < log™ n. O

L’analyse de la validité de l'algorithme Color6 utilise le fait que les identités des
sommets de G définissent initialement une coloration (propre). Tout reste valable si
I'on part d’une m-coloration avec m quelconque, et pas seulement m = n. Il suffit de
poser ¢ := [logm]| dans l'instruction 1 de l’algorithme Color6 et que x € [0, m[ soit la
couleur initiale de u. Le temps d’exécution est alors au plus log*m, que m < n ou m > n.

Une autre remarque concerne la variable PARent(u#). En y regardant de plus pres, ce
qu’on utilise dans la preuve est que :

* Parent(u) € N(u); et
* siv e N(u), alors u = PARENT(V) ou u = PARENT(V).

Mais en soit, rien n’interdit d’avoir le cas v = PArReNT(u) et u = PaArRENT(V), C’est-a-dire
une double orientation de l'aréte uv. Les propositions 7.1 et 7.2 s’appliquent a tout
triplet d’entiers (x,y,z) tels que x # y et y # z. On pourrait avoir x = z, par exemple si
c’est la couleur d’'un méme sommet. Le seul probleme cependant, si on a v = PARENT(1)
et u = PARENT(v), est qu’il faudrait s’assurer que v recoive bien la couleurs x de u. Pour
capturer ce cas, I'instruction 3b de l’algorithme Color6 devrait donc étre :

3(b) SEND(x,v) pour tout v € N(u)

Cela produit un message en exces si on n’a pas cette double orientation. En fait il fau-
drait envoyer le message a tout voisin v dont le parent est u. Malheureusement, I’en-
semble F(u):={v € N(u): PAReNT(v) = u} n’est pas connu a priori. On peut cependant le
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calculer en une ronde au départ. [Question. Comment ?| Et alors I'instruction 3b devien-
drait :

3(b) SenD(x,v) pour tout v € F(u)

7.4.5 De six a trois couleurs

Pour obtenir la 3-coloration finale on élimine simplement les couleurs de nu-
méro > 3. Idéalement, on aimerait appliquer ReducePalette(6,3,CoLor) qui prend
trois rondes. Mais la réduction ne marche a priori seulement si pour tout sommet u,
|CoLor(N (u))| < 3 (voir I’énoncé de la proposition 7.2). Malheureusement, ce n’est plus
forcément le cas avec Color6 si deg(u) > 2, ce qui peut arriver dans le cas d’un arbre.
On se rameéne au cas favorable et on élimine les couleurs 3,4,5 « manuellement » en
appliquant ReducePalette(k + 1, k, CoLor) qui supprime la couleur k. Plus précisément,
pour chaque couleur k € {3,4,5} :

1. On modifie localement (en une ronde) la couleur de chaque sommet u de sorte
qu’il ne « voit » que deux couleurs, pour avoir [CoLor(N (u))| < 3. Pour cela on fait
en sorte que les sommets ayant le méme parent (les fratries donc) obtiennent la
méme couleur.

2. On applique ReducePalette(k + 1, k, CoLor) pour éliminer la couleur k, ce qui re-
vient a faire FirstFree sur tous les sommets de couleur k.

Pour le point 1, on utilise la procédure ShiftDown qui consiste simplement a re-
colorier chacun des sommets par la couleur de son parent. Si le sommet n’a pas de
parent, il se colorie avec la plus petite couleur différente de lui-méme (soit la couleur 0
ou 1). Pour implémenter la procédure ShiftDown on envoie donc sa couleur a tous ses
voisins dont on est leur parent (a tous ses fils donc), puis on se re-colorie avec la couleur
recue. Visuellement, c’est comme si les couleurs se décalaient d’un étage vers les fils
(d’ou le nom de ShiftDown si les fils sont dessinés en dessous de leur parent). Notons
que ShiftDown ne prend qu’une seule ronde.

Algorithme ShiftDown
(code du sommet u)

. NEwRounD

x := CoLor(u)

. SEND(x,v) pour tout v € N(u) \ PARENT(1)

. SiParenT(u) # 1, alors y := ReEcerve(PARENT(1)) sinon y := FirstFree({x})
. CoLor(u) =y
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Figure 7.5 — Illustration de la procédure ShiftDown appliquée a une 1-
orientation ayant une 5-coloration. En (a), on voit que la couleur 4 ne peut
pas étre totalement supprimée par un simple Firstfree. En (b), apres applica-
tion de ShiftDown. En (c), apres la suppression de la couleur 4 par réduction
de palette grace a ReducePalette(5,4, CoLoRr), ce qui revient a faire FirstFree
a tous les sommets de couleur 4. On voit qu’il faudra effectuer de nouveau
un ShiftDown avant de pouvoir supprimer la couleur 3.

Apres un ShiftDown, chaque sommet u ne «voit » plus que deux couleurs parmi tous
ses voisins : celle de son parent et celle de ses fils (puisqu’ils ont tous la méme). On peut
donc obtenir trois couleurs avec trois appels a ShiftDown (suivit d’'un ReducePalette).
Au total cela rajoute 6 rondes.

Algorithme Color6to3

Pour chaque k € {3, 4, 5} faire :
1. ShiftDown
2. ReducePalette(k + 1, k, CoLOR)

L'ordre d’élimination des couleurs n’est pas important. Cependant, il est trés impor-
tant que tous les processeurs terminent en méme temps l’algorithme précédent, Color6.
C’est bien le cas, la variable ¢ étant identique au cours du temps sur tous les processeurs.

D’apreés la proposition 7.2, ReducePalette(k+1, k, CoLor) prend une ronde et élimine
la couleur k a condition que |CoLor(N (u))| < k ce qui est bien le cas puisque k > 3 et que
ShiftDown garantit précisément que |CoLor(N (u))| < 2.

D’ou le résultat final suivant :

Théoreme 7.1 On peut calculer une 3-coloration en temps log” m + 6 pour tout graphe 1-

orienté et possédant une m-coloration ',

17. Pour étre tout a fait formel, il faudrait supposer m > 1 a cause du Lemma 7.1. Cela revient a sup-
poser que le graphe posséde au moins une aréte, une hypothése plus que raisonnable dans le cadre du
calcul distribué.



7.5. ALGORITHME UNIFORME POUR LES 1-ORIENTATIONS 149

Si pour toute valeur raisonnable de m, log"m < 5, c’est donc le passage de 6 a 3
couleurs qui est le plus colteux, le passage de n a 6 couleurs nécessitant lui que 5
étapes! [Exercice. En utilisant ’astuce de la page 7.7.1, montrez qu’on peut améliorer le
théoreme 7.1 de deux rondes, et donc obtenir un temps d’au plus log* m + 4.]

Dans [Ryb11] il est démontré, dans le cas plus restrictif d'un arbre 1-orienté a n
sommets, que le nombre optimal de rondes est au plus log™ 7 + 3 et au moins log*n + 1.

Deux questions restent en suspens :

1. Comment s’affranchir de la connaissance de n dans 1’algorithme Color6? On pour-
rait initialiser € := ID(u) par exemple. Mais avec des valeurs différentes de ¢, les
sommets s’arréteront a des rondes différentes. Il faut alors modifier la fonction
PosDrrr, car dans sa forme actuelle il est possible que PosDrrr(x,y) = v (cf. les
exemples de la page 7.4.2). Cela pose un probleme pour re-colorier dans ce cas x
en y sijamais y ne change plus. Ceci dit, cela se produit dans un nombre limité de
cas. On a vu que cela ne se produit pas lorsque y € {0, 1} (absence de parent).

2. Comment enchainer avec l’algorithme Color6to3 si tous les sommets ne terminent
pas en méme temps? Il faut alors détecter que certains de ses voisins n’ont pas
terminer (il faut ajouter au minimum une variable) et attendre le cas échéant.

Les algorithmes distribués qui s’affranchissent de toute information globale sur le
graphe (nombre de sommets, degré maximum, ...) sont dits uniformes. Dans certaines
conditions il est possible de rendre uniforme un algorithme qui initialement ne l’est
pas [KSV11]. Voir aussi I’excellent survol [Suol3] sur les algorithmes locaux et le modéele
LOCAL.

7.5 Algorithme uniforme pour les 1-orientations

[Cyril. Cette section a un probléme. La solution est en fait donnée dans http://dcg.
ethz.ch/lectures/podc_allstars (voir Chapitre 1, Exercises/Solution). Il existe aussi
un papier récent [MP23] qui donne une autre solution, mais pour le cycle (ou la ligne).]

On suppose que chaque sommet possede une coloration initiale, c’est-a-dire que
Coror(u) est définie pour chaque sommet u et différent de ses voisins. Par exemple,
CoLor(u) pourrait étre ID(u), mais pas forcément. Cependant, l’algorithme n’a aucune
information a propos de max,cy ) CoLor(v) la couleur maximum des couleurs initiales
des sommets du graphe ou du nombre de sommets, contrairement a Color6 ou la valeur
de n était codée en dur dans l’algorithme.

Algorithme UnifColor6
(code du sommet u)

1. Poser x := Coror(u)

2. Si Parent(u) = 1, alors y := FirstFree({x})


http://dcg.ethz.ch/lectures/podc_allstars
http://dcg.ethz.ch/lectures/podc_allstars
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3. Répéter :

(a) NEwRounD

(b) SEND(x,v) pour tout v € N(u) \ PARENT(11)

(c) SiParent(u)# L, alors y := RECEIVE(PARENT(1))

(d) Six > 6ety > 6, alors x := PosD1rr(x,p)

(e) Sinon choisir x € {xg,2+x1}\ {p} ou x; = [x/ZiJ mod 2
Tant que p > 6

4. CoLor(u):=x

6-coloration.
Terminaison.

Complexité. Soit ¢ > 0 le nombre de rondes exécutées par le sommet u.

On remarque que si, dans la boucle « répéter », I'instruction (e) est exécutée, alors
x < 4. Notons aussi qu'on aurait pu écrire 'instruction (e) sous la forme d’un simple
FirstFree d’un ensemble a trois éléments, ce qui montre aussi que x <4 :

(e) Sinon, x := FirstFree({y,1 —x(,3 —x1}), ou x; = [x/ZiJ mod 2
[Cyril. A FINIR]
Donc s’il s’agit d’une coloration, c’est une 6-coloration.

I1 est aussi simple de vérifier que le temps d’exécution de l'algorithme UnifColor6
est d’au plus log" m+1, si CoLor(u) < m. En effet, I’analyse est similaire a celle de Color6
puisqu’on a vu que lorsque la longueur binaire de la couleur de u (soit |bin(x)|) est < 3
l’algorithme s’arréte avec 6 couleurs. Et cela se produit apres au plus log”m rondes et
applications de PosDi1rr(x,y) ou m est un majorant strict de la couleur initiale de u.
Il y a cependant deux différences. La premiére est que lorsque la couleur x devient
< 6, l'algorithme ne s’arréte pas immédiatement comme dans Color6, mais effectue une
ronde supplémentaire. La deuxieme est que lorsque y < 6, alors la nouvelle valeur de x
n’est plus forcément égale a PosDirr(x,y) comme dans Color6. Cependant, dans ce cas
l'algorithme UnifColor6 fait que x < 4 et I’algorithme s’arréte a la ronde suivante. Donc
le nombre de rondes de UnifColor6 est au plus celui de Color6 plus un.

Il reste a vérifier que CoLoR est bien une coloration. Pour cela, on considere le début
d’une certaine ronde i, c’est-a-dire juste avant 1’exécution parallele, pour la i-eme fois,
de l'instruction NEwRouUND par les processeurs encore actifs. On note x; la couleur du
sommet u au début de la ronde i, et y; la couleur du parent v (éventuellement virtuel)
de u. Notons qu’a la ronde i, il est possible que le sommet u soit inactif, c’est-a-dire qu’il
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ait terminé d’exécuter son programme. Cependant, x; est bien défini tant qu’au moins
un sommet du graphe reste actif.

On notera x; et y; les couleurs de u et de son parent v a la fin de la ronde i. On veut
montrer que x; # p;, en supposant que x; # y;. Observons que si y; > 6, alors PARENT(u) #
1 et que v est actif.

Cas 1:x; <6ety; <6. Alors d’apres 'algorithme, x = x; et y/ = y;. Donc x; # p/.

Cas 2:x; > 6 et y; > 6. Alors v posséde un parent (éventuellement virtuel) de cou-
leurs z;, et x; = PosD1rk(x;, v;) # PosDIrr(y;, z;) = y; grace a la propriété 7.1 de PosDirr.

Il nest pas difficile de voir que si x; > 6, alors x; < x; (la longueur binaire de la
couleur ne fait que de diminuer en appliquant PosDirr(x;, ) si x; > 6). Et donc apres le
cas 1 on ne peut pas avoir ... [Cyril. A FINIR] On note c;(u) la valeur de la condition c
lors de ’exécution de l'instruction 3(d) par le sommet u lors de la ronde i.

Cas 3:x; > 6 ety; <6.0nay =y, On va supposer que i est le plus petit possible.
(On verra que ce cas ne peut se produire plusieurs fois.) Vérifions que la couleur y; est
bien transmise a u lors de la ronde i.

En effet, soit i = 1 et alors v exécute a la premiere ronde un SeEnD vers ses fils (et
en particulier vers u). Soit i > 1 et alors par minimalité de i la couleur de v est passée
de > 6a<6alarondei-1, cest-a-dire y; ; > 6 et yi’_l < 6. Dans ce cas la condition
ci_1(v) = (pi_1 = 6) est Vrar et donc y; =y, , est envoyé par v a ses fils lors de la ronde i.

Par 'instruction 3(e) (c = VRar et y < 6), on a x; # y; et donc x; # y; puisque y; = v;.
De plus, on remarque que x; < 4, et donc le cas 3 ne peut se produire qu’une seule fois,
ce qui justifie le choix de i.

[Cyril. Le cas (4) suivant ne marche pas. En fait, lorsque x s’arréte (devient < 6) alors
que son parent continue, rien ne dit que y ne s’arrétera pas sur la méme valeur x dans
le futur si y ne dépend que de p et de son parent z. Cependant, le contraire est bon, si y
s’arréte avant x. Il faut donc en tenir compte en forcant x a ne pas s’arréter (on continue
les PosDrrr dans {0,...,5}) si un de ses fils est < 6. Peut-étre se restreindre aux cycles
avec une fonction f(x,y,z) tenant compte simultanément des deux voisins?]

Cas4:x;<6ety; >6.0nax; =x;. On va supposer que i est le plus petit possible.
(On verra que ce cas ne peut se produire plusieurs fois.) Alors v posséde un parent
(éventuellement virtuel) de couleurs z;, et donc y; = PosD1rr(y;, z;). Sii = 1, alors x; = ....
Sii>1, alors par minimalité de i, xlf_l > 6. ... Par le choix de xlf dans l'instruction 3(e),
soit x; = wy soit x; = 2+w; oU w; = [yl-/ZjJ mod 2. Or par la propriété 7.2, PosDirr(y;, z;) €
{WO, 2+ w1 }

D’ou le résultat, en ajoutant les six rondes de Color6to3 pour passer a une
3-coloration [Cyril. A FINIR. Il faut expliquer comment appliquer exactement le
ShiftDown alors que tous le monde n’a pas encore terminé...]| :
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Théoréme 7.2 On peut calculer une 3-coloration en temps log” m + 7 pour tout graphe 1-
orienté et possédant une m-coloration, la valeur de m étant inconnue des sommets.

7.6 Coloration des k-orientations et au-dela

On peut montrer que les graphes de degré maximum A sont [A/27-orientables. Les
graphes planaires sont 3-orientables, et plus généralement, les graphes k-dégénérés sont
k-orientables. On rappelle que les graphes k-dégénérés ont la propriété que tout sous-
graphe induit possede un sommet de degré au plus k. En enlevant ce sommet et en
itérant, on crée au plus k relations de parentés.

Bien sir la question est de pouvoir calculer rapidement une k-orientation d’un
graphe k-orientable from scratch. C’est un autre probléme en soit. Il existe des algo-
rithmes distribués sophistiqués pour cela. Le meilleur d’entre eux prend un temps
O(logn) [BE0S].

Pour les graphes k-orientables, on s’intéresse a priori a calculer une (2k + 1)-
coloration : une 3-coloration pour les 1-orientables, une 5-coloration pour les 2-
orientables, etc. En effet, il n’est pas trop difficile de voir que :

Fait 7.2 Tout graphe k-orientable est (2k + 1)-coloriable.

Preuve. Remarquons que dans tout graphe G il existe un sommet de degré au plus
le degré moyen, c’est-a-dire un sommet u tel que deg(u) < |V(1—G)|ZVEV(G) deg(v) =
2|E(G)|/|V(G)|. Or, par définition, si G est k-orientable alors |E(G)| < k|V(G)|, et
donc il possede un sommet deg(u) < 2k. Donc, si 'on peut colorier G\ {u} avec une
(2k + 1)-coloration '® ¢, on pourra colorier G avec 2k + 1 couleurs en coloriant u par
c(u) := FirstFree(c(N(u))) € {0,...,deg(u)} € {0,...,2k}. Et bien str G \ {u} est k-orientable
si G lest. O

Le nombre de couleurs 2k + 1 est, de maniere générale, la meilleure borne possible
car il y a des graphes k-orientables sans 2k-coloration. Par exemple, le graphe complet
a 2k + 1 sommets, Kyi,1, est k-orientable et de nombre chromatique 2k + 1. En effet, la
relation qui a tout sommet u € {0,..., 2k} associe PARENT;(#) = (4 + i) mod (2k + 1) pour
chaque i € {1,...,k} définit une k-orientation. Voir 'exemple !° de la figure 7.6 pour
k=2.

18. Ce qui est vrai lorsque G\ {u} posséde 2k + 1 sommets ou moins.

19. En fait, il existe un résultat plus fort : on peut toujours décomposer Kyx,1 en k cycles hamiltoniens,
ce qui a été démontré par Walecki dans les années 1890 (cf. [Als08]). Lorsque 2k + 1 est un nombre
premier, alors la relation qui a tout sommet u € {0,..., 2k} associe PARENT; (1) = (1 + i) mod (2k + 1) pour
chaque i e {l1,...,k} définit effectivement k cycles hamiltoniens. Pour les autres valeurs cela peut étre plus
complexe, cette relation ne définissant plus forcément des cycles de longueur 2k + 1.
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FIGURE 7.6 — Graphe 2-orientable nécessitant une 5-coloration.

En fait pour k > 1, on visera plutot une (A + 1)-coloration car la réduction parallele
de couleur avec ReducePalette(3¥, 2k + 1,¢) ne marche que si |c(N(u))| < 2k +1 pour tout
sommet u. Ici ShiftDown ne peut plus garantir une telle propriété.

[Cyril. A revoir ce passage, pointer un exercice (examen janvier 2021) sur les (k’,’)-
décompositions. On peut faire une (2k, t')-décomposition en prenant k’ = 2k et b = 2k+1.
On peut faire une (2k+1)-coloration car m < (k’+1)(1-1/b)n/2 = (2k+1)(2k/(2k+1))n/2 =
kn ce qui est bien le cas pour les k-orientations. On obtient un temps de O(kt’) +log" n +
20) avec t’ = O(log n/log (2k + 1)/(2k)) = O(log n/log (1 + O(1/k))) = O(klogn). Au final
le temps est de O(k?log n)+20%). C’est lent, mais il y a moins de couleurs et surtout il n’y
a pas besoin de connaitre l'orientation ! Mais pour cela il faut I’algo en log* n+3*.] Notons
quand méme que dans un graphe k-orientable G au moins la moitié des sommets ont
un degré au plus 4k. Puisque si la moitié d’eux avaient un degré > 4k + 1 on aurait
Y ,deg(u) = 2|E(G)| = (4k + 1) - |[V(G)|/2 > 2k|V(G)| ce qui implique |E(G)| > k|V(G)| :
contradiction, on a vu précédemment que |[E(G)| < k|V(G)|. Donc on pourrait imaginer
plusieurs phases ou seuls les sommets u avec |[c(N(u))| < 4k + 1 appliquent la réduction
de palette. Apres logn phases, tous les sommets se seraient re-coloriés en 4k+1 couleurs.
Cependant cette approche qui produit une (4k + 1)-coloration en approximativement
(3% + log*n) - logn rondes est bien plus lente puisque log*n est extrémement petit en
comparaison a logn.

Théoréme 7.3 On peut calculer une (A + 1)-coloration en temps log*m + 2°%) pour tout
graphe k-orienté de degré maximum A possédant une m-coloration.

Preuve. On suppose ici que chaque sommet u possede k variables
PARENT{(1),...,PARENT;(14) représentant les (au plus) k parents du sommets u.
Comme précédemment on pose PARENT; (1) = L si le i-éme parent de u n’existe pas.

Les arcs liant u a PAReNT;(1) sont dit de type i. Notons que pour chaque i, les arcs
de type i induisent une 1-orientation qu’on notera F;. L'idée est donc d’appliquer en
parallele I'algorithme Color6 puis Color6to3 pour chaque F;.

Comme un sommet appartient a plusieurs F;, la couleur d’'un sommet u est alors
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représenté par un vecteur (xy,...,x;) de k composantes, x; étant la couleur pour F;. Plus
précisément, si la couleur courante du voisin PAReNT;(#) de u est le vecteur (y1,..., V),
alors u, qui regoit y; de PAReNT; (1), calcule

x; 1= PosD1rr(x;,v;) .

Bien sir, l'algorithme se termine apres (log"m) + 6 rondes sur un vecteur ou
chaque composante est dans {0,1,2}. Potentiellement, cela fait 3% vecteurs différents
possibles et autant de couleurs possibles pour les sommets du graphe. La réduction
ReducePalette prend donc malheureusement un temps 2° max{3k —(A+ 1),0} = 20
pour réduire a A+ 1 couleurs. O

Remarquons qu’il est trivial de calculer une A-orientation a partir d'un graphe sans
orientation particuliere initiale. D’ou :

Corollaire 7.1 On peut calculer une (A + 1)-coloration en temps log* m + 294 pour tout
graphe de degré maximum A possédant une m-coloration.

Notons que A et m doivent étre connus de tous les processeurs. Il a été conjecturé
par [SV93] que tout algorithme procédant itérativement par réduction de couleur (c’est-
a-dire qui applique successivement la méme boucle de calcul a une coloration propre —
comme la fonction PosDirr dans Color6) ne peut pas produire une O(A)-coloration plus
rapidement que (J(Alog A) rondes.

Les meilleurs algorithmes connus [BE09][Bar15][FHK16][MT20] pour les graphes de
degré maximum A permet de calculer une (A + 1)-coloration en temps 0(A) +log™ m. Ces
algorithmes ne procedent pas, bien str, par réduction itérative de couleurs. Ils utilisent
des colorations qui ne sont pas toutes a fait propres ou les sous-graphes induits par
chaque classe de couleurs sont de degré maximum borné. (Dans une coloration propre
ces sous-graphes doivent étre des stables, donc de degré maximum 0.)

7.7 Coloration des cycles et borne inférieure

7.7.1 Coloration des cycles

Nous avons vu que les cycles sont 1-orientables, et a ce titre on peut leur appli-
quer le résultat de la proposition 7.1. On peut ainsi calculer une 3-coloration en temps
log™n + O(1). On va présenter une amélioration de l’algorithme dans le cas des cycles
permettant d’aller deux fois plus vite. On va supposer que les cycles sont orientés,

20. On rappelle que 3 = (2!083)k = pklog3 — 700k,
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c’est-a-dire que les sommets de droit et de gauche sont connus de chaque sommet
u par les relations Succ(u) et PrRep(u). Par rapport a la terminologie précédente, un
cycle orienté est équivalent a un cycle 1-orienté c’est-a-dire muni d’une 1-orientation :
Succ(u) = ParenT(u) et PRED(14) = N (1) \ PARENT(1).

L’idée est d’imaginer que 'on calcule PosDirr en alternance avec son successeur et
son prédécesseur. A chaque ronde, si tous les sommets décident de calculer PosDiFr
avec leur successeur, alors la coloration reste propre, car c’est comme si l'on avait fixé
Parent(u) = Succ(u) dans l'algorithme Color6. De méme, si tous décident de faire
PosDirr avec leur prédécesseur. Donc la coloration reste propre méme si l'on alterne
les rondes ou le parent est le successeur avec celles ou le parent est le prédécesseur. De
maniere générale, a chaque ronde on peut fixer arbitrairement le parent de chaque som-
met, du moment que cela définisse une 1-orientation et que PosDirr est appliquée entre
la couleur de u et celle de sa relation. Par exemple, on pourrait I'appliquée les rondes
paires avec son successeur, les rondes impaires avec son prédécesseur. On va voir que
la deuxieme application peut étre simulée par u sans avoir a communiquer.

Considérons trois sommets consécutifs de couleurs z—x —y. En appliquant PosDI1rr
aux successeurs z — x — p, on obtient les couleurs z’ — x" — y” avec z’ = PosDI1rr(z, x)
et x’ = PosDirr(x,p). C’est une coloration propre. Si maintenant on applique PosDirr
aux prédécesseurs z’ « x’ « y’, on obtient les nouvelles couleurs z”’ — x” — y” avec
x” = PosDirg(z’,x"). On a donc pour le sommet central la couleur :

x” = PosDirr(PosDir¥(z, x), PosDIFr(x, ) .

C’est finalement une fonction qui ne dépend que de x,y, z. Ces valeurs sont connues des
la premiere communication. La seconde étape de communication (avec les prédéces-
seurs) est en fait inutile pour calculer x”. On peut donc économiser la moitié des rondes
de communications.

Pour passer d’une 6-coloration a une 3-coloration en appliquant cette fois-ci direc-
tement ReducePalette(6,3,CoLor) car la condition |CoLor(N (u))| < 3 est vérifiée pour
tout sommet u (voir la proposition 7.2). On va donc aussi deux fois-plus vite pour le
passage de 6 a 3 couleurs.

Algorithme ColorRing
(code du sommet u)

1. Poser x:=ID(u) et £ := [logn]
2. Répéter:

(a) NEwRounD
(b) SenD(x,Succ(u)) et SEND(x, PRED(1)))
(c) v :=Receve(Succ(u)) et z := Receive(PrRED(1)))
(d) x:=PosDirr(PosDirr(z, x), PosDirr(x,p))
)

X
(e) ’:=Cetl:=1+[log(1+[logl])]
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Jusqu’a ce que £ = ¢’
3. Poser CorLor(u) :=x

4. ReducePalette(6,3, CoLOR)

D’ou le résultat qu'on ne démontrera pas :

Proposition 7.8 L'algorithme ColorRing produit une 3-coloration en temps [%log*m] +3
sur les cycles orientés possédant une m-coloration.

En fait, on peut gagner une ronde dans le passage de 6 a 3 couleurs avec une solution
ad hoc passant de 6 a 4 couleurs en une seule ronde au lieu de deux. On passe ensuite
de 4 a 3 avec un ReducePalette(4,3,CoLor) d’une ronde. Pour cela, les sommets de
couleur 4 appliquent FirstFree(CoLor(N(u))) tandis que ceux de couleurs 5 appliquent
FirstFree(CoLor(N (u))U{0, 1}). (En fait, ils peuvent se contenter de le faire que lorsqu’ils
sont voisins d’une couleur 4.) [Exercice. Démontrez que cette astuce permet effective-
ment de passer de 6 a 4 couleurs dans le cas d’un graphe 6-colorié général (donc plus
forcément de degré maximum deux) a condition que chaque sommet u de couleur 4
ou 5 ne voit que deux couleurs, formellement |CoLor(N (u))| < 2.]

La borne la plus précise connue sur le temps pour un cycle orienté muni d’une m-
coloration est de [%log* m]+1 [Rybl1, Théoréme 8.3, p. 71]. Il a été démontré depuis
dans [RS15] que pour une infinité de valeur de #n, tout cycle orienté peut étre 3-colorié
en exactement %log* n rondes.

Il est possible de faire seulement 3 rondes si les identifiants sont sur des adresses
d’au plus 2048 bits (m = 22048) 11 faut faire une ronde classique, puis résoudre le pro-
bléme en deux rondes par une méthode ad hoc sur les 24 couleurs qui restent >!. Notons
que d’apreés la proposition 7.8, il aurait fallut 6 rondes au lieu de 3 pour m = 22048 (car
log* (22948) = 5).

Notons qu’en pratique, les adresses sont plutdt sur 128 bits (16 octets pour IPv6),
et non 2048. De plus, si les voisins ont des adresses assignées de maniere aléatoires
uniformes dans [0, m[, la probabilité d’avoir au moins un de ses A voisins avec la méme
adresse nest jamais que 1 — (1 —1/m)? = 1 —e™" ce qui pour m = 2!?8 et A = 2 comme
pour un cycle est d’environ 5.87 - 1073° ~ 0 (d’aprés Mapple).

Dans [Ryb11, p. 67] il est démontré qu’il n’est pas possible de passer de 5 a 3 couleurs
en une seule ronde alors qu’il est possible en une ronde de passer de 24 a 4 couleurs.

21. D’apres la proposition 7.3, s’il y a m couleurs, apres 'application d’un PosDiF¥, il restera 2 [logm]|
22048 = 2!2 couleurs. Et donc aprés le deuxiéme PosDirr (de la premiére ronde) il restera 2[log (2!2)]
24 couleurs.
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7.7.2 Reéduction rapide de palette

Faisons une petite parenthese, et généralisons I'idée de réduire plus rapidement une
palette de couleurs c comme on l’a vu pour passer de 6 a 4 couleurs en une seule ronde.
Ici on va supposer que d est un majorant du nombre de couleurs différentes dans un
voisinage, c’est-a-dire |c(N(u))| < d pour tout sommet u. En une seule ronde on espére
supprimer en parallele les ¢ couleurs de numéro td,td +1,...,td + t — 1. Dans l'exemple
précédent nous avions d =t = 2, et nous voulions supprimer les couleurs 4 et 5 en une
ronde.

Algorithme FastReduction(d, t,¢)
(code du sommet u)

1. NewRounD

2. SEND(c(u),v) pour tout v € N(u)

3. Sic(u)€[td,td +t[, alors
(a) X = Uyen ) [RECEVE())
(b) Si X N[td,td +t[ = 2, alors X := X U[0,(c(u)—td)d|
(c) Poser c(u) :=FirstFree(X)

Proposition 7.9 Pour tout graphe ayant une coloration c telle que |c(N(u))| < d et tout en-
tier t > 1, l'algorithme FastReduction(d, t,c) supprime en une seule ronde toutes les couleurs
de l'intervalle [td, td + t[.

Preuve. Pour tout sommet u, on note c’(u) la couleur de u apres l'exécution de
FastReduction(d, t,c). Pour démontrer la proposition, il suffit de montrer que :

1) ¢’(u) # c’(v) pour tout voisin v de u; et

2) sic(u)e[td, td +t[, alors ¢’(u) < td.

Autrement dit, que ¢’ est une coloration et que les couleurs de l'intervalle [td, td + t[ ont
toutes été supprimées. On distingue trois cas.

Cas1: c(u)etc(v)¢|(td,td +t[. D’apres I'algorithme les couleurs de u et v ne sont pas
modifiées : ¢’(u) = c(u) et ¢’(v) = c¢(v). Puisque c est une coloration, c¢’(u) # c’(v) et le
point 1) est prouvé. Le point 2) aussi car ¢’(u) € [td, td + t[.

Cas 2: c(u)etd,td+t[etc(v) ¢ [td, td +t[. On a donc que ¢'(v) = c(v) et X = ¢(N(u)
Comme c’(u) ¢ X et c(v) € X, on a donc ¢’(u) # ¢’(v). On a aussi ¢’(u) < |X| <d <t
puisque t > 1. On a donc prouver les points 1) et 2) dans ces cas.

)-
d
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Cas3: c(u)etc(v)e(td, td+t[. On pose c(u)=td+ietc(v)=td+javec0<i,j<t. On
a X =c(N(u))U[0,id[. Montrons dans un premier temps que ¢’(u) € [id,id + d|.

Par construction de X, ¢’(u) est la plus petite couleur qui n’est ni dans c¢(N(u)) ni
dans [0,id[. Il y a au plus d valeurs dans ¢(N(u)), donc id + d pourrait étre a priori la
premiere couleur disponible. Cependant les d valeurs de [id,id+d[ pour ¢(N(u)) ne sont
pas possibles car # a un voisin v qui par hypothése a une couleur ¢(v) ¢ [id + d[ puisque
c(v)=td+j>idcari<tetj>0.Ainsi une couleur de [id,id + d[ manque dans c(N(u))
et donc la plus petite qui n’est ni dans [0,id[ ni dans ¢(N(u)) est dans [id,id + d[. Donc
c’(u) elid,id +d].

Par symétrie, ¢’(v) € [jd, jd+d|[. Les intervalles [id,id +d| et [jd, jd +d[ étant disjoints
(car c(u) # c(v) implique i # j), on a ainsi montré que c¢’(u) # ¢’(v). Notons aussi que
c’(u) € [id,id + d[ implique que ¢’(u) <id+d = (i + 1)d et donc ¢’(u) < td puisque i < t.
Ceci prouve les points 1) et 2) dans ce dernier cas ce qui termine la preuve. O

[En partant de l'algorithme de Linial de O(A?)-coloration en log*n rondes, en dé-
duire un algorithme en O(AlogA) +log" n rondes. ]

7.7.3 Borne inférieure

Dans cette partie on se pose la question de 'optimalité des algorithmes précédents.
Peut-on colorier un arbre ou un cycle plus rapidement encore, en o(log”n) rondes? La
réponse est non pour les cycles et certains arbres.

Attention! cela signifie que pour tout algorithme de 3-coloration A, il existe des
instances de cycles (ou d’arbres) pour lesquels A prends 2(log”n) rondes. Ce type de
résultat ne dit pas que A ne peut pas aller plus vite dans certains cas. Par exemple, si
l'arbre a un diameétre plus petit que log*# (comme une étoile), on peut évidemment faire
mieux. De méme, si les identités des sommets du cycles ont une distribution particuliere
on peut faire mieux 2. On peut méme imaginer un ensemble d’algorithmes A;, A,,...
chacun permettant de faire mieux pour certaines instances. Malheureusement, pour
une instance donnée, il n’y a pas vraiment de moyens de déterminer rapidement et de
maniere distribuée le bon algorithme A; a appliquer.

On va démontrer précisément une borne inférieure pour les cycles, I'idée étant que
pour un chemin (qui est un arbre particulier) on ne peut pas aller vraiment plus vite
que pour un cycle. On réduit le probléme de coloration des cycles a celui des chemins.

Proposition 7.10 Soient P(n) et C(n) les complexités respectives en temps pour la 3-
coloration des chemins et des cycles orientés a n sommets. Alors C(n)—1 < P(n) < C(n).

22. Par exemple si les identités sont 0 —1—2—---, la coloration ¢(u#) = u mod 3 sera propre et ne néces-
sitera aucune communication.
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Preuve. L'inégalité P(n) < C(n) est évidente, car l'algorithme des cycles peut toujours
étre appliqué a un chemin. La coloration sera propre, en modifiant éventuellement le
code des deux processeurs extrémités pour qu’ils simulent la communication avec leur
successeur ou prédécesseur qui n’existe pas.

Montrons maintenant que C(n) —1 < P(n). Pour cela, on imagine qu’on exécute sur
un cycle un algorithme de 3-coloration d’un chemin, donc en temps P(n). On considere
la portion du cycle z—x —y —t ou l'aréte xy est celle du cycle qui n'existe pas dans le
chemin. On note c(u) la couleur du sommet u a la fin de l'algorithme de coloration du
chemin.

On effectue alors une communication supplémentaire, chaque sommet échangeant
sa couleur et son identité avec ses voisins. Si un sommet u n’a pas de conflit avec ses
voisins, il s’aréte et ne change plus sa couleur. On remarque que les seuls sommets
voisins pouvant étre en conflits sont x et y. Si ¢(x) = ¢(p), alors le sommet de plus petite
identité (disons que c’est x) applique FirstFree(c(N(x))) : il choisit une couleur parmi
I’ensemble {0,1,2} \ {c(z),c(p)} (c(z) et c(y) sont connues de x). Le seul conflit possible
est ainsi éliminé. Donc C(n) < P(n) + 1. O

Donc, une borne inférieure sur C(n) implique une borne inférieure sur celle de P(n).
Voici un résultat, du a Linial [Lin87][Lin92] a propos de C(n). Dans la preuve originale,
il s’agissait d’une 3-coloration.

Théoreme 7.4 Tout algorithme distribué de 4-coloration des cycles orientés a n sommets
nécessite au moins % (log*n) — 1 rondes.

Puisqu’une 3-coloration est aussi une 4-coloration, il suit que la borne inférieure
sur le temps est également valable pour tout algorithme de 3-coloration. Notons que la
borne du théoreme 7.4 est tres proche de celle de la proposition 7.8 en prenant m = n.
En fait, il a été montré dans [RS15] que pour une infinité de valeurs de n la borne
exacte (borne supérieure et inférieure) pour la 3-coloration des cycles orientés a n som-
mets était log*n. Dans le théoréme 7.4, on peut aussi considérer des cycles orientés
m-coloriés et remplacer la borne sur le temps % (log*n) — 1 par 3 (log*m) — 1.

Le reste de ce paragraphe est consacré a la preuve du théoreme 7.4 qui se déroule en
trois temps : Exécution standard, Graphe de voisinage, et Nombre chromatique.

Exécution standard. Soit A un algorithme distribué qui dans le modéle LOCAL pro-
duit en temps t une coloration propre pour tout cycle orienté a n sommets. On note k le
nombre maximum de couleurs produit par A.

On va supposer que 'exécution de A, pour chaque sommet u, se découpe en deux
phases (on parle d’exécution standard) :
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1. Une phase de communication de t rondes, ou A collecte toutes les informations
disponibles dans le graphe a distance < t de u.

2. Une phase de calcul, sans plus aucune communication, ou A doit produire le ré-
sultat final dans la mémoire locale de u.

I1 n’est pas difficile de voir que tout algorithme distribué qui s’exécute en t rondes
dans le modele LOCAL possede une exécution standard, et peut en effet étre découpé
en une phase de communication de t rondes suivi d’une de calcul. Plus précisément,
pour tout algorithme A il en existe un autre qui a une exécution standard et qui produit
la méme sortie apres t rondes.

En effet, un sommet u ne peut recevoir d’information d’'un sommet v que s’il se situe
a une distance < t. Ensuite, tous les sommets exécutent le méme algorithme, éventuel-
lement sur une vue locale différente a cause des identifiants ou du graphe qui n’est pas
forcément symétrique. Donc si v est a une distance d < t de u, alors les calculs de v
pendant les p = t —d premieres rondes de A peuvent étre simulées par u, une fois toutes
les informations a distance < t collectées. Notons encore une fois que les calculs de v
au dela des p premieres étapes ne peuvent pas étre communiquées a u, et donc ne sont
pas utilisés par A en u.

Bien stir, dans une exécution standard, le résultat est le méme, mais la taille des
messages produits pendant l’exécution n’est pas forcément la méme. Des calculs inter-
médiaires peuvent réduire la taille des messages, alors que la collecte des informations
peut produire des messages tres grands. Par exemple, un sommet peut avoir a commu-
niquer les identifiants de ses nombreux voisins a son parent. Dans le modele LOCAL la
taille des messages n’a pas d’importance.

On résume parfois le modele LOCAL comme ceci :

Ce qu’on peut calculer en temps t sur un graphe dans le modele LO-
CAL est ce qu'on peut calculer sans communication si tous les sommets
connaissent leur voisinage %° a distance .

Dans une exécution standard sur des cycles orientés a n sommets, 1’algorithme A en
u fait donc deux choses :

1. Collecte, pendant la phase de communication, un vecteur appelé vie du sommet
u et noté v(u). Il s’agit d’une suite de 2t +1 identifiants v(u) = (x1,..., Xt 1,..., X2¢41)
ou x;,1 = ID(u). Les entiers xy,...,x; sont les identifiants des ¢ voisins de gauche
de u et x;.9,...,X2:41 ceux des t voisins de droite. x; et x,;,1 sont les identifiants a
distance exactement t de u.

2. Produit, pendant la phase de calcul, une couleur pour le sommet u, notée c(u).
Cette couleur ne dépend donc que de la vue de u. Autrement dit, c4 (1) = fa(v(u)).

23. C’est-a-dire tous les sommets et leurs entrées (généralement I’identifiants), et les I’arétes de la boule
de rayon t, exceptée les arétes entre sommets a distance exactement ¢.
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Graphe de voisinage. On définit le graphe N;,, pour t,n entiers tels que 2t +1 < n,
comme suit :

* Les sommets sont (x,...,X5:,1) avec x; € {0,...,n—1} et x; # x; pour i # j.
* Les arétes sont (x1,...,Xps41) — (X2,..., X244 1,¥) avec y # xq si 2t + 1 = n.

VA
N

—
\EQ\
il BN\
N—" \
AY

— A

FIGUure 7.7 — (a) Le graphe N; 5 possede 60 = n-(n—1)---(n—2t+1) sommets de
degré 4 = 2-(n—2t-1). Par exemple, dans ce graphe, les voisins du sommet 012
sont : 123, 124 et par symétrie 301, 401. On peut démontrer que x(Ny5) = 3.
Donc d’apres la proposition 7.11, on peut théoriquement produire une 3-
coloration pour un cycle a n = 5 sommets en une (t = 1) ronde. En revanche,
(b) il est beaucoup plus facile de voir que le graphe N, 5, qui a 120 sommets,
vérifie clairement x(N,5) = 3.

Ce graphe est aussi appelé le graphe de voisinage (neighborhood graph en Anglais). De
maniere informelle, les sommets de N; , sont les vues possibles d’'un sommet d’un cycle
collectées apres la phase de communication de t rondes. On met une aréte dans entre
deux vues, s’il existe un cycle ou les deux vues peuvent apparaitre simultanément sur
deux sommets voisins de ce cycle.

Ce n’est pas utile pour la suite, mais remarquons que le graphe N;, est un sous-
graphe induit d'un graphe de De Bruijn de parametre n et 2t + 1. Dans un graphe de De
Bruijn les lettres x; des sommets ne sont pas forcément différentes deux a deux. Il y a
donc plus de sommets, mais la regle d’adjacence est la méme.

La stratégie de la preuve est la suivante. Pour borner inférieurement le temps t de
A, on va chercher a borner inférieurement le nombre chromatique du graphe N; ,. Par
construction, on a :
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Proposition 7.11 x(N;,) <k.

Preuve. On va colorier les sommets de N, , en utilisant I’algorithme A, et donc montrer
que k couleurs suffisent pour N;,. La couleur d’'un sommet (xi,...,X11,...,%:41) de
Nyti1,, €5t tout simplement f4(xy,...,X¢4q,...,%2141) €{0,..., k= 1}

Il reste a montrer qu’il s’agit alors d’une coloration propre de N;,. Suppo-
sons qu’il existe deux sommets voisins de N;, ayant la méme couleur. Soient v; =
(X15eeer Xpg1se oo X0p11) €6 Vo = (X2,..., X410, , X2442) deux sommets voisins de N; , coloriés
avec A et de méme couleur, donc avec f4(vy) = fa(v,). On considere le cycle C orienté
a n sommets (voir la figure ci-dessous) ou les 2t + 2 entiers des sommets v| et v, ap-
paraissent dans l'ordre (xq,...,x,;,,) comme identifiants successifs de sommets de C.
Notons qu'’il est possible que x1 = x5;,1, si n =2t +1.

T X T X T T X T X T T Xl T X2 T

Le sommet d’identité x;,; dans C, disons le sommet u;, a pour vue v(u;) = v;. Le
sommet d’identité x;,, dans C, disons le sommet u,, a pour vue v(u,) = v,. Donc les
couleurs de u; et u, dans le cycle C sont c4(uy) = fa(vy) et ca(us) = fa(v;). Cela implique
que ca(uy) = ca(uy) ce qui contredit le fait que A calcule une coloration propre pour C. O

Comme le suggere la figure 7.7, et comme on va le voir ci-dessous, la densité 24 ot
le nombre chromatique de N; , ont tendance a décroitre lorsque t augmente. Grace a la
proposition 7.11, on cherche donc la plus petite valeur de ¢ qui satisfait x(N; ;) < k.

Une fagon de paraphraser la proposition 7.11 est de dire que s’il existe un algorithme
A de k-coloration en temps t pour tout cycle orienté a n sommets, alors x(N;,) < k. La
contraposée nous dit donc que : si x(N;,) > k, alors il n’est existe pas d’algorithme de
k-coloration en temps t pour tous les cycles orientés a n sommets.

En fait, la réciproque de la proposition 7.11 est également vraie. A savoir, si I'on
peut colorier N, , avec k couleurs, alors il existe un algorithme distribué qui calcule en
t rondes une k-coloration pour tout cycle orienté a n sommets. On pourrait donc se ser-
vir de cet argument pour concevoir des algorithmes distribués de coloration optimaux
comme étudiés dans [Ryb11].

Nombre chromatique. Calculer le nombre chromatique de N;, est un probleme dif-
ficile en soit. Pour conclure notre preuve on a en fait besoin que d’'une minoration. On
définit le graphe orienté B, ,, comme :

* Les sommets sont {xq,...,X5;,1} avec 0 < x; <--- < Xpppq < 1.
* Les arcs sont {xq,..., X141} = {X0,..., X011, X242} avec xq1 < Xp.

24. C’est-a-dire le nombre d’arétes par rapport au nombre de sommets, soit la moitié du degré moyen.
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Le graphe B; , est donc l'orientation d’un sous-graphe induit de N, , : on ne garde
dans N;, que les sommets (xq,...,Xp:,1) avec xq < --- < Xp441. Il y a beaucoup moins de
sommets dans B, que dans N, ,. En effet, B, , a (/) < 221 sommets, le nombre de
sous-ensembles {xj,...,x;,1} de taille 2¢+1 de {0,...,n— 1}, alors que N, ,, en possede de
l'ordre de n?*1 > 22i+1,

Comme on le voit sur la figure 7.8(a), le graphe B 5 est nettement plus petit que le
graphe Nj 5 (5 sommets pour By 5 contre 60 pour N; 5. Voir aussi la figure 7.7(a)). Bien
évidemment, x(B;,) < x(N,), 'orientation ne change en rien le nombre chromatique
des graphes.

0
012 013 014 023 024 034
@) @) @)
123 0124 ©134 4
234

1
2
(a) 3 (b)
FIGure 7.8 — (a) Le graphe B 5, et (b) le graphe By 5. On a By 5 = .Z(Z(Bg5)).

Avant de démontrer la prochaine proposition, nous avons besoin de la définition
suivante. Le line graph d’un graphe orienté G, noté .Z(G), est le graphe orienté dont les
sommets sont les arcs de G, et les arcs de .Z(G) sont les paires ((u,v), (v, w)) ou (u,v) et
(v, w) sont des arcs de G (voir I'exemple de la figure 7.9). Dans la suite on notera plus
simplement uv un arc allant du sommet u au sommet v.

u zu
w
wv
1 graphe orienté G a 4 sommets (a gauche) et son line

Ficure 7.9 — Un graphe orienté G a 4 sommets (a gauche) et son line graph
L(G) (a droite).
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Proposition 7.12

i. By, est une clique orientée a n sommets.
ii. By, estisomorphe a (L (Bi_1,)).

Preuve.

i. Les sommets de By, sont les n entiers de {0,...,n—1}, et on met un arc de x a y
si x <. Il s’agit donc d’une clique orientée (voir la figure 7.8(a) pour un exemple avec
n=>5).

ii. On remarque que les arcs de B;_; ;,, a savoir {xy,..., X1} = {X2,..., X2}, sont en bi-
jection avec les ensembles {x,...,x;,} qui sont les sommets de .#(B;_; ,,). Par exemple *°,
on peut voir I'arc 013 — 136 comme le sommet 0136, et le sommet 1278 comme ’arc
127 — 278.

Ainsi, en appliquant trois fois cette bijection sur un chemin de trois arcs et quatre
sommets de B;_; , (voir ci-dessous), on obtient un chemin de deux arcs et trois sommets
de Z(B;_1 ;). Et en ré-appliquant la bijection deux autres fois, on obtient un arcs et deux
sommets de .Z(Z(B;_1 ,)).

(X1, x0 1} 2 X0, x5} o X3, X001} 2 (X, X010}
(X1, %06} = {x0, X001} = {3, X140}

X1, X0m1} = X0, X040

Cette derniere bijection n’est ni plus ni moins que la définition des sommets et des
arcs de B, ,. Donc B, ,, et Z(£(B;_ ,)) sont isomorphes. O

Proposition 7.13 Pour tout graphe orienté G, x(-Z(G)) = log x(G).

La notation .Z(G) pour le line graph de G avait donc un nom prédestiné. C’est le pre-
mier endroit dans la preuve de la borne inférieure ou la fonction log fait son apparition.

Preuve. On considere une k-coloration ¢ optimale de Z(G), c’est-a-dire avec k =
x(Z(G)). On va montrer comment obtenir une 2f-coloration propre de G. Cela suffit
pour démontrer la proposition puisqu’alors x(G) < 2k = 2X(4(6) ce qui implique bien
le résultat souhaité.

25. Cette correspondance ne marche pas pour N;_; ,,, car par exemple 'aréte 4032 — 0324 est peut-étre
en bijection avec 40324, mais 40324 ne pourra jamais faire parti d’'un sommet valide d’'un N, (présence
de deux fois la méme valeur! ce qui ne peut pas arriver si les x; sont croissants avec i).
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Notons que la k-coloration des sommets de .Z(G) revient a colorier les arcs uv de
G. Pour tout sommet u de G, on pose f(u) = {c(vu):vu € E(G)} c’est-a-dire ’ensemble
des couleurs dans .Z(G) des arcs entrant de u. On va voir que f définit une coloration
propre de G.

Montrons d’abord que f(u) posséde au plus 2F valeurs distinctes. En effet, f(u) C
{0,...,k—1} est un sous-ensemble de couleurs de .Z(G). Et il existe au plus 2F sous-
ensemble distincts.

5 (8 9= f(u)

u
Zw uw vu 2 v
flz) =2 {¢=F(v)
w
wv

(@ §=f(w

Ficure 7.10 — Illustration de la coloration de G (a droite) par celle de .Z(G)

(a gauche).

Montrons enfin que f est une coloration propre de G. Soit vi un arc de G et ¢ = c(vu)
la couleur de cet arc dans .Z(G). On a ¢ € f(u). Supposons que c € f(v). Alors il existe
au moins un arc wv entrant de v de couleur c¢(wv) = ¢ = c(vu). Or dans Z(G) il existe
un arc entre wv et vu impliquant c(wv) # c(vu) : contradiction. Donc ¢ ¢ f(v), et donc

f(u)=f(v). O

Proposition 7.14 x(B,,) > log(zt) n

Preuve. D’apres la proposition 7.12(i), x(By,,) = n. En combinant plusieurs fois la pro-
position 7.12(ii) et la proposition 7.13, on obtient que :

X(Biw) = X(ZL(ZL(Bi1,) > logx(ZL(Bi_y,)) > loglog x(Bi_1,)
> log!? x(B;_1,)
> loglog(log me) log" x(Bs-2,1)

> log'® x(By,) = log"*

En combinant la proposition 7.14 et la proposition 7.11, on conclut que

log®n < x(Bi,) < x(Ny,) < k.
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Pour k = 4, on déduit ainsi que le nombre t de rondes de A doit vérifier :

log(zt)n <4 & log(2t)n < 221
& loglog(log(Zt)n) <1

& log®n <1

ce qui implique que 2t+2 > log™ n par définition de log™ n. Donc le temps de I’algorithme
de 4-coloration A est t > S(log*n) — 1. Cela termine la preuve du théoréme 7.4.

7.7.4 Un détour par la théorie de Ramsey

Comme on l'a vu a la fin de la premiere étape de la borne inférieure (« exécution
standard »), l'existence d’un algorithme distribué A de k-coloration en t rondes est liée
a la k-coloration de chaque vue v(u) = (xq,...,X5;41) @ si u et v sont adjacents dans un
méme cycle a n sommets, alors if faut que fa(v(u)) # fa(v(v)) ou f4 est une fonction ne
dépendant que de la vue (les entiers x;).

La théorie des nombres de Ramsey peut permettre de conclure directement que le
nombre de rondes nécessaires n’est pas borné. Il n’est pas seulement une fonction de k
mais de n. Si n est vraiment tres grand, la fonction f4 calculée par A ne permet pas de
garantir une coloration propre en k couleurs. Cependant, extraire la borne inférieure en
Q(log" n) nécessite le calcul du nombre 7 en fonction de k et de t. C’est un nombre de
Ramsey justement comme on va le voir. Voici I'idée générale.

Dans cette théorie, on s’intéresse a k-colorier les p-ensembles de {1,...,n}, c’est-a-

dire aux fonctions f: 2(2) — {1,...,k} associant une couleur a chaque sous-ensemble de
taille p. Ici il n'y a pas de notion de voisinage ni de coloration propre, seulement la
notion d’ensemble monochromatique. Un g-ensemble de {1,...,n} est monochromatique
selon f si tous ses p-ensembles ont la méme couleur. On parle aussi de multi-coloriage
(k) d’hyper-arétes (p) d’hyper-cliques (g).

Le théoreme de Ramsey, la version multi-coloriée d’hyper-arétes, établit que :

Théoreme 7.5 (Ramsey (1930)) Pour tous k,p,q € N avec p < g, il existe un entier n, et
on note Ry(p,q) le plus petit d’entre eux, tel que pour toute k-coloration des p-ensembles de
{1,...,n} il existe un q-ensemble de {1,...,n} monochromatique.

Par exemple il est bien connu que R,(2,3) = 6, et on peut interpréter le résultat
ainsi. Si l'on colorie les arétes (p = 2) d’une clique en deux couleurs (k = 2), alors a
partir de n = 6 sommets apparait nécessairement un triangle (g = 3) monochromatique
(cf. figure 7.11). Ou encore, tout graphe d’au moins six sommets possede une clique ou
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un ensemble indépendant a trois sommets 2°.

-
s

4 6

Ficure 7.11 — Toute 2-coloration des arétes de K4 contient un triangle mono-
chromatique qui est ici soit {1, 2,3} si ’aréte en pointillé est rouge ou {2, 3,4}
si elle est bleue, ce qui montre en passant que K¢ \ {e} peut étre coloré sans
triangle monochromatique.

Les seules valeurs non triviales connues des nombres de Ramsey pour k > 2 sont
R3(2,3) = 17 et R3(3,4) = 13. (Voir [Rad21][§7] pour un survol récent.) Traditionnel-
lement, pour les cas k = p = 2, soit la 2-coloration des arétes d’'un graphe, on note
les nombres de Ramsey plutdt par R(s,t) représentant la taille du plus petit graphe
possédant une clique a s sommets ou un stable a ¢+ sommets. La valeur exacte de
R,(2,5) = R(5,5) n’est pas connue (elle est entre 43 et 48). De grands mathématiciens
pensent que le calcul de R,(2,6) = R(6,6), nombre compris entre 102 et 165, est hors de
portée pour ’humanité. Paul Erdés, 'un d’entre eux, pensait d’ailleurs (source Wikipé-
dia) :

Erdés a illustré la difficulté d’'une détermination exacte en demandant
d’imaginer qu'une armée extra-terrestre bien plus puissante que nous dé-
barque et demande la valeur de R(5,5), faute de quoi ils détruiront notre
planete. Dans ce cas, dit-il, nous devrions mobiliser tous nos ordinateurs
et tous nos mathématiciens dans l'espoir de déterminer ce nombre. Mais
s’ils nous demandaient R(6, 6), nous ferions mieux d’essayer de détruire les
extra-terrestres.

Une avancée majeure a été réalisée récemment [CGMS23] en montrant que R(s,s) <
(4—2‘7)5 < 3.993%, pour s assez grand. Cela améliore exponentiellement, et pour la
premiéere fois, la borne de 4° d’Erdds et Szemerédi de 1935, soit apres 88 ans d’ef-
forts. La constante a d’ailleurs été optimisée par [GNNW24| en montrant que R(s,s) <
3.7992..5+°6) < 3.8% for s assez grand. Des progrés ont été aussi réalisés récemment

26. Voici une preuve que R(3,3) = 6. Dans toute 2-coloration des arétes d’une clique a 6 sommets, un
sommet aura au moins trois arétes incidentes, sur les 5, de la méme couleur. Mais alors, on ne pourra pas
colorier les 3 arétes entre ces 3 voisins sans créer de triangle monochrome.
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FiGure 7.12 — Frank P. Ramsey en 1921 et Paul Erdds en 1989. Source ©
quantamagazine.

sur R(4,t), montrant que R(4,t) = Q(t3/log4 t) (voir [MV24]) montrant finalement que
R(4,t) = t3/1og®W t. Selon une conjecture d’Erdés de 1947, R(s, t) = t*~1/1og®V t pour ¢
assez grand devant s > 2, ce qui est donc prouvé maintenant pour s € {2, 3, 4}.

On dit que les nombres de Ramsey généralisent le lemme des trous de pigeons (Pi-
geon Holes Principle). En effet, pour p = 1 on peut dire que si on a n = Ri(1,q) pigeons
dans un pigeonnier a k trous, alors q d’entre eux passeront par le méme trous (p = 1).
Ainsion a Rg(1,q9) = k(q—1)+1, et en particulier, Ri(1,2) = k + 1 (voir figure 7.13 pour
une illustration de k = 9).

FIGURE 7.13 — Rg(1,2) =10 : si on a 10 pigeons et neuf trous (k = 9), alors au
moins deux pigeons (g = 2) sont dans le méme trou (p = 1), ici le trou en haut
a gauche. (Source Wikipédia).


https://www.quantamagazine.org/after-nearly-a-century-a-new-limit-for-patterns-in-graphs-20230502/
https://www.quantamagazine.org/after-nearly-a-century-a-new-limit-for-patterns-in-graphs-20230502/
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Quand p > 1, les nombres de Ramsey ont tendance a étre tres grands en fonction g
et k. Par exemple, les meilleures bornes supérieures ressemblent a ceci (cf. [GPS12]).

Ri(2,9) < k-1

k 'k} k(g—1)+1
Ri(3,9) < kT (k(q-1)+1) =k
Re(p.q) < k1P (k(g-1)+1)

oual'b=al"1 (a1 (b-1))avecal! b=a’etal"0=1.Clestlanotation «fleche »
de Knuth. On a par exemple que a 12 b=allbest une pile d’exponentielles de a de
hauteur b,eta > b=a11Tb=al?(a11 (a1 (---))) ol le nombre d’'opérateurs 17 est b.

En fait, on sait depuis peu [MV24] que Ri(4,9) = 4%1/10g®V g pour k > 2.

Revenons a notre probleme de k-coloration distribué. On peut établir une borne
inférieure sur le nombre t de rondes en posant n = Ry (2t + 1,2t + 2). Tout algorithme
distribué A de k-coloration sur les cycles a n sommets produit en particulier une k-
coloration f4 de tous les p-ensembles {xy,...,x5;,1} de {1,...,n}, les vues ou les x; sont
rangés dans l'ordre croissant par exemple. Le théoréeme 7.5 nous dit donc qu’il doit exis-
ter un ensemble {x,...,x,;,,} monochromatique selon f4. En particulier, les ensembles
{x1,..., %0141} et {xp,...,Xp442} seront de la méme couleur ce qui contredit le fait que A est
une k-coloration du cycle ou ces deux vues seraient voisines. On a donc (voir aussi la
figure 7.14 pour une illustration) :

Proposition 7.15 Aucun algorithme distribué de k-coloration ne peut colorier en t rondes
tous les cycles orientés a n sommets si n > Ry(2t + 1,2t + 2).

Remarquons que dans la preuve ci-dessus, on montre en fait que de nombreuses
vues vont étre coloriées de la méme couleur (pour étre précis, (g) = 2t +2), alors qu’il
suffit de montrer que deux vues adjacentes le sont.

[Exercice. Une (a, b)-coloration pour un cycle est une coloration des sommets a l’aide
de deux couleurs, disons en noir ou en blanc, de sorte qu’il y ait au plus a sommets noirs
et b sommets blancs consécutifs sur le cycle. Notez qu'une 2-coloration classique n’est
qu'une (1,1)-coloration, et qu'un ensemble indépendant maximal une (1, 2)-coloration.
Utilisez le méme argument pour montrer qu’il n’est pas possible en temps t de calculer
une (a,b)-coloration tous les cycles orientés a n sommets, si n est suffisamment grand
(par rapportat, aetb).]

7.7.5 En utilisant la réduction de ronde

Pour démontrer encore différemment (et plus simplement) la borne inférieure en
log™n, I'idée ici est de supposer qu’il existe un algorithme A, de k-coloration qui utilise
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FiGure 7.14 — Tout algorithme distribué A de 3-coloration sur les cycles a n
sommets de complexité t produit une 3-coloration f4 des (2t + 1)-uplets de
V(K,) ={1,...,n}. Le théoreme de Ramsey indique que si n > R3(2t+1,2t+2),
alors il doit exister un (2t + 2)-ensemble monochromatique, c’est-a-dire ou
chaque (2t + 1)-ensemble a recu la méme couleur selon f4. Dans I’'exemple,
t =1 et le 4-ensemble monochromatique est {2,5,7,9}. Il contient les triplets
{2,5,7} et {5,7,9} de méme couleur. Cela montre qu’'un cycle contenant la sé-
quence d’identifiants --- -2 -5-7 -9 — ... sera incorrectement colorié par
l'algorithme A. Malheureusement, R3(3,4) n’est pas connu. D’aprés [Rad21],

c’est au moins 79 et au plus 3% (une tour de hauteur 10) d’apres les majora-
tions vues précédemment.
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seulement t rondes. Puis, de montrer qu’a partir de Ay on peut construire un nouvel
algorithme A; qui en temps t — 1 produit une 2¥-coloration. On en déduit donc un autre
algorithme A, qui en temps t — 2 produit une 22" _coloration. Et ainsi de suite. On en
déduit donc un algorithme A, qui en temps 0 construit une c-coloration, avec log! ¢ = k.
Or ce dernier algorithme A; ne peut exister si n > 2c + 1, ce qui implique une borne
inférieure en log* n pour ¢.

A priori I'idée pour construire A; est de se baser sur la vue comprenant 2t — 1 ID’s
(au lieu de 2t + 1 pour Ay ). Puis on génere toutes les vues possibles avec deux ID’s de
plus et s’arranger pour que les sommets d’a coté, quelque soit leur choix auront une
couleur différentes. Il faut a priori utiliser la coloration du Line Graph, colorier la vue
de taille 2t + 1 avec les couleurs incidentes possibles, ce qui en fait 2. [Cyril. A FINIR]

7.8 Cycles et arbres non orientés

7.8.1 Cycles non orientés

L'idée est de se ramener autant que possible a la coloration d’une 1-orientation. Pour
cela chaque sommet u choisit un parent PARENT(#) parmi ses voisins, par exemple ce-
lui ayant le plus petit identifiant. Cela prend une ronde. Cependant, on n’obtient pas
forcément une 1-orientation car il peut exister certaines arétes u —v qui :

(1) sont doublement orientées (car PARENT(14) = v et PARENT(V) = 1) ; ou
(2) ne sont pas orientées du tout (car PARENT(u#) # v et PARENT(V) # 1).

Pour les autres arétes, comme par exemple u — v — w, le sommet v en déduit succes-
seur Succ(v) (disons le voisin w) et un prédécesseur PRED(v) comme étant l’autre voisin
(ici u) et peut appliquer le double PosDirr comme dans l’algorithme ColorRing vu au
paragraphe 7.7.1.

Le cas (1) nest pas génant, puisque les propriétés sur PosDirrF, a savoir les pro-
positions 7.1 et 7.2, restent valables dans le cas d’une double orientation (voir aussi
page 146). Bien que cela ne soit donc pas nécéssaire, on peut quand méme supprimer
cette double orientation avec une ronde supplémentaire en décidant par exemple que
le sommet de plus petit identifiant d’une aréte doublement orientée perd son parent et
devient une racine.

Le cas (2) ressemble typiquement a
et —Uu—v oW

et peut étre résolu par exemple avec un traitement final spécifique pour l'aréte u —v. Il
faut en effet faire en sorte que u # v a la fin de l'algorithme (on confond ici les sommets
avec leur couleur). 11 suffit, par exemple, que seul le sommet de plus petit identifiant,
disons v mais pas u, se re-colorie en FirstFree({u,w}). Il faut cependant étre vigilant au
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cas ou w est lui aussi voisin d’'un sommet w’ de méme couleur a cause d’une aréte w—w’
non orientée. Il ne faut pas que w applique aussi FirstfFree qui pourrait donner la méme
couleur que le FirstFree de v. Plus concretement on pourrait avoir

' —u-—vow-—w — -
211522

ou v et w voudraient se re-colorier en FirstFree({1,2}) = 0 car tous les deux peuvent avoir
un identifiant plus petit que leur voisin de méme couleur qui sont respectivement u et
w’. Cependant, en itérant par couleur (car finalement v # w) on peut forcer a ce que v et
w n‘appliquent pas FirstFree a la méme ronde.

Pour résumer,

Proposition 7.16 On peut calculer une 3-coloration en temps [§log" m]+ 6 sur les cycles
non orientés possédant une m-coloration.

Preuve. Il faut une ronde pour fixer une orientation, certes incomplete, ou chaque som-
met u identifie PAReENT(u), et donc ses voisins Succ(u) et PRED(1).

On applique ensuite le double PosDirr comme dans ColorRing sans la derniere étape
ReducePalette. Cela prend [%log* m] rondes pour obtenir au plus 6 couleurs. Avec
deux rondes supplémentaires, en utilisant FastReduction(2, 2, CoLor), on obtient alors
au plus 3 couleurs (cf. le paragraphe 7.7.2). Mais cela n’est pas forcément une colora-
tion propre a cause des arétes qui n‘ont pas été orientées par la relation PArReNT lors de
la premiere ronde.

Successivement pour chaque couleur k € {0, 1,2}, chaque sommet u de couleur k se
re-colorie en FirstFree(N(u)) s’il a un voisin de méme couleur ayant un identifiant plus
grand. Cette regle garantit que deux voisins de méme couleur k ne peuvent appliquer a
la méme ronde un tel FirstFree. Ils seront donc de couleurs différentes apres cette ronde.

Cela prend trois rondes supplémentaires pour traiter toutes les arétes non orientées
monochromatiques k — k, une ronde pour chacune des trois couleurs possibles pour k.
Au total l'algorithme prend 1 + [% log" m]+ 2+ 3 rondes comme annoncé. O

7.8.2 Arbres non enracinés

Dans le cas des arbres, on parle plutot d’arbres non enracinés que d’arbres non orien-
tés.

Pour les arbres non enracinés, il est tentant d’essayer d’appliquer la méme technique
que pour les cycles non orientés développée au paragraphe 7.8.1, a savoir : (1) calculer
en une ronde une orientation; (2) appliquer l’algorithme de 3-coloration pour les par-
ties 1-orientées; et (3) corriger les arétes non orientées monochromatiques. La raison
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fondamentale pour laquelle cela marche plutot bien est que, lors de 1’étape (3), le sous-
graphe induit par une couleur k donnée forme un ensemble d’arétes indépendantes >’
qu’il est trivial de re-colorier proprement (en l'occurence en une seule ronde grace a un
FirstFree).

Malheureusement, la situation est beaucoup moins favorable pour les arbres non en-
racinés car les sommets d’une couleur k donnée peuvent induire un sous-graphe qua-
siment aussi complexe que 'arbre de départ. [Exercice. Montrez que pour tout arbre T,
il est possible de construire un arbre T’ avec le double de sommets de sorte qu’apres
les étapes (1) et (2) de la méthode utilisée pour les cycles non orientés, le sous-graphe
induit par une certaine couleur k € {0, 1, 2} corresponde a l’arbre T.]

Si pour le cycle la différence entre orienté ou pas n’était pas significative, il en va
tout autrement pour le cas des arbres, que cela soit en termes de nombre de couleurs et
de nombre de rondes.

Théoreme 7.6 Tout algorithme distribué de L%\/ﬁj—colomtion pour les arbres non enracinés
d-régulier *® et de hauteur h nécessite 2h/3 rondes.

On ne prouvera pas ce résultat du a Linial [Lin92] qui implique qui y a une
grande différence de performances pour la 3-coloration entre les graphes 1-orientés
(ou l'orientation est donnée et connue des sommets, cf. le théoréme 7.1) et les graphes
1-orientables (ou l'orientation est possible mais reste a calculer).

Corollaire 7.2 Tout algorithme distribué de 3-coloration pour les graphes 1-orientables a n
sommets nécessite (J(logn) rondes.

Preuve. On considere un arbre d-régulier de hauteur h avec d = 36. Cet arbre, qui
est 1-orientable, posséde n < 35" sommets [Exercice. Pourquoi?], ce qui implique
h +1 > logssn. Notons que L%\/ZJ = 3. D’apres le théoreme 7.6, il faut au moins
2h/3 > (2/3)(Inn/1In35—-1) = Q(logn) rondes pour tout algorithme de 3-coloration. 0O

Cependant, un résultat de [BE11] implique I'on peut produire, pour tous les graphes
d’arboricité bornée (dont les arbres), une (A + 1)-coloration en temps O(logn).

7.8.3 Complexités dans les cycles et grilles

Des progrées récents ont été réalisés pour montrer que les bornes inférieures en
Q(log" n) restent vraies pour toute une classe de problémes. Plus précisément les pro-
blémes « localement vérifiables » ou LCL (= Locally Checkable Labeling en Anglais). Il

27. Dit autrement c’est un sous-graphe de degré 1, appelé aussi 1-facteur.
28. Chaque sommet qui n'est pas une feuille a exactement d voisins, et pas d fils comme dans le cas
orienté. Sa hauteur est la distance maximum entre une feuille et sa racine.
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s’agit de problémes dont la sortie peut étre représentée de maniere distribuée par une
étiquette associée a chacun des sommets (labeling) de sorte que la validité d’une solu-
tion peut étre vérifiée en chaque sommet en examinant les étiquettes de son voisinage
(sommets a une distance bornée). C’est un peu I’équivalent de la classe NP pour le dis-
tribué.

La coloration ou encore le probleme de I'ensemble indépendant maximal sont typi-
quement des problémes localement vérifiables. Pour la (A +1)-coloration, 1’étiquette est

la couleur, et il suffit de vérifier que chaque sommet a une couleur dans [0, A] qui est
différente de celles de ses voisins.

Le résultat assez surprenant est le suivant (cf. [BHK"16][CP17]):

Tout probléme localement vérifiable dans un cycle a n sommets ne peut
avoir que l'une des trois complexités suivantes : ©(1), O(log* n) ou O(n).

En fait, le résultat reste vrai pour des graphes plus généraux, comme les grilles n x n
par exemple. Pour le cycle, il est de plus possible de décider, pour chaque probléme,
laquelle des trois complexités est la bonne, ce qui n’est plus vrai pour une grille de
dimension deux ou plus — c’est indécidable dans ce cas. Ces résultats ont été généralisés
a des graphes plus généraux ou d’autres complexités apparaissent, cf. [BHK"18]. Pour
les arbres enracinés, par exemple, les complexités en @(n'/¥) font apparition, et il est
possible de calculer I’entier k [BBC*22].

Un probleme tres simple qui semble difficile est celui qui consiste a orienter les
arétes d’un graphe (non orienté) sans qu’il y ait de puit : sinkless orientation en Anglais.
C’est possible de le faire pour tout graphe sauf si une composante connexe du graphe
est un arbre [Exercice. Pourquoi?]. C’est clairement un probléeme localement vérifiable.
Il a été montré qu’il nécessitait (A~ log, n) rondes probabilistes et méme Q(log, 1)
rondes déterministes dans le pire des cas d’un graphe de degré maximum A.

[Cyril. Expliquer les arguments de simulation.]

Ces résultats (voir aussi [CKP16][CHL"18]) tendent a montrer ainsi que tout pro-
bleme localement vérifiable dans un graphe degré borné se décompose en un probléme
de coloration et en un probleme que l'on peut résoudre en un nombre constant de
rondes.

7.8.4 Notes bibliographiques

La table 7.1 donne un apercu des algorithmes distribués de coloration dans le mo-
dele LOCAL en fonction du degré maximum A et du nombre de sommets n du graphe.
Les algorithmes [Lub86][ABI86] ont été décrits a l'origine pour le calcul d’un ensemble
indépendant maximal (cf. le chapitre 8) qui peut étre transformé en coloration grace a
la réduction donnée dans [Lin92].

29. En effet, selon le théoreme de Brooks, pour tout graphe, une A-coloration existe toujours sauf s’il
s’agit d’une clique (A = n—1) ou d’un cycle impair (A = 2).
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nombre de couleurs nombre de rondes références
A+1 (probabiliste) O(logn) [Lub86][ABI86]
0(A?) O(log* n) [Lin87][Lin92]
A+1 AP 4+ O(log™ n) [GP87]
A+1 20(Vlognloglogn) [AGLP89]
A+1 O(Alogn) [AGLP89]
A (probabiliste) O((log?® n)/log A) [PS92][PS95]
A+l 20(Vlogn) [PS92][PS96]
A+1 O(AlogA) + %log’e n [SV93]
o(A) (probabiliste) O(+4/logn) [KOSS06]
A+1 (probabiliste) O(Aloglogn) [KWO06]
At+1 (te [1,A1_8]) O(A/t) + %log*n [BE09][Kuh09][BEK14]
At+1 (t e[1, VA=) O(VA/t) +1og* n [Mau21]
A+1 (probabiliste) O(log A + +/log n) [SW10]
Al+o(l) w(logA)logn [BE11]
Al+e O(logAlogn) [BE11]
0(A) O(A¢logn) [BE11]
A+1 (probabiliste) O(log A) + 20(Vloglogn) [BEPS12][BEPS16]
A+1 O(A¥*1ogA) + 3 log'n [Bar15]
A+1 (probabiliste) O(+flog A) + 20(Vlcglogn) [HSS16]
A+1 O \/_logf’/2 A)+log'n [FHK16]
A+1 O(y/Alog A -log* A +log*n) [BEG18]
(I+e)A O(VA +1log*n) [BEG18]
A+1 (probabiliste) O((loglogn)?) [CLP18][CLP20][RG20]
A>4 (probabiliste) O(log A) + 20(Vloslogn) [GHKM138]
A>3 (probabiliste) | O(y/AlogA-log* A - (loglogn)?) | [GHKMI18]
A+1 O(+/AlogA) + %log*n [MT20]
A+1 O(log” n) [RG20]
A+1 O(log’ 1) [GGR21]
A+1 (probabiliste) O((loglogn)?) [HKMT21]
A>3 O(log® A -log? n) [GK22]
A+1 O(log? A -logn) [GK22][FGG*23]
A+1=w(log’n) (probabiliste) O(log* n) [HKNT22]
A = w(log” n) (probabiliste) O(log* n) [HNT22][FHM23]
A>3 (probabiliste) O((loglogn)?) [FHM23]
A+1 log? 11 - (loglog 1)V [GG23]
A+1 (probabiliste) | (loglogn)? - (logloglogn)®M) | [GG23]
A+1 (probabiliste) | (loglogn)>3 - (logloglogn)®) | [GG24]
A+1 (logn)>/3 - (loglog n)°) [GG24]

TaBLE 7.1 — Historique des algorithmes de coloration. Les algorithmes de A-

coloration suppose que le graphe est ni une clique ni un cycle impair

29
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En ce qui concerne les bornes inférieures sur le temps pour la (A + 1)-coloration, la
meilleure connue en fonction de # reste celle en (Q(log” n) pour le cycle [Lin87][Lin92].
Plusieurs preuves autres que celle de Linial existent comme [Nao91], [LS14], ou en-
core certaines utilisant la théorie de Ramsey [Suol4, chapitre 6]. Il a été montré
dans [KWO06] que tout algorithme d’une ronde appliqué a un graphe m-colorié doit
produire Q(A?/1log* A+loglog m) couleurs. Pour produire un O(A)-coloration tout algo-
rithme répétant une telle réduction de couleurs nécessitera Q(A/log* A+log™ m) rondes.
Récemment, il a été montré dans [HKMS16] que sous certaines restrictions de l’algo-
rithme, modele appelé SET-LOCAL ou un sommet ne connait que les classes de cou-
leurs de son voisinage, alors le nombre de rondes pour produire une O(A)-coloration
par réduction successive de couleurs doit étre Q(A!/3 +log* n).

Les derniers résultats de cette table peuvent étre étendus au modele CONGEST,
c’est-a-dire avec des messages de O(logn) bits, voir [BKM20][GGR21], moyennant une
dégradation des performances d’un facteur de O(logn) rondes. Cependant, le dernier,
celui en O(log® 1) rondes, est déja dans le modéle CONGEST.

7.9 Exercices

Exercice 1

Dans l'algorithme Color6 page 138, montrez que si I’'on remplace le test « Jusqu’a ce
que ¢’ =€ » par «Jusqu'a ce que x € {0,...,5} », en supprimant éventuellement I'instruc-
tion (e), alors l’algorithme n’est plus correct.
Exercice 2

Donner la plus petite valeur de n pour que le temps de la borne inférieure dans le
théoreme 7.4 soit au moins deux?
Exercice 3

Montrer qu'on peut passer de 6 couleurs a 4 couleurs en une seule ronde pour un
cycle non orienté.
Exercice 4

On rappelle que la maille d’'un graphe est la longueur de son plus petit cycle, et
infinie dans le cas d’une forét.
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En supposant qu’il existe pour tout entier k > 1, et tout entier n suffisamment grand
un graphe G, a n sommets, de nombre chromatique au moins k et de maille g >

[}1 log, nJ (cf. [Erd59]), montrer que tout algorithme distribué de coloration d’un graphe
4-coloriable en un nombre optimal de couleur a une complexité en temps Q(logn).
p P P g

Exercice 5

Soit G une graphe k-dégénéré. Donnez un algorithme distribué donnant une O(k)-
coloration en temps 29 log 1.

Exercice 6

Montrer que dans un graphe planaire au moins 6#/7 sommets ont un degré au plus 6.

En déduire un algorithme en temps O(logn) calculant une 7-coloration d’un graphe
planaire.

Exercice 7

Soit C(h) le graphe « cylindre » de base 5 et de hauteur h — 1. Plus précisément c’est
un graphe a 5h sommets obtenu en faisant le produit cartésien (voir Exercice 2 pour une
définition) entre un cycle a 5 sommets et un chemin a 4 sommets, soit encore h copies
de Cs5 connectés entre-eux par des chemins.

1) Montrer que ce graphe est planaire et 3-coloriable.

On considere le graphe K(h) obtenu en recollant et identifiant les deux cycles extré-
mités d’un cylindre C(h+1) et en inversant le sens de rotation des cycles (en supposant
qu’initialement tous les cycles du cylindre étaient orientés de la méme fagon). On ob-
tient alors un graphe plongé sur une bouteille de Klein. On notera T (h) le tore obtenu
en recollant et préservant le sens d’orientation des deux cycles. Notes que C(h), T(h) et
K(h) ont tous 5h sommets précisément.

2) En admettant que les graphes T(h) et K(h) sont sommets-transitifs, c’est-a-dire
qu’aucun sommet ne peut étre distingué d’un autre, montrer que pour tout sommet
u de T(h) ou K(h), le graphe induit par la boule centrée en u et de rayon [h/2] est
isomorphe a C(h).

3) En admettant que x(K(h)) = 4, montrer que tout algorithme distribué produisant
une 3-coloration pour les graphes planaires sans triangle a n sommets nécessite plus de
n/10 rondes.
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- parler de : borne inf en Q(y/logn/loglogn) de [KMW04].

- parler de l'algo de Luby, différence entre Las Vega et Monté Carlo. Amélioration
récente de Mohsen Ghaffari [Ghal6].

- algo en O(4/logn) d’Elkin pour les planaires.

Un ensemble indépendant maximal dans un graphe G (MIS en anglais, pour Maximal
Independent Set) est un sous-ensemble de sommets M de G tel que: 1) six,y € M, alors x
et y ne sont pas adjacents (M est donc un ensemble indépendant); et 2) si ’'on ajoute un
nouveau sommet a M, alors M n’est plus un ensemble indépendant (il est donc maximal
pour l'inclusion).

[EXEMPLE]

I1 faut noter que les deux conditions précédentes peuvent étre vérifiées localement.
Pour I'indépendance, il faut vérifier que tout sommet x dans M n’a aucun voisin dans
M, et 2) pour la maximalité, si x € M, alors il doit avoir au moins un voisin dans M
puisque sinon on pourrait rajouter x a M.

Remarques. 1) Un MIS est un ensemble dominant particulier (c’est-a-dire tout
x € M a un voisin y € M). 2) Dans une coloration (propre) les sommets d’une
méme couleur forme un ensemble indépendant (mais pas forcément maxi-
mal). Coloration, ensemble dominant et MIS sont donc des notions proches
et, comme nous allons le voir, il existe des moyens de calculer I’'un a partir de
l’autre.

L'utilisation des MIS en algorithmique distribuée est importante. On utilise les MIS
pour créer du parallélisme. Il est souvent important que des ensembles de sommets
puissent calculer indépendamment les uns des autres. Typiquement, pour le calcul
d’arbre couvrant de poids minimum (MST), dans I'implémentation de Kruskal, il est
assez intéressant que chaque sous arbre (initialement réduit a un sommet) puisse “pous-
ser” indépendamment. Pour ce faire les racines de ces sommets initiateurs doivent étre
indépendantes pour ne pas se géner.
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8.2 Algorithmes de base

En séquentiel, on utilise un algorithme glouton : tant qu’il existe un voisin u ou
tout ses voisins ne sont pas dans l’ensemble, on I’ajoute. Calculer un MIS est donc tres
simple, de méme que le calcul d’un ensemble dominant ou d’une coloration. Par contre,
si 'on souhaite un MIS de cardinalité maximum (bien faire la différence entre maximal
et maximum) le probleme devient difficile (NP-complet pour la décision) et reste diffi-
cile a approximer. C’est la méme chose pour trouver un ensemble dominant de petite
taille ou une coloration avec peu de couleurs.

En distribué "'approche consiste a calculer une variable b représentant la décision
de joindre (b = 1) ou de ne pas joindre (b = 0) I'ensemble MIS. Initialement b = —1.

Il y a deux facons de faire : MIS4¢s et MIS,, k. Dans le pire des cas, ils ont la méme
complexité, mais le second a tendance a étre plus rapide dans la pratique. Cependant,
MIS, .,k pré-suppose des identité unique, alors que MIS4¢ non.

Dans un chemin, MIS,,,x peut aller aussi lentement que MISy¢;. Cependant, on peut
montrer qu’avec grande probabilité, une permutation aléatoire dans un chemin fait que
MIS; .k calculera un MIS en temps O(logn/loglogn), au lieu de n dans le cas du MIS 4.

8.3 Reéductions

Entre MIS et coloration. Si on sait calculer une k-coloration pour G en f rondes, alors
on sait calculer un MIS pour G en ¢ + k rondes :

1. on calcule une k-coloration en temps ¢;
2. on pose b := —1 pour tout sommet u;

3. pouri:=0a k-1, chaque sommet u de couleur i essaye de s’ajouter au MIS cou-
rant. Pour cela u envoie et récupere la valeur b de ses voisins. Si aucune valeur
n'est a 1, il pose b :=1 sinon il pose b := 0.

Ca marche essentiellement parce qu’a cause de la coloration, deux sommets voisins ne
peuvent pas essayer de s’ajouter au MIS en méme temps.

I1 existe une réduction inverse : si l’on sait calculer un MIS en temps (n, k) pour tout
graphe a n sommets de degré maximum k, alors pour tout graphe G de degré maximum
A on peut calculer une (A + 1)-coloration en temps t(n,k - A). ...

8.4 Ensemble dominants

Définition 8.1 Un ensemble S est dominant pour un graphe G si pour tout sommet x €
V(G), soit x € S, ou x a un voisin y € S.
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Rappelons qu'un MIS est un ensemble dominant, mais pas l'inverse!

Ici on s’intéresse aux ensemble dominants de petite cardinalité pour des motivations
liés au routage (notion de sommets spéciaux et peu nombreux qui controlent tous les
autres).

Prop : tout graphe connexe possede un ensemble dominant de taille < n/2,sin > 1.

Arbre couvrant + partition en deux couleurs suivant la parité de la distance a la
racine.

On s’intéresse a de petits ensemble dominants (de taille < n/2) pour les arbres enra-
cinés (on suppose donc que chacun connait son parent).

8.5 Exercices

Exercice 1

On définit l'eccentricité d'un graphe G comme ecc(G) = max, eccg(u). Construire un
graphe G, et H, a n sommets tels que ecc(G,,) = diam(G,,) et ecc(H,,) = %diam(Hn).

Soit Sy = {v : deg(v) < 12}. Montrer que si G est planaire (m < 3n—-6), alors |Sy| > n/2.
En déduire un algorithme distribué pour calculer un MIS sur tout graphe planaire a n
sommets en temps O(logn -log" n).

Exercice 2

Donner un algorithme distribué pour calculer efficacement un MIS dans un graphe
bipartie complet.
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ous ALLONS introduire le calcul de spanners dans le modele LOCAL. Les spanners
N sont des sous-graphes couvrant les sommets d’un graphe possédant une faible
densité d’arétes. De plus ils garantissent que les distances dans les sous-graphes ne sont
pas trop éloignées des distances originales.

9.1 Introduction

L'utilisation de sous-graphe couvrant, c’est-a-dire qui contient tous les sommets du
graphe d’origine, est banale en informatique. Typiquement un arbre couvrant un graphe
connexe G a n sommets garantit la connexité alors qu’il ne possede que n—1 arétes. Cela
peut étre particulierement intéressant en calcul distribué de minimiser de nombre de
liens sans pour autant déconnecter G.

On a vu dans les chapitres précédents que le nombre de messages nécessaire a ré-
soudre certaines taches peut étre réduit si un arbre préexistant était connu des proces-
seurs. Au chapitre 6, on a vu que la connaissance d’un sous-graphe couvrant peu dense
pouvait étre utilisé pour construire des synchroniseurs.

De maniere générale, on souhaite construire un graphe couvrant peu dense préser-
vant les distances d’origines. Bien str il n’est pas possible de supprimer des arétes sans
modifier au moins une distance. Néanmoins on souhaite limiter ces modifications. La
définition suivante s’applique aussi bien au cas des graphes valués que non valués.
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Définition 9.1 Soient G un graphe et H un sous-graphe couvrant de G, c’est-a-dire avec
V(G) = V(H). L'étirement de H est la plus petite valeur s telle que, pour tout sommets u,v
de G, dy(u,v) <s-dg(u,v).

EXEMPLES

Dans la littérature on appelle aussi s-spanner tout sous-graphe couvrant d’étirement
s (stretch en Anglais).

Dans la suite, on va essentiellement considérer que les graphes sont non valués.

Le probléeme qu’on se fixe est donc de calculer de manieére distribué, dans le modele
LOCAL, des sous-graphes couvrant avec peu d’arétes et si possible un étirement faible.
On se base essentiellement sur l'article [DGPV08].

Formellement, calculer un sous-graphe H signifie que chaque sommet u doit sélec-
tionner un ensemble d’arétes qui lui sont incidentes, disons H(u). Le graphe calculé est
alors le graphe U, cy(c)H(#) composé de I'union de tous ces choix.

Notons qu’il n’est pas formellement imposé que les deux sommets extrémités d’une
aréte s’accordent sur leur décision, c’est-a-dire uv € H(u) n'implique pas forcément uv €
H(v). Cependant, avec une ronde supplémentaire, on peut toujours faire en sorte que
tous les sommets se mettent d’accord (par exemple sur le fait de garder 'aréte si I'un
des deux l’a sélectionnée, ou le contraire, de ne pas la garder si I'un des deux ne I’a pas
garder).

9.2 Calcul d’un 3-spanner

On va voir un algorithme permettant de calculer un sous-graphe couvrant d’étire-
ment 3 avec significativement moins de n? arétes, en fait 2n!->. 1l suffit de seulement
deux rondes. La décision de sélectionner ou non les arétes est donc locale.

Avant de présenter l'algorithme, remarquons que le probleme n’a rien d’évident. Dé-
cider localement de supprimer une aréte est a priori trés risqué, puisque par exemple
un sommet n’a aucun moyen de deviner s’il est dans un arbre ou pas (ils ne connaissant
pas, par exemple, le nombre d’arétes du graphe et le degré d’'un sommet peut étre non
borné, ou les cycles passant par le sommet trop grand pour étre détecté en deux rondes).
Bien sGr pour avoir un l’étirement borné, aucun sommet d’un arbre ne peut supprimer
d’aréte. D’un autre coté, si aucun sommet de degré élevé ne supprime d’aréte on pour-
rait avoir de l'ordre de n? arétes si le graphe G était trés dense.

- présenter 1’algo de BKMPO5 (slides/Aladdin-PODCO0S ...)

Théoreme 9.1 ([BKMPO5]) Pour tout graphe G a n sommets, il existe un algorithme pro-
babiliste de type Monté Carlo qui calcule en deux rondes un sous-graphe couvrant de G d’éti-
rement < 3 et en moyenne au plus 2132 grétes.
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Preuve.
1. b, := 1|0 avec probabilité 1//n, X :={u:b, =1}
2. [ueZ]SiB(u,1)nX =g, alors S, := B(u, 1)
3. [ueX]Sib, =1,alors S, := BES(u, B(u, 2))

Ficure 9.1 — Illustration de l’algorithme de type Monté Carlo pour le calcul
d’un sous-graphe couvrant d’étirement < 3.

Complexité en temps : 2 rondes

Etirement : 3 (les seules arétes e dans G et pas dans H ont leur deux extrémités dans
Y)

Taille : en moyenne, |X| = /n et si u € Z, alors deg(u) < v/n en moyenne.
O

Jusqu’a récemment, aucun algorithme déterministe n’était connu pour ce probleme.
Ils existent des algorithmes en deux rondes, mais qui ne garantissent le nombre d’arétes
seulement en moyenne [BKMPO05]. Le probleme des algorithmes aléatoires de ce type
(Monté Carlo) est qu'on est pas certain du résultat, contrairement aux algorithmes de
type Las Vegas. Et contrairement au calcul séquentiel, en distribué il n’est pas toujours
facile de vérifier la condition (comment vérifier que le nombre d’arétes est correct sans
une diffusion globale?). En général, en distribué, on ne peut jamais recommencer!

Dans la suite, on rappelle que B(u, 1) représente I’ensemble formé de u et des voisins
de u, la boule centrée en u et de rayon 1. Evidemment, |B(u, 1)| = deg(u) + 1.

Algorithme Span3
(code du sommet u)

1. NewRounD

2. Envoyer son identifiant et recevoir l'identifiant de tous ses voisins.

3. Choisir un ensemble R, composé de son identifiant et d'un sous-ensemble arbi-
traire des identifiants recus tel que |R,| = min{lB(u, 1), [\/ﬁ-l}

4. NewRounD
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5. Envoyer R, et recevoir la sélection R, de chaque voisin v.
6. Poser H(u):={uv:veR,vzu}et W:=B(u,1)\{v:ueR,}.
7. Tant qu’il existe w e W :

(a) H(u) :={uw}UH(u).

(b) W:=W\{ve W:R,NR, =}

Il y a une variante ou u ne connait pas le nombre [\/ﬁ-l, mais qui nécessite une ronde
de plus. L'algorithme peut aussi étre adapté pour fonctionner avec des poids arbitraires
sur les arétes : il faut choisir R, parmi ses plus proches voisins et le sommet w parmi les
plus proches restant de W.

Théoreme 9.2 Pour tout graphe G a n sommets, l'algorithme Span3 calcule en deux rondes
un sous-graphe couvrant de G d’étirement < 3 et avec moins de 2n3/? arétes.

Preuve. L'algorithme comprends deux rondes de communications.

Etirement. Soit uv une aréte de G qui n'est pas dans le sous-graphe couvrant H =
U, H(u) (figure 9.2(a)). Clairement toutes les arétes de la forme uw avec w # u, u €
R, UR, et w e B(u,1) existent dans H. Donc si cette aréte a été supprimée c’est que v a
été supprimé de W a I’étape 7b de l'algorithme (figure 9.2(b)). Si v est supprimé de W a
I’étape 7b, c’est que R, et R, s’intersectent (figure 9.2(c)). Or dans H toutes les arétes de
v vers R, et de w vers R, existent. Donc il existe dans H un chemin de u a v de longueur
trois.

I1 suit qu'un plus court chemin de x a y dans H est de longueur au plus trois celle
d’un plus court chemin P de G, chaque aréte de P qui n’est pas dans H étant remplacée
par un chemin de H d’au plus trois arétes.

Nombre d’arétes. Montrons que tout sommet w de ’ensemble W calculé a I’étape 6
est tel que |B(w, 1)| > |-\/ﬁ-‘ En effet, si |[B(w,1)| < [\/ﬂ, alors |R,,| = min{lB(w, 1)), [\/ﬁ]} =
|B(w,1)|. Donc R, contiendrait tous les voisins de w, en particulier u. Or ce n’est pas le
cas, donc |B(w, 1)| > [\/ﬂ Il suit que |R,| = |-\/ﬁ-|

Les sommets sélectionnés dans la boucle « Tant que » ont, par construction, des en-
sembles deux a deux disjoints, c’est-a-dire R,, N R, = @ (figure 9.2(e-d)) puisque ceux
qui intersectent R,, sont supprimés a jamais de W. Il suit que le nombre de sommets
sélectionnés lors de la boucle « Tant que » est au plus |B(u, 2)|/[\/E] < n/+/n = /n chaque
ensemble R, étant inclus dans B(u,2) qui est de taille au plus n.

Le nombre d’arétes sélectionnées par u est donc au plus |R,|-1+vn < [\/ﬁ-l— 1+yn<
(Vn+1+1)—1++/n=2+n. Au total H n’a pas plus de 21n*? arétes. O
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Figure 9.2 — [llustration de la preuve du théoreme 9.2.

9.3 Exercices

Etendre l'algorithme a un algorithme qui ne nécessite pas la connaissance de n. Com-
bien de rondes cela nécessite ?

Probleme ouvert : Peut-on réaliser la tache précédente avec seulement deux rondes ?
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CHAPITRE

1 O Information quantique

« Je crois pouvoir dire sans risque de me tromper que
personne ne comprend la mécanique quantique. »

— Richard Feynman

Ficure 10.1 — Richard Feynman, ici en 1965 apres avoir recu son prix Nobel,
est ]’un des péres fondateurs de la théorie des ordinateurs quantiques (source

© IOP, Cern).
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‘oBJeCTIF de ce chapitre est de donner quelques intuitions sur 'information quan-
tique, méme si 'intuition est a priori difficile a percevoir, de montrer comment
exploiter la non localité de I'information dans le monde quantique. Nous montrerons
la différence subtile qu’il existe en calcul distribué entre des ressources aléatoires par-
tagées (shared randomness) et des ressources quantiques intriqués (entangled qubits).

Mots clés et notions abordées dans ce chapitre :

* principe de causalité, principe de localité
* qubits, superposition, intrication, notation de Dirac
 expérience de Bell, jeu CHSH, jeu GHZ

Notons aussi qu’il existe des tentative de langages dédiés au calcul quantique,
comme QCL (Quantum Computation Language '), dont on ne parlera pas.

10.1 Introduction

Ils existent deux principes fondamentaux en physique :

* le principe de causalité, et
* le principe de localité.

Le principe de causalité exprime le fait que la cause précede toujours la conséquence.
Un événement ne peut avoir de conséquences que sur des événements futurs. En terme
de calcul, cela signifie aussi que le résultat d’un calcul ne peut dépendre que de don-
nées déterminées avant le résultat. (Pour calculer y := f(x), il faut que la donnée x soit
déterminée. Le calcul de y ne peut pas déterminer x.)

Le principe de localité (parfois appelé principe de séparabilité) exprime le fait que
des entités suffisamment éloignées (dans le temps et I’espace) ne peuvent interagir ins-
tantanément.

Des expériences reproductibles ont montré que ces deux principes fondamentaux
ne peuvent étre vrais tous les deux. Plus précisément, Alain Aspects a montré expéri-
mentalement en 1982 que les inégalités de Bell étaient violées, ce qui implique la non
localité de la physique quantique en supposant vrai le principe de causalité. Ce fait est
utilisé dans certains protocoles de cryptographie quantique ou la lecture d’un message
par un espion est détectée par le fait que ces inégalités ne sont plus violées une fois les
effets quantiques dissipés. Car l'acquisition d’information, comme la lecture, dissipe
par nature les effets de superposition quantique.

La réalité physique du monde est donc différente de ce qu'on s’imagine a priori, tout
au moins a l’échelle microscopique. Ces effets ont été vérifiés pour les particules élé-

1. http://tph.tuwien.ac.at/ oemer/qcl.html


http://tph.tuwien.ac.at/~oemer/qcl.html
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mentaires (photons, électrons) mais aussi pour des atomes et méme pour des molécules
de plus en plus complexes

La physique quantique manipule des états (ou particules quantiques) qui remettent
en cause a priori le principe de localité, car des deux principes fondamentaux on s’ac-
corde plutot pour penser que c’est celui de causalité qui est vrai, c’est-a-dire celui qui
est le plus en accord avec le monde réel. Des travaux récents en physique mathéma-
tique [DHFRW20] tendent a montrer que les ensembles causaux > pourrait étre une base
solide et plus fondamentale a la fois pour la physique quantique et la théorie de la
gravitation.

Concernant I'information, remettre en cause la localité signifie qu'un bit d’infor-
mation n’est pas forcément localisé en un lieu bien déterminé (sur une particule par
exemple), mais peut étre en méme temps dans plusieurs endroit a la fois. C’est ce genre
de propriété que l'on tente d’exploiter dans le calcul distribué quantique.

Contrairement a la théorie de la relativité, la physique quantique ne se déduit pas de
maniere logique a partir d’axiomes évidents ou faciles a admettre, comme par exemple
le principe d’invariance (les lois sont les mémes quel que soit le repere) et de causalité.
Drailleurs de ces deux principes on peut en déduire qu’il existe une vitesse limite ¢ pour
la propagation des ondes électromagnétiques. Du coup, la facon d’aborder la physique
quantique est différente et moins intuitive. Comme Richard Feymann aimait a le dire
«[...] personne ne comprend la mécanique quantique. »

10.2 Préliminaires

10.2.1 Information élémentaire

On pourra aussi se reporter aux articles [BCMdW10][RP00]. En premiére approxi-
mation un bit quantique, ou qubit, est une extension du bit probabiliste. Il est donc
important de bien comprendre en premier lieu ce qu’est un bit classique déterministe,
puis un bit probabiliste.

Bit déterministe B : représenté par une valeur B € {0, 1}.

Bit probabiliste P : représenté par un vecteur P de deux réels

Z ou p représente la

probabilité d’obtenir la valeur 0 et g celle d’obtenir 1. Bien str pour étre des pro-
babilités, il faut avoir 0 <p,q<letp+g=1.

2. Le record (fin 2019) est une molécule de 2000 atomes observée en état de superposition en obser-
vant des franges d’interférence [FGZ19].

3. En gros, ils s’agit de graphes orientés ou les arcs correspondent aux liens de causalité. Emergent
alors les notions de positions, d’espace, de temps (local), de gravité, de champs quantique... Je vous
conseille vivement la vidéo de Passe-science #20 (causal sets) sur ce sujet.


https://youtu.be/WSD5oYWr9-s
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1

, on peut
0 1) o P
aussi représenter le bit probabiliste P comme une somme vectorielle des vecteurs

7= ol)fi)-(3)

Cette représentation arbitraire a juste pour vocation de donner un cadre plus for-
melle qui va se généraliser aux bits quantiques. Cette une facon de préparer le
terrain.

0
En notant la valeur 0 par le vecteur et la valeur 1 par le vecteur (

Bit quantique (ou qubit) Q : representé par un vecteur Q de deux complexes ((/);) ou

la|* représente la probabilité d’observer 0 et |8|> celle d’observer 1. Bien sir,
comme le bit probabiliste il faut |a|?> +|B|* = 1.

On parle d’état (Oﬁ() pour un qubit Q, puisque les nombres &, § ne sont pas a propre-

ment parlés des probabilités. On garde le terme de probabilités pour un bit probabiliste
P et de valeur pour le bit déterministe B.

Pour récupérer l'information « utile » d’un bit B, P ou Q, il faut faire :

* une lecture de sa valeur pour B;
* un tirage aléatoire pour P;
» une mesure de 1’état pour Q (voir le paragraphe 10.2.6).

La présence de nombres complexes pour décrire I’état d'un qubit Q s’explique par
la nature ondulatoire des particules quantiques. Chaque coefficient a ou § représente
I’amplitude et la phase d'une onde qui est de maniere générale un nombre complexe
selon la théorie ondulatoire classique *. La probabilité est proportionnelle a I'intensité
de I'onde (disons lumineuse) observée/mesurée (disons sur un écran). Et dans la théorie
ondulatoire I'intensité (ou taux d’énergie) n’est rien d’autre que le carré du module de
I'amplitude.

. 1
Comme précédemment, en notant la valeur 0 par le vecteur (

O) et la valeur 1 par le

vecteur (1) , on peut aussi représenter le bit quantique Q comme une somme vectorielle
des vecteurs de base :
1 0 a
2= lo)+#i)- )
On rappelle que |z| représente le module du complexe z € C. Si z = x + ip alors son

module z est |z| = \/x2 +p? et z = |z|- (cos @ +isin @) ou ¢ = arg(z) est 'argument de z. La
formule de De Moivre énonce que cos @ +ising = e'?.

4. Pour faire simple, une onde transporte de I’énergie sans transporter de matiére. C’est une pertur-
bation locale et réversible du milieu physique.
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Im

. e'? = cosp +ising
, sing|- 77
Z=X+1y

|z]

0 cos @ 1

- arg(2)

x : Re(z)

Ficure 10.2 — Interprétation géométrique d’'un nombre complexe z € C.

Un qubit est implémenté par une particule physique ° : un photon, un électron, un
atome. La mesure d’'un qubit correspond, par exemple, a la mesure de la polarisation
d’un photon, le spin ® d’un électron ou le niveau d’énergie d’un atome. Polarisation, spin
ou énergie, mais aussi position, vitesse ou impulsion 7, est ce qui s’appelle un observable.

Généralement ces particules sont refroidies par laser afin de controler et limiter
leurs interactions avec l’environnement. Car deés qu’une particule interagit avec l'en-
vironnement, 1’état du systeme (particule,environnement) change, en particulier 1’état
de la particule. Par exemple observer la position d’une particule modifie non seule-
ment 1’état de 'observateur (qui sait maintenant ou elle se situe) mais aussi celui de la
particule observée (par exemple en modifiant sa position ou sa vitesse).

Le formalisme mathématique de la théorie quantique n’a pour vocation que de pré-
dire les états quantiques et de calculer les probabilités d’obtenir tels ou tels résultats.
Le point est que jusqu’a présent, les prédictions selon cette théorie (et donc des calculs
de probabilités qui en découlent) se sont toujours révélées exactes.

La théorie quantique affirme (c’est en fait I'un de ses axiomes) que des états coli-
néaires (plus précisément des états dont les vecteurs d’ondes sont colinéaires ®) sont

5. De méme qu’un bit a un support physique : le transistor.

6. Chaque particule possede un spin qui est un peu son moment magnétique, comme si la particule
était un petit aimant tournant sur lui-méme (ce qu’elle ne fait pas). Malheureusement, cette propriété
n’a pas d’équivalent dans le monde classique, contrairement aux propriétés comme la charge électrique,
la masse, la position, la vitesse, etc. Son intérét est qu’elle est quantifiée (prend des valeurs discretes) et
facilement observable. Pour la mesurer on fait passer un jet de particules semblables horizontalement a
travers un champs magnétique perpendiculaire et chaque particule est alors déviée aléatoirement vers le
haut (+1) ou vers le bas (-1) exactement du méme angle.

7. C’est une notion proche de celle de quantité de mouvement, soit le produit de la masse par la
vitesse.

8. On parle de vecteurs colinéaires i, 7 € C?, c’est-a-dire tels qu’il existe A € C* avec i = A - 0.
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Z

{1

11)

Ficure 10.3 — Sphere de Bloch : un point de la sphere représente 1’état quan-
tique d’une particule.

indiscernables — les projections lors des mesures seront les mémes. Du coup, I’état d’un
qubit est bien un point de la surface unité d’une sphere : les coefficients complexes «,
nous donnent a priori 4 degrés de liberté; la condition |a|*> +|f|> = 1 fait que le qubit
évolue dans un espace isomorphe a R3; et finalement la co-linéarité fait qu’on peut
normaliser les vecteurs a 1’unité. D’ou la sphére unité de R® comme sur la figure 10.3.

10.2.2 Superposition, interférence et décohérence

La superposition exprime le fait qu'un qubit peut étre dans la superposition de plu-
sieurs états. On 'exprime formellement en écrivant que 1’état d’'un qubit Q vaut :

o= o))

Dans le monde physique, cela traduit la dualité onde-corpusculaire. Par exemple, un
photon individuel va passer par les deux fentes de Young et les probabilités d’observer
un résultat sur 1’écran vont dépendre des longueurs des deux chemins utilisés avec
un effet constructif ou destructif comme une onde (voir la figure 10.4(c)). Le photon
est alors dans un état dit de superposition. Il passe réellement par les deux fentes a
la fois, comme le ferai une onde. Quant au résultat observé, c’est comme si le photon
interférerait avec lui-méme par recombinaison. D’un autre coté on n’‘observe jamais un
photon a deux endroits a la fois.

Il est important de noter que ce phénomene d’interférence se produit pour une seule
particule. Ce n’est pas un phénomene lié a un flux de particules. Cela a été testé physi-
quement pour des photons individuels par Alain Aspect dans les années 1980, puis sur
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FiGUre 10.4 — Le détecteur permet de capter ou non un électron individuel a
une position déterminée (axe x). Pour obtenir la distribution P; par exemple
(fente 1 ouverte), il faut déplacer uniformément le détecteur et compter. La
ditribution P, est celle observée lorsque les fentes 1 et 2 sont ouvertes si-
multanément. Extrait des cours de Richard Feymann (caltech.edu).

des électrons, protons, neutrons et méme des atomes et plus récemment des molécules.
C’est bien une seule particule qui passe par les deux fentes a la fois.

Si l'on obstrue une des deux fentes (figure 10.4(b)), la distribution devient quasi-
ment uniforme sur I’écran : on observe une tache diffuse. Aprés 'observation, I’état de
superposition est détruit, car dans la réalité telle qu'on la congoit on observe jamais le
meéme photon a deux endroits a la fois.

Ficure 10.5 — Illustration du phénomene de superposition par le Chat de
Schrodinger (source © H. Ritsch/Science Photo Library), et la métaphore du
cylindre (source Wikipédia).

La métaphore du cylindre (voir figure 10.5) est I'exemple d'un objet ayant des pro-
priétés (comme étre un cercle ou un carré) apparemment inconciliables. Mais une pro-
jection peut nous faire apparaitre 1’'une ou l'autre de ces propriétés. Pour une particule
dans un état quantique c’est la méme chose : onde et particule sont deux facettes (ob-


http://www.feynmanlectures.caltech.edu/III_toc.html
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servations) d’une méme réalité mais pas la réalité elle-méme. Notons que la notion de
mesure d’un état quantique revient a faire aussi une projection (cf. paragraphe 10.2.6).
Voir aussi 'extrait de la BD sur la figure 10.6.

Pafgait..” Mainfenand que le temps cs£1 $i Leleclfon estune PARTICULE, ¥ Mais st Uelectfon st une ONDE,
9(Yelé, pourfier-vous me dire elle doil bien étre locslisée comment se fatf-il qu'un seul

A QU0i RESSEMBLE NOTRE quelgoe part’! or, on ne voil délecteor signalera son arfivee”!
ELECTRON 77 que des ondes dif§uses qui

expliment des plobabilités.
W

FiGure 10.6 — « Le Mystere du Monde Quantique » par T. Damour et M. Bur-
niat © Dargaud 2016.

La décohérence est le fait une particule dans un état de superposition va au bout d’un
moment devenir une simple particule probabiliste a cause des interaction avec l'exté-
rieur au systeme. Dans l’expérience de Young, si le photon interagit avec les atomes
pres d’un des deux parcours possibles, alors le choix de la trajectoire devient simple-
ment aléatoire et plus superposé.

10.2.3 Systeme a plusieurs qubits

Pour l'instant il n’y a pas de différence fondamentale entre un bit probabiliste P =
p ((1))+q ((1)) etun qubit Q =« ((1))+ﬁ ((1)) hormis que a, f peuvent étre complexes. Dans les

deux cas, les coefficients donnent la probabilité d’observer 0 (p ou |a|?) et la probabilité
d’observer 1 (g ou |B|?). Il va en étre autrement lorsqu’on considére des systémes de
plusieurs bits et qubits.

En déterministe un systéme composé d’une paire de valeurs vy, v, se représente tout
simplement par un couple (vq,v;), un vecteur ligne (v v,) ou encore un vecteur colonne

V1
t(vl vy) = v

On pourrait représenter deux bits probabilistes (P, P,) par un couple de vecteurs ou
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encore un vecteur colonne a quatre composantes :

P1 pP1p2 a

(Pl,PZ):((Pl),(Pz)) ou || ou [|P192]- b
q1) \492 p2 q1P2 c

92 9192 d

Ces représentations sont en fait toutes équivalentes, ce qui nécessite un effort de vé-
rification pour la derniere. En utilisant le fait que p; + q; = 1 et que a/c = p1/q;, on
déduit que p; = a/(a+c) et q; = c/(c+a). De la méme maniere, p, +q, =1 et a/b =p,/q,
impliquent que p, = a/(a + b) et g, = b/(b + a). On peut donc facilement passer d’une
représentation a n’'importe qu’elle autre.

La derniére représentation a I’avantage de donner les probabilités d’obtenir chacune
des quatre paires de valeurs (0,0), (0,1), (1,0) et (1,1). De plus elle correspond a un
produit tensoriel, opération vectorielle notée ®, appelé aussi produit de Kronecker. De
maniere générale, si A = (4; ;) et B sont deux matrices de dimensions respectives r4 X s4
et rg X sp, alors A® B = (a; ;B) est une matrice r47p X s4Sp.

Ainsi,
P1'(p2) pPip2
(P1)®(P2) _ )| _ P92
11 q2 g - P2 q1P2
! q2 q192

Notez en passant que ce produit n'est pas commutatif en général, car par exemple si
p291 # P192, alors

P2P1 pP1pP2
(P2)®(P1) _ ” _ (P1)®(Pz)'
q2 q1 q2P1 q1P2 7 q2
42491 q192

On remarque que ce produit tensoriel se décompose en une combinaison linéaire de
quatre vecteurs unitaires coefficientés par les probabilités d’obtenir les valeurs (0,0),
(0,1),(1,0) et (1,1).

Pip2 1 0 0 0

P1) g (P2 P19> 0 1 0 0
® = = + n N

(ql) 9z q1P2 P1P2| o | T P192] o [T 91P2| 1 | T 9142

9192 0 0 0 1

Drailleurs on vérifie que la somme p1p,+p19,+91P2+9192 = (p1+491)(p2+492) = 1 puisque
pP1+41 =p2+q, = 1. Ainsi le produit tensoriel permet une simple généralisation du bit

probabiliste P = (Z) =p (é) +q ((1)) a un systeme qui se décomposent en une somme de

vecteur unitaires coefficientés par des probabilités.
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De méme, un systeme (A, B) composé de deux qubits A et B se représentera comme
une combinaison linéaire des 4 vecteurs unitaires

0
0
+C1p 1

1 0 0
0 1 0
(A,B) = = 00| o |*Cot | e
0 0 1

C11

avec ¢;; € Cet Zij |(:1-]~|2 =1, la probabilité d’observer A =i € {0,1} et B=j € {0,1} étant
controlée par |Cij|2- Pour un systéme a 3 qubits, on aurait une description décrivant la
combinaison linéaire des 8 vecteurs de base (soit une superposition)

€000
€001
€010
(4,B,C) = || = cgoq
€100
€101
€110
€111

+ Co01 t+--+C110 t+C1n

O R OO OO oo
—_— O O O O O O O

S O O O O OO

[ecNeNeoNeoBoNeoNol S

L’état du systeme (A, B,C) donné par '’equation précédente est déterminé par les coef-
ficients (a priori complexes) cygg,...,c111. Si l'on fait une mesure sur chacun des trois
qubits (mesure simultanée ou pas), la probabilité d’observer par exemple A=1,B=0
et C =1 sera|c;1|*

Plus généralement 1’état d’un systeme a n qubits se décrit comme la combinaison
linéaire de 2" vecteurs de taille 2. De méme pour un systeme de n bits probabilistes.
Bien str, si certains bits sont indépendants, ce n’est pas la fagon la plus compacte de
faire. S’ils sont tous indépendants par exemple, alors la suite py,...,p, des probabilités
suffit a décrire le systeme.

10.2.4 Intrication

Le point important est qu'on peut avoir des systemes a n > 1 qubits qui sont dans
des états qui ne peuvent correspondre a aucun produit tensoriel. On parle d’états non
séparables ou intriqués. Inversement on dira que 1’état (A, B) d’un systéme est séparable
si (A,B) = A® B ce qui revient a dire que le systéeme est composé de deux sous-systemes
indépendants. Deux particules intriquées forment donc un systeme unique, solidaire,
inséparable (cf. figure 10.7).
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Ficure 10.7 — Illustration d’un systeme de deux particules intriquées.

Par exemple prenons un systéme (A, B) de deux qubits défini * par :

1 0

110 110
(A,B) = —| ,|+—

)= Glo|" vz o

0 1

Cet état signifie que la probabilité d’obtenir (0, 0) est |1/V2|? = 1/2 = 50%, soit la méme
que d’obtenir (1, 1). Il n’est pas possible d’obtenir (1,0) ou (0, 1). Le résultat de la mesure
des qubits A et B est bien aléatoire mais corrélé.

Ce systeme n’est pas séparable. S’il I’était alors on aurait :

1 0 0 0

a a 0 1 0 0
(A’B):(,Bg)@(/ii) = (A,B)=ay ot Poar|y|taofif [+BoPr]|
0 0 0 1

pour ag, ay, fo, f1 € C a déterminer. Or il faut aga; = fof1 = 1/V2 =0 et Boar =app1 =0,
ce qui n’est pas possible, méme dans C.

Remarques. Pour générer un systeme de qubits intriqués, les particules support
doivent préalablement interagir. En pratique on peut récupérer deux photons
issus d’'une méme « cascade atomique », comme l’a fait Alain Aspect dans sa
célebre expérience. On excite un atome, par exemple de calcium, a un niveau
d’énergie élevé avec un laser. Lorsque les électrons reviennent au niveau fon-
damental, en passant par un niveau d’énergie intermédiaire, deux photons
intriqués sont émis (un pour chaque niveau). Leur polarisation est alors cor-
rélées et on peut leur faire prendre des directions différentes et controlées
(voir [Teol16]). Un méme systéeme peut avoir une propriété en état d’intrication

9. On aurait pu prendre un systéme (P, P,) = '(p1p2,0,0,41q,) de deux bits probabilistes corrélés. La
non séparabilité n’est pas le propre de la mécanique quantique.
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(ici la polarisation) et une autre dans un état classique (ici la position). Il se
trouve aussi que les deux électrons de I'atome d’hélium sont toujours dans un
état intriqué. De maniere générale, deux éléments quantiques indiscernables
ou issus d’'un méme processus sont intriqués tant que les éléments n’ont pas
subi de mesure qui détruit I’état quantique. Par exemple, un photon qui passe
a travers un cristal non linéaire va étre coupé en deux photons intriqués (voir
figure 10.8).

La propriété d’intrication a été vérifiée, non seulement pour des systémes
de deux particules, mais aussi des systemes de deux objets macroscopiques
(faisceaux de silicium de la taille d’'une bactérie) d’une dizaine de milliards
d’atomes et espacés de 20 cm, 'effet pouvant étre maintenu pendant plusieurs
minutes.

Filter 0° Filter 45° Filter 90° Filter 135°

{200

150

L™ ‘ 100
50

1 200 1 200 1 200 1 200

Counts

200

FiGure 10.8 — Premiéres photos de photons intriqués (juillet 2019). Il s’agit
de flux de photons intriqués selon différents filtres, I'image résultante étant
la superposition de chacun des deux flux.

Actuellement, on est capable de construire des systémes jusqu’a plusieurs dizaines '°

de qubits intriqués (cf. figure 10.9). La question de savoir s’il sera possible un jour de
construire des ordinateurs généraliste avec beaucoup plus de qubits est largement dé-
battue [Kall9]. Les effets non locaux d’intrications (cf. paragraphe 10.2.10) ont été tes-
tés jusqu’a des distances supérieures a plusieurs centaines de kilometres en conditions
extérieures ! et méme dans l’eau.

10.2.5 Notation de Dirac

Comme on vient de le voir, lorsqu’on considére des systéemes a n qubits on est amené
a manipuler des vecteurs de dimension 2" qui ont tendances a étre trés peu denses. En

10. IBM a annoncé en mai 2017 un processeur a 17 qubits, et a moyen terme 'objectif d’un processeur
a 50 qubits avec 90 microsecondes de temps quantique.
11. Le record en 2017 était de 1200 km détenu par la Chine (voir l’article).


http://dx.doi.org/10.1126/science.aan3211
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10 millimeters

Ficure 10.9 — Cryostat d’IBM cablé pour le processeur de 50 qubits, et le
processeur Sycamore de 54 qubits de Google. © IBM & Google.

particulier, les 2" vecteurs de la base de calcul

1) (O 0) (O
0|1 2110
’ JERRN] 1 ’
0)\o0 0)\1

contiennent qu’une seule valeur non nulle pour 2" composantes. On utilise donc la
notation de Dirac ou notation « bra-ket », qui pour les vecteurs de la base utilise n ca-
racteres au lieu de 2". Le vecteur de base pour la dimension i = 0,...,n — 1, donc celui
ayant un seul « 1 » a la ligne i, est simplement noté |bin,(i)) ou bin, (i) est I’écriture
binaire de l’entier i sur n bits.

Par exemple, |0), |01) et |[111) représenteront respectivement les vecteurs

—_ O O O O O oo

ce qui pour n = 3 représente un gain de place non négligeable.

Aussi, on notera I’état d’un systéme S, composé d’un ou plusieurs qubits, par |S) qui
est donc un vecteur d’une certaine dimension (2" si S est composé de n qubits). Pour
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n =2, on pourra par exemple écrire :

1 0 2-1/2
110 110 1 1 0
1S) = —|,|+—= = —[00)+ —=11) =
V210 +2(0 > \2 0
0 1 2712
I est facile de voir que, pour tout mot binaire w € {0,1}7,
[w)
_ (! RO B
MMW—QMM—@WQ—E = 0w).
0

De méme, |1)®|w) = [1w), si bien que, plus généralement, on a [v)@|w) = |[vw) pour tout
mot binaire v. (Cela se montre par induction sur la longueur du mot v et par l’associa-
tivité de ®.)

On note la transposition d’un vecteur |A) non pas par {|A) mais par (A|. [Cyril. A
revoir. En fait (A| est le trans-conjugué, c’est-a-dire la matrice transposée ou chaque
élément complexe de A est remplacé par son conjugué : a + ib — a —ib. On note que
(a+ib)-(a—ib) = a®—(ib)?> = a®> + b%.] Si bien que |A)-(B| représente le produit scalaire de
|A) par |B). Comme on va le voir bientot, le produit scalaire représentera 1’application
d’opérateur sur les qubits. Produit scalaire et vecteur a coefficients complexes font que
I’état d’un systeme quantique S a n qubits est finalement représenté par un vecteur de
I’espace de Hilbert de dimension 2".

10.2.6 Mesure

Faire une mesure d’un systeme S consiste a observer son état. En terme informa-
tique, c’est produire le résultat d’un calcul. En fait, une mesure produit deux effets : 1)
elle modifie le systeme qui se trouve alors dans un état particulier; et 2) elle permet de
récupérer une probabilité d’observer ce nouvel état.

Prenons un exemple déja rencontré d’un systéme S composé de deux qubits dans
’état
1 1
|S) = —[00) + —|11).
2 2

v

Apres la mesure du systéeme S, on obtient |00) ou |11) avec probabilité % Plus générale-
ment, la mesure d’un systéme S de n qubits initialement dans 1’état :

2"-1

S)=") a;-[bin,(i))
i=0
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a pour effet : 1) de modifier S qui passe alors dans un état |S’) = |bin, (7)) qui est dé-
terminé (la probabilité que ’état de S’ soit |bin,(i)) est précisément de |1]> = 1); et 2)
de fournir a I'expérimentateur 'indice i en question. Et donc la probabilité que cela se
produise est |a;|>. Dans ce cas les valeurs des n qubits deviennent déterminées a 0 ou a
1 suivant la chaine bin,, (7).

A vrai dire il est possible d’effectuer d’autres sortes de mesures sur un état |S),
comme par exemple mesurer un seul ou une partie des n qubits. Les mesures précé-
dentes sont dites selon la « base de calcul ». Un des axiomes de la mécanique quantique
stipule que pour toute base orthogonale |B;), la mesure de I’état [S) = } ; B; - |B;) fait
passer S dans un état |B;) avec la probabilité connue |f;]%.

10.2.7 Opérateurs

De maniere générale, I’évolution d’un systéme quantique suit 1’équation d’Erwin

Schrodinger (1925) qui est trés jolie mais dont on ne parlera pas trop dans ce cours ' :

iﬁ-%l‘lf(r,t» = H-|W(r,t)).

En gros, les états successifs (dérivée selon le temps) s’obtiennent en appliquant une cer-
taine opération H (qu’on appelle hamiltonien du systéme). C’est I’évolution de I’équa-
tion d’onde d’un systeme quantique V.

On modifie I’état d’'un systeme S par l'application d’un opérateur qui n’est rien
d’autre que le produit du vecteur d’état |S) par une matrice U d’un espace de Hilbert
de dimension 2" pour un systeme de n qubits.

S’y = U-|S).

Les opérateurs sont des matrices carrées unitaires 2" x 2" a coefficients dans C, c’est-a-
dire un opérateur U vérifiant U*- U = U - U* =1d,» ou U” est 'adjoint de U et Id,» est
la matrice identité de dimension 2". Ce sont aussi les matrices de changement de base.
Notons que la matrice nulle (avec des zéros partout) par exemple n’est pas un opérateur,
elle n’est pas unitaire. En quelque sorte, on doit toujours pouvoir revenir a 1’état initial,
car :
U8y =uU-uU-|S) = |5).

Les calculs quantiques doivent donc étre réversibles, sinon il s’agit d’'une mesure. Dans
ce cas le systeme perd de I'information qui est transférée a l'expérimentateur.

Pour n =1, les opérateurs sont des matrices 2 x 2. Par exemple :

01 a 0 1) [« B
NOT := , NOT- = . = .
(1 0) (ﬁ) (1 0) (/3) (“)
12. h~1.054571800 x 10734] - 5 est la constante de Planck réduite, r le vecteur de position, t le temps,
et H est 'hamiltonien du systéme, son énergie totale.
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Il suit que NOT-|0) = |1) et NOT-|1) = |0). C’est donc 'opérateur NOT classique lorsque

I’entrée est 0 ou 1, mais de maniere générale il s’agit d’'un échange de coordonnées. Sur

la sphere de Bloch, cela correspond a la symétrie centrale autour de l'origine. En clas-

sique et pour n = 1, c’est, avec l'identité, le seul opérateur réversible. En quantique par

contre, des n = 1 il existe déja une infinité d’'opérateurs comme cette famille paramétrée
par 0 eR:

cos@ -—sin6

R(O):=| . . 10.1

©) (smE) cos 9) ( )

Cet opérateur revient a faire une rotation du vecteur représentant 1’état du qubit, qui

on le rappelle est un vecteur. On a aussi des opérateurs plus exotiques comme (ici 7 est

le nombre complexe tel que i2 = —1)

\/Iﬁ L l(1+i 1—i)

2\1—-1 1+1

son nom étant justifié par le fait que VNOT - VNOT = NOT. Si l'opérateur NOT pouvait
étre vu comme une symeétrie ou rotation du vecteur d’état sur la surface de Bloch, VNOT
peut étre vu comme une rotation intermédiaire.

Et pour n = 2, on a par exemple l'opérateur Controlled-Not :

1000
(1d&; o) o100
CNOT"(O NOT)_0001
0010

L'effet de cet opérateur sur un systéme composé de deux qubits |x) ® [y) = |x, ) est le
suivant : CNOT - |x, ) = |x,x®y) (voir figure 10.10). Donc si x = 1, y est inversé sinon
il est laissé tel quel. Notons que pour étre réversible il faut garder en mémoire (dans la
sortie) x et/ou y. Ici c’est x qui est conservé.

X0y CNOT

x ) |x) —— ——>— |x)
ly) —— —>— [x®7Y)

Ficure 10.10 — Opérateurs classique XOR et quantique CNOT.

En fait, tous les circuits booléens classiques peuvent étre construits par un circuits
quantiques a la différence que les opérateurs doivent avoir une ou plusieurs entrées sup-
plémentaires pour les rendre réversibles. La porte universelle classique comme NAND
(pour Not-And) peut étre réalisée par un opérateur sur 3 qubits, donc par une ma-
trice 8 x 8. C’est l'opérateur Toffoli appelé aussi CCNOT (pour Controlled-Controlled-
Not). Cet opérateur se comporte ainsi : CCNOT - |x,y,2z) = |x,9,2@® (x Ap)). En particu-
lier CCNOT - |x,9,1) = |x,y,~(x A p)) = |x,», NAND(x,p)). Mais aussi CCNOT - [1,y,z) =
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11,9,z@y) =|1,CNOT - |y, z)). Enfin, CCNOT -|1,1,z) = |1,1,-z). Il peut aussi étre défini
par:

_(Id¢ 0 | _
CCNOT.—( 0 NOT) =

ecleBoleoBoleBoNel S
oleooleoBoleBol
ol eleoNeloNell =)
el eleolNeBoll S = Nelo)
ol eloNell S =l elohho)
SO O OO o oo
SO =R OO O o oo
—_— O O O O O o oo
O R OO OO o oo

10.2.8 Commutation des opérations locales

Certains opérateurs quantiques binaires précédents, comme par exemple CNOT, ne
sont pas locaux dans le sens ou il faut avoir acces a la fois au qubit |x) et au qubit
ly) pour calculer CNOT - |x, ). Intuitivement, les entrées doivent passer dans le méme
lieu au méme moment. Dans un certain nombre de cas, les qubits sont tres éloignés
(Alice posséde |x) et Bob [y)) et on veut pouvoir effecter une certaine opération sur le
systeme |x, ) seulement en interagissant sur |x) ou sur |p). Il s’agit alors d’une opération
«locale » réalisée par Alice (disons l'opération A) ou par Bob (disons 'opération B). Dans
le premier cas, l'opérateur appliqué sur le systeme est A®Id. Dans le second cas, il s’agit
de 'opérateur Id®B. Si Alice et Bob appliquent simultanément '® leur propre opération,
il s’agit de l'opérateur A ® B.

Si Alice et Bob appliquent leurs opérateurs localement chacun sur leur qubit, on ob-
tient a priori trois évolutions possibles du systéeme |x,y), en se rappelant que le produit
de matrice est associatif mais pas commutatif. Plus précisément, le systeme devient :

(Id®B)-(A®Id)-|x,v) (Alice, puis Bob)
(AId)- (Id®B) - |x, ) (Bob, puis Alice)
(A®B)-|x,v) (Alice et Bob).

Une propriété importante du produit tensoriel qui va nous servir est que
(A®X)-(Y®B) = (A-Y)®(X-B)
[Cyril. A vérifier sur des matrices (blocs) 2 x 2.] En particulier, si X = Y =1d, alors
(A®Id)- (Id®B) (A-1d)®(Id-B) = A®B

(Id-A)® (B-1d)
(Id®B)- (A®1d).

13. Pour peu que cela ait un sens, cf. la figure 1.10.
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Et donc les opérations «locales » appliquées a un systéme binaire, soient (A®Id) et (Id®
B), commutent. L’état du systeme résultant ne dépend pas de 'ordre d’application des
opérations. C’est d’ailleurs le méme résultat que d’appliquer simultanément 'opération
A® B sur le systeme.

On peut déduire de cette propriété de commutation des opérateurs locaux une pro-
priété fondamentale de la théorie quantique. C’est une théorie dite non-signalling ou
non signalante (Voir [Bar06][Corollaire 1, pp. 5].) Cela serait tres génant si cela n’était
pas le cas, car on violerait le principe de causalité. On y reviendra plus tard.

10.2.9 Copie et effacement

En admettant le principe que l'on peut copier que ce que 1'on connait, il devient
alors évident que les bits probabilistes et quantiques ne peuvent pas étre copiés. Seuls
les bits déterministes (donc connus) le peuvent. Plus formellement, on peut montrer
qu’il n’existe pas d’opérateur unitaire U permettant de passer d’un état '* [1,0) a un
état |, 1), soit

U-19,0) = [, 9)

. s : . : . . T a
a condition bien sur que |¢) soit une superposition d’états, c’est-a-dire un vecteur ( /5)

dont les coefficients vérifient 0 < |a|?,|f|? < 1, puisque les états dont les coordonnées
sont 0 ou 1 sont déterminées de maniere certaine et donc copiables. Pour la méme raison
il n’est pas possible d’« effacer » un qubit : il n’y a pas d’opérateur unitaire U tel que
U - [ip) = |0) pour un vecteur [i) en état de superposition.

Le principe de copier seulement que ce que I'on connait peut se voir aussi comme le
principe suivant : « pour copier il faut mesurer ». Or faire une mesure change l’état du
systéeme. En particulier, la mesure d’un qubit a pour effet de fixer sa valeur, désormais
on la connait. De méme un appel a une fonction random() aura pour effet de fixer la
valeur d’un bit aléatoire. Maintenant, pour les opérations, c’est différent. Bien entendu
il faut admettre qu'on puisse modifier un état sans forcément en connaitre sa valeur.
Lorsqu’on fait NOT (x) par exemple, on ne dit pas qu’on connait x. Cette opération pour-
rait correspondre a la rotation d’une boite spéciale contenant x telle que si on l'ouvre
par le haut on lit x et si c’est par le bas on lit NOT(x). Donc tant que la boite n’est pas
ouverte, on ne sait pas si l’on va lire un 0 ou un 1, I’état de x n’est pas connue (et poten-
tiellement elle n’est peut-étre méme pas encore fixée). Par contre, en inversant le haut
et le bas on sait que l'on lira 0 si x était dans 1’état 1 et O si x était dans 1’état 1.

On pourrait imaginer copier un bit probabiliste P généré par une certaine fonction
random() en copiant le code source du générateur, ainsi que l'initialisation de sa graine
seed. Mais dans ce cas, le bit P serait déterminé par la donnée (seed,random) ce qui
contredit le fait que P soit aléatoire (on parle de nombre pseudo-aléatoire). Si P est

14. On peut remplacer |1, 0) par |, b) ou b est une constante arbitraire indépendante de ¢.
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réellement aléatoire alors au moins un des deux éléments seed ou random ne peut avoir
de description finie (comme un entier de 128 bits ou un programme C de 10 Ko).

10.2.10 Impact non local d’actions locales

Pour illustrer les notions rencontrées, nous allons considérer un systéme composé
de deux qubits (A, B) dans ’état suivant :

1 1 1 1 1
A,B) = =|00)+ <|01 —10)—=[11) = =
A,B) = 1100)+ 201+ 1[10)~ 3111) = 2

—

Dans cet état, et aprés mesure suivant la base de calcul, on a donc la probabilité [1/2/?
d’observer |00), |1/2|*> d’observer |01), |1/2|> d’observer [10) et | — 1/2|*> d’observer |11).
Bref, il y a exactement une chance sur quatre d’observer chacune des quatre possibilités.

On peut supposer que le qubit A est a disposition d’Alice et que le qubit B a dispo-
sition de Bob, Alice et Bob étant arbitrairement éloignés 1’'un de l'autre et dans l’inca-
pacité de communiquer pendant le temps de I’expérience. En particulier, Alice a exac-
tement une chance sur deux d’observer 0. Idem pour Bob, et pour la valeur 1.

Supposons que Bob décide d’appliquer 'opérateur R(—7t/4) a son qubit. Alice, quant
a elle ne fait rien. Formellement elle applique l'opérateur Id,. C’est une action locale
qui se traduit par l'application de 'opérateur 1d, ® R(—m/4) sur I’état |A, B).

Par définition de R (équation 10.1),on a:

R(-m/4) = ( NG

cos(-m/4) —sin(-m/4)\ _( 1/vV2 1/V2\ 1 [ 1 1 oo
sin(-7t/4)  cos(-m/4)] ~ \-1/V2 1/V2 -1 1 (10.2)

L'opérateur appliqué au systeme est :

Id, ® R(~1t/4) :(R(‘”/4) 0 ): o

0 R(-mt/4)

O O ==
—_ -0 O
—_—_— O O
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I1 suit qu’apres la rotation de Bob, I’état du systéme devient :

11 0 0)(1
, 1 1]-11 0 0|1
|A,BY = (Id,®R(-1/4))-]A,B) = 2°Val 00 11|71
00 -1 1) (-1
2
1]o0 1 1
— - = —|OO>__|]-1>
22| O V2T V2
-2

La probabilité qu’a Alice d’observer 1 vaut |-1/v2[?> = 1/2, comme Bob. Alice et Bob ont
aussi toujours une chance sur deux d’observer 0. En fait, la probabilité qu’a Alice d’ob-
server une valeur donnée ne peut pas étre influencée par l’action locale de Bob. Sinon,
il y aurait transmission d’information '°. Avant la mesure, et quoi qu’ait fait Bob locale-
ment, Alice ignore toujours l'information aléatoire codé par le qubit de Bob. D’ailleurs,
peut-étre que Bob a déja fait la mesure sur son qubit... et Alice ne le sait pas.

En revanche, ce qui a changé c’est que conjointement Alice et Bob ne peuvent obser-
ver que 00 ou 11. Si Bob fait une mesure locale et observe 1, Alice mesurera également 1
de manieére certaine. Ce n’était pas le cas pour I’état initial |A, B) ou 01 et 10 pouvaient
étre observés. Bob a fait quelque chose qui fait qu’Alice et Bob observeront a coup str
la méme valeur. C’est donc les corrélations qui ont changées. Notons que le change-
ment de corrélation est opérationnel des que ’action de Bob sur son qubit est achevée,
indépendamment de la distance séparant Alice de Bob.

Pour illustrer la situation, on pourrait imaginer qu’un grand nombre de particules
intriquées, dans ’état ci-dessus, soit générées successivement. Pour fixer les idées sup-
posons que les particules sont des pieces quantiques enfermées dans des boites, don-
nant pile ou face aléatoirement lorsqu’Alice et Bob ouvre leur boite respectivement.
On pourrait alors vérifier au fur et a mesure des générations de pieces intriquées que,
quelle que soit la distance séparant les pieces quantiques, les quatre sorties possibles se
produisent uniformément : PP, PF, FP, FF. Cependant, a un moment donné, Bob pour-
rait effectuer une opération sur sa piece lui permettant d’affirmer a Alice : « cette fois je
suis sUr certain que tu auras le méme résultat que moi ». Cela parait bien évidemment
étonnant.

Pour résumer, une action locale peut changer les corrélations de maniere instanta-
nées '° sans permettre de transmission d’information entre les parties du systéme. On
dit parfois que le calcul quantique est contextuel : le calcul d’un systeme (ici réduit a

15. Alice, en mesurant ou estimant la probabilité, pourrait déterminer si Bob a appliqué son opérateur
ou pas, et ce instantanément quelque soit la distance.

16. On a pu tester expérimentalement dans [SBB*08] « I'instantanéité » de ce changement et vérifier
qu'il se produisait a une vitesse supérieur a 10% fois la vitesse de la lumiére.
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Alice) quantique peut étre influencé par des actions locales extérieures a ce systeme (ici
Bob). Cela ne peut pas se produire dans le cas de calcul classique.

10.3 Sur les inegalités de Bell

Les inégalités de John Stewart Bell prédisent les résultats d’une expérience, en terme
de seuil de probabilité, pour que la théorie des variables locales cachées soit valide. On
va revenir sur ces expériences qui ont été réalisées par Alain Aspect en 1982. Elles
confirment que les inégalités de Bell sont effectivement violées, que la théorie des va-
riables locales cachées ne peut expliquer les résultats expérimentaux.

Ficure 10.11 - John Bell et Alain Aspect.

Les expériences d’Alain Aspect ont été successivement améliorées afin d’éliminer
tous les « échappatoires !” « (loophole) possibles a la non localité des effets quantiques,
et en 2015 on considérait que tous les échappatoires avait été éliminés [HBD"15]. De
trés bonnes vidéos (part. 1 | part. 2 | part. 3 | part. 4) réalisées par L'Institut d’Optique re-
tracent I’histoire de I'intrication quantique et revient sur ces découvertes.

10.3.1 L’expérience de pensée

Dans l'expérience de pensée (cf. figure 10.12 de gauche) un générateur C produit
deux particules (des photons intriqués dans 1’expérience d’Alain Aspect) qui partent en
direction opposée vers des détecteurs A et B. Elles partent a une vitesse qui rend impos-
sible toute communication entre elles pendant leur parcours. Les détecteurs, qui sont
typiquement des polariseurs comme sur la figure 10.13, sont indépendants, sans lien
de communication. Ils sont orientés selon les positions a 1, 2 ou 3 de fagon aléatoire, in-
dépendante et uniforme. Au passage d’une particule émise depuis C, chaque détecteur
émet un flash soit rouge (R) soit vert (V). Il est important de remarquer que le choix du

17. Comme la certification de la source aléatoire ou l'effet de la distance (6m pour Alain Aspect), etc.


https://youtu.be/OmVj7tNc3kY
https://youtu.be/xduUcFflYX0
https://youtu.be/SIwN9T010Tg
https://youtu.be/WWL7B3XP7bU
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Ficure 10.12 — Le choix 1-2-3 des détecteurs A et B (angle des polariseurs)
est déterminé par le libre choix de I'expérimentateur apres le départ des par-
ticules depuis le générateur C. Dans l'expérience réelle d’Alain Aspect en
1982 (a droite) le choix est déterminé par un générateur aléatoire quantique.
Source [Mer85].

positionnement est fait apres la génération des particules en C. Il n’y a donc pas de lien
de causalité entre la position des détecteurs A et B, et la génération des particules en C.

Ficure 10.13 — Un polariseur permet de ne garder que les particules/ondes
d’une orientation (polarité) donnée.

La table 10.1 présente les résultats hypothétiques d’une telle série d’expériences.
Par exemple « 12VR » dans la table signifie que le réglage du détecteur A était sur 1 et a
flashé V, et que le détecteur B était sur 2 et a flashé R.
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12VR 32RV 32VR 22RR 33RR 12RV 22VV 13RV 2IRV
22VV. 11VV 31RV 22RR 2IRV 21VV 21VR 11VV 13VR
11VV 31RV 32RV 21VR 31VR 31RV 12VR 23RV 11RR
21VR 13VR 13RV 33VV 21RR 12RV 33RR 23RV 23VR
33VV. 33RR 12RR 21RV 31VR 32VR 23RR 13VV 23VV
33RR  12VR 12RV 31VV 33VV 13VV 32VR 32RR 23RV
11IRR 31VR 22RR 11RR 23VR 23VR 22VV 13RR 33VV
22VV  11VV 12VR 32RV 32VV 31IRR 13RV 22RR 11RR

TasLe 10.1 — Résultats d’une expérience de pensée '® comme schématisée

sur la figure 10.12 comportant 72 détections. La distribution des 9 paires
de positions possibles (11, 12, ..., 33) est uniforme, soit 8 fois chacune. La
distribution des flashs (RR, RV, VR, VV) est uniforme, soit 18 fois chacune.
En particulier, 50% des détections (36 fois sur 72) flashent de la méme cou-
leur (RR ou VV). Les corrélations (mémes positions et mémes flashes) sont
sous-lignées.

Les données ont deux caractéristiques (vérifiées pour la table 10.1) :

1. Corrélation. Lorsque les détecteurs sont sur les mémes positions, leurs flashs sont
toujours de couleur identique : 22VV, 33RR, 22RR, etc.

2. Uniformité. Lorsqu’on ne consideére que les flashs, faisant abstraction de la posi-
tion des détecteurs, le résultat est aléatoire uniforme. En particulier, la moitié du
temps les flashs sont de la méme couleur, la moitié du temps les flashs sont de
couleur différente.

I1 faut bien réalisé que de vraies expériences physiques montrent que ces deux ca-
ractéristiques se trouvent étre réalisées simultanément. On donnera plus loin au para-
graphe 10.3.2 une explication de cette observation grace au formalisme quantique.

Hypothese. Supposons que ce que mesurent les détecteurs est une pro-
priété intrinseque des particules qui est fixée avant d’étre détectée.

Cette propriété pourra étre fixée par exemple lorsque les particules sont créées en C
ou un peu plus tard pendant leur parcours de C aux détecteurs. En fait on supposera que
la propriété est fixée avant de positionner les détecteurs (le choix de la mesure). C’est
I’hypothese de la théorie des variables locales cachées : les particules possedent une
propriété préexistante qui n’est accessible aux expérimentateurs seulement au moment
de réaliser la mesure.

18. Il est assez facile de générer une telle distribution, et donc de se convaincre que la table 10.1 n’est
pas qu’un accident ou juste impossible. 11 suffit d’'une part de générer le méme nombre de chaque paire
de positions (un multiple de 9), et d’autre part de générer le méme nombre de chaque paire de flashs (un
multiple de 4). Lorsque ces deux quantités de paires sont identiques (disons 9x4 = 36), il suffit d’apparier
les paires de positions et paires de flashs de fagon a respecter la corrélation.
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Sous cette hypothese et a cause de la caractéristique (1) des données, pour que les
détecteurs flashent de la méme couleur lorsqu’ils sont réglés de la méme facon, il faut
que les deux particules possedent une propriété commune indiquant comment les dé-
tecteurs doivent se comporter. Si cela n’était pas le cas, puisqu’on génere suffisamment
de particules et effectue suffisamment de détections avec des positions aléatoires, on de-
vrait observer une différence de flash pour un méme positionnement de détecteur (qui
on le rappelle a lieu apres la génération). Or cela n’arrive jamais. Les propriétés qu'on
observent sont donc les mémes pour chaque paire de particules. Entre deux générations
successives, ces propriétés sont évidemment arbitraires mais identiques pour p et p’.

Un détecteur ne peut distinguer que 8 possibilités, et donc 8 propriétés d’une par-
ticule : un flash R ou V en position 1, un flash R ou V en position 2, et un flash R ou V
en 3. Par exemple, une particule qui flasherait R en position 1, d’apres notre hypothese,
possede cette propriété (de flasher R en position 1) avant la mesure. Si elle flashe V en
position 2, c’est qu’elle possede aussi cette propriété. Enfin, si elle flashe R en position 3,
c’est qu’elle possede cette propriété supplémentaire. Comme le détecteur est positionné
apres la génération, une telle particule doit posséder ces trois propriétés qu’on notera
par RVR dans ce cas-ci. On dira plus simplement que la particule est de type RVR. En-
core une fois, a cause de la caractéristique (1) des données les deux particules doivent
avoir le méme type, RVR par exemple, puisque sinon au bout d’un certain nombre de
mesures les détecteurs pareillement positionnés mesureraient une différence. Il est ex-
clus que le générateur C génere un méme type seulement lorsque les détecteurs ont la
méme position car le positionnement est déterminé apres la génération des particules.
Encore une fois, sous notre hypothése, chaque particule générée posséde un type déter-
miné mais absolument inaccessible avant la mesure. Le type est aléatoire et gardé secret
jusqu’a la mesure.

Pour le type RVR, les deux particules flasheront de la méme couleur si les détecteurs
sont en position 11, 22 ou 33, 13 ou 31. Ils flasheront de couleurs différentes pour les
positions 12, 21, 23 et 32. Puisque les positions des détecteurs sont fixées indépendam-
ment, aléatoirement et uniformément, chacune des 9 paires de positions (11, 12, 13, 21,
..., 33) se produit avec la méme fréquence, soit 1/9. Donc les mémes couleurs devraient
flasher 5/9 = 1/2 +1/18 > 55% du temps pour le type RVR. Cela reste valable pour les
six types ayant exactement deux lettres identiques, soient RRV, RVR, VRR, VVR, VRV,
RVV. Pour les deux types restant RRR et VVV, les mémes couleurs devraient flasher
100% du temps. Voir la table 10.2.

Au final, quelque soit la distribution du type des particules générées en C au cours
de l'expériences, les détecteurs devraient flasher de la méme couleur au moins 55% du
temps. C’est incompatible avec la caractéristique (2) des données. Les distributions des
résultats vérifiant (1) et (2) violent les inégalités de Bell.

I1 suit que les résultats de cette expérience de pensée, qui ont été, et c’est le point
fondamental, réellement vérifiés par Alain Aspect, sont incompatibles avec I’hypothese
que les particules possedent, avant la mesure, une quelconque propriété. La propriété
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type positions proba

RVR 11,22,33,13,31 5/9
VRV 11,22,33,13,31 5/9
RRV 11,22,33,12,21 5/9
VVR 11,22,33,12,21 5/9
VRR 11,22,33,13,31 5/9
RVV 11,22,33,23,32 5/9
VRR 11,22,33,23,32 5/9
RRR toutes 9/9
VvV toutes 9/9

TasLE 10.2 — Table donnant, en fonction du type de la particule, les positions
des détecteurs qui aboutissent a un flash de la méme couleur, ainsi que la
probabilité de cet évenement.

de la particule est déterminée seulement au moment de sa mesure en A et est de plus
corrélée au résultat de B.

Une présentation similaire de la méme expérience de pensée peut-étre trouvé sur le
site de I’écrivain et astrophysicien Adam Becker. Cette fois il s’agit de jeu de roulettes
dans un casino, cf. figure 10.14.

Ficure 10.14 — Application interactive sur freelanceastro.github.io/bell per-
mettant de simuler un lancer de billes intriquées dans un casino avec un
systeme de tables de roulettes sélectionnables, dont le résultat est soit rouge
soit noir.

Notons que c’est cette combinaison (propriété indéterminée et corrélation) qui est
difficile a expliquer. La corrélation seule pourrait étre expliquée par des variables lo-
cales cachées : quand on met un gant issu d’'une méme paire chacun dans une boite
fermée alors si on observe un gant droit dans 'une, on observera de fagon certaine un
gant gauche dans l'autre. De méme il est concevable que la propriété mesurée ne soit
pas déterminée avant la mesure, comme par exemple une piece de monnaie tournante


https://freelanceastro.github.io/bell/
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sur une table qui se fixerait sur pile ou face quand elle n‘aurait plus assez d’énergie
(cf. figure 10.15) ou quand l'expérimentateur le déciderait.

Ficure 10.15 - Piece de monnaie dont I’état « pile » ou « face » n’est pas encore
déterminé.

L'expérience de pensée que l'on vient de décrire ressemble en certains points au Free
Will Theorem de John Conway et al. [CK06]. Sur la base de trois axiomes de physique
assez simples (appelés SPIN !?, TWIN 20 et FIN?!), il est démontré que si le choix de
la mesure (la direction du spin d’une particule) est libre (Free Will), c’est-a-dire n’est
pas fonction d’une information pré-déterminée accessible aux expérimentateurs (par
exemple le passé de I’'Univers), alors la réponse de la particule n’est pas non plus fonc-
tion d’une information pré-déterminée accessible aux particules. Dit autrement, si I'ex-
périmentateur a le choix de la mesure, la particule a le choix du résultat : le résultat
d’une mesure n’est pas pré-déterminé, la propriété mesurée n’existe pas avant sa me-
sure.

Ce phénomene de non déterminisme des propriétés quantiques des particules peut
donc se déduire d’expériences de pensées basées sur des axiomes qui sont plus simples
a admettre que le formalisme de la physique quantique.

10.3.2 L’explication

[Cyril. A FINIR]

On va maintenant vérifier par le calcul qu’en effet 'expérience de pensée, si on la
réalise, produira des données vérifiant a la fois la propriété de corrélation et d’unifor-
mité des flashs comme présentée ci-dessus.

Notons par X et Y les deux particules générées par C, juste apres leur création mais
avant leur détection en A et B. Ce sont des qubits et ils forment un systéeme quantique

19. Quand l'expérimentateur fait trois mesures de directions mutuellement orthogonales, il obtient les
résultats 1,0,1 dans un ordre quelconque.

20. Siles expérimentateurs A et B font la méme mesure de direction sur deux particules intriquées/ju-
melées, le résultat sera identique.

21. La vitesse de transmission de I'information est finie.
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dans ’état intriqués suivant :

1
IX,Y) = %|00>+%|11> - % 8

1

Le choix de l'orientation effectuée dans les détecteurs revient a une mesure locale sur
chacune des particules selon une base qui a été tournée d’un angle de 0°, 120° ou 240°.

[Cyril. A FINIR. On pourrait définir un jeu non-local, avec comme entrée x,y €
{1,2,3} et comme sortie a,b € {0, 1}. Objectif : montrer qu’on obtient bien I'uniformité et
la corrélation comme annoncé. ]

[Cyril. D’ailleurs on pourrait introduire d’autres jeux non-locaux: x,y € {0,1} et a,b €
{0,1} tels que si x = p alors a # b et sinon la sortie est aléatoire uniforme. Avec un état
de |01) +[10) on va pouvoir le faire, avec une mesure identique (selon la base de calcul
|0) ou |1) suivant 'entrée) donc si x = y ce qui va donner 01 ou 10 avec proba 1/2.
Sinon, on aura des sorties aléatoires. Mais on peut le faire sans aucun effet quantique :
Alice lit x et fait un xor avec un bit aléatoire ;. Bob lit y et fait xor avec le bit aléatoire
1 —r;. Il semble que l'on ne peut pas le faire avec du non-shared randomness. NB :
Dans les jeu non-locaux, c’est-a-dire sans communication entre les joueurs, partager un
état quantique intriqué ou shared-randomness, partagent le fait que Alice et Bob, pour
disposer de ces ressources, ont du de rencontrer.]

10.4 Téléportation

I1 est possible de téléporter des états quantiques. Mais il faut bien I’avouer, les expli-
cations des réalisations expérimentales laissent perplexe (voir figure 10.16).

T Premiéres réalisations expérimentales [modifier | modifier le cade ]
<4 g
% \“yl 3 L'une des premiéres réalisations expérimentales de la téléportation quantique en variables discrétes a été réalisée par I'équipe de Anton
‘\ e Y Zeilinger en 1997°. Une paire de photons intriqués est créée par conversion paramétrique spontanée et dégénérée en fréquence dans un
WIKIi’fIDIA cristal non linéaire xm . Il s'agit d'une conversion de type Il puisgue I'accord de phase est assuré par biréfringence. L'impulsion de pompage
Lencyclopédie libre est polarisée parallélement & I'axe extraordinaire. Les photons signal et complémentaire sont alors émis suivant des polarisations

orthogonales suivant deux cénes de fluorescence paramétrique. L'intersection de ces deux cones conduit & des photons intriqués en
polarisation qui sont en fait dans un état antisymétrique de Bell :

) = % [R)alo)s — [0)2lh)s),

ol h et v désignent respectivement les états de polarisation horizontale et verticale. Le but de I'expérience est alors de projeter le photon a
téléporter et le photon intriqué sur ce méme état de Bell antisymétrique par des mesures de coincidence & I'issue d’une lame séparatrice
50/50. En effet, les deux détecteurs de part et d'autre de la lame cliguent en méme temps lorsque les deux photons sont soit simultanément

Ficure 10.16 — Extrait, plutot cryptique, de la page Wikipédia sur les expé-
riences de téléportations quantiques.

Le principe est pourtant assez simple. [Cyril. A FINIR... Il faut qu’Alice fasse un
CNOT entre le qubit dont elle veut téléporter 1’état et son qubit intriqué avec celui


http://fr.wikipedia.org/wiki/T%C3%A9l%C3%A9portation_quantique#Premi.C3.A8res_r.C3.A9alisations_exp.C3.A9rimentales
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de Bob. Elle fait ensuite un Hadamard et une mesure qu’elle transmet a Bob par voie
classique. Bob effectue alors un Hadamard en fonction du résultat d’Alice. Le qubit
de Bob est alors dans le méme état que celui d’Alice.] Pour cela il faut une paire de
particules intriquées, donc a priori indiscernables et qui ont précédemment interagi. La
téléportation est instantanée '° quelle que soit la distance. Il faut bien noter que c’est
I’état qu’'on téléporte d’une particule a une autre. En rien on ne téléporte une particule,
de I’énergie ou une information (voir figure 10.17).

Ficure 10.17 — Analogie avec le pendule de Newton pour comprendre que
ce n'est pas la particule, support du qubit, qui se téléporte, mais son état (ici
la quantité de mouvement de la bille a I'extrémité). On remarquera que : 1)
les deux billes extrémités doivent étre indiscernables vis a vis de 'observable
(ici la masse pour préserver la quantité de mouvement); et 2) I’état initial qui
est « téléporté » est aussi détruit. Bien évidemment, pour le pendule, il s’agit
d’une transmission, et non d’une téléportation, de la quantité de mouvement
qui ne se détruit pas mais plutot s’annule. Voir I’animation.

10.5 Jeu CHSH

On va expliquer, grace a une expérience de pensée (un jeu), la différence entre res-
source aléatoire (partagée) et ressource quantique (intriquée). Ce jeu fait écho a l'expé-
rience de pensée de Bell et I’expérience bien réelle d’Alain Aspect. Ce type de jeu, tout
comme celui de la section 10.6, est parfois appelé jeu pseudo-télépathique, les joueurs
semblant deviner comme par magie les cartes des autres joueurs.


http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/e/e8/Newtons_cradle_animation_book.gif
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BUT Ba8.. IN A
QuANTUM WORLD
HOW CAN WE BE SURE?

OH ALICE.. YOURE
THE ONE FOR ME

Dans ce jeu, du noms des auteurs, Clauser-Horne-Shimony-Holt [CHSH69], il y a
deux joueurs : Alice (A) et Bob (B) et ils ne peuvent pas communiquer (cf. figure 10.18).
Il s’agit pour les joueurs de calculer un bit de sortie a et b en fonction d’'un bit d’en-
trée x et y, et d’éventuellement de ressources extérieures accessibles seulement par les
joueurs. Plus précisément, pour qu’Alice et Bob gagnent, if faut a® b = x A y. Dit autre-
ment, il faut que a = b, sauf six =y =1.

Dans le cas déterministe, la ressource est réduite a 1’algorithme seul. Dans le cas
probabiliste, la ressource (en plus de 1’algorithme) est alors une source de bits aléatoires
partagées (shared randomness) inconnue de 1’expérimentateur (secrete donc). Et dans le
cas quantique, la ressource sont des qubits dans un état intriqué (entangled qubits).

Les physiciens nomment plus communément la source de bits aléatoires partagées
par variable locale cachée, une quantité constante déterminée inaccessible aux expéri-
mentateurs mais connues de toutes les particules.

Proposition 10.1 Aucun algorithme déterministe ne permet a Alice et Bob de gagner au jeu
CHSH ad tous les coups.

Preuve. Supposons qu’il existe un tel algorithme, et soient a(x) et b(y) les fonctions
calculées par Alice et Bob; dans le cas déterministe ces fonctions ne dépendent que des
I'entrées, Alice et Bob ne pouvant pas communiquer. Pour gagner, il faut a(x)®b(y) = xA
. Les fonctions doivent donc vérifier les quatre équations suivantes, une pour chacune
entrée (x,y) possibles :
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X
9
a b

Ficure 10.18 — Le jeu CHSH : pour gagner, le ou-exclusif de la sortie doit
étre égale au ET de l’entrée, soit a® b = x A y. Autrement dit, on doit avoir les
mémes sorties, sauf si les deux entrées sont a 1.

a(0)® b(0) = 0
a(0)®b(1) = 0
a(1)@b(0) = 0
a(l)@b(1) =1

En utilisant le fait que a® b = a+ b (mod 2), la somme modulo deux, on peut
transformer ces équations en sommes classiques et considérer le résultat modulo 2.
La somme des termes des membres a gauche fait 2 - (a(0) + a(1) + b(0) + b(1)) ce qui
est nécessairement paire. Malheureusement, la somme des termes des membres de
droite est impaire. Il n’existe donc pas de fonctions a(x) et b(y) satisfaisant ces quatre
contraintes. Il n’existe donc pas d’algorithme déterministe qui permet de gagner au jeu
CHSH a tous les coups. O

En revanche, comme on va le voir, il existe un algorithme probabiliste qui résout
CHSH avec une probabilité de 75% si Alice et Bob partagent un secret aléatoire. Notez
bien qu’il faut arriver a gagner avec cette probabilité quelle que soit la distribution des
entrées. Par exemple, répondre toujours 0, qui satisfait les contraintes dans 3 des cas,
ne marche que si la distribution des entrées est uniforme (méme chance d’obtenir les
quatre entrées (x,y) possibles). Alice et Bob se battent donc contre un adversaire (en fait
I'expérimentateur) qui connait par avance leur stratégie, et qui dans ce cas la proposera
toujours x =y = 1 pour faire échouer a coup sir 'algorithme d’Alice et Bob. Notez qu’on
admet que l'adversaire, aussi fort soit-il, n’a pas acces a la ressource aléatoire commune
(variables locales cachées).

Proposition 10.2 Si Alice et Bob partagent des bits secrets aléatoires, alors il peuvent gagner
au jeu CHSH dans 75% des cas, et ce quel que soit adversaire.
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Preuve. Pour atteindre 75% de réussite, il suffit que les joueurs, avant la proposition de
chaque entrée (x,y) proposée par I'adversaire, se mettent d’accord sur une des quatre
équations a ne pas satisfaire (en utilisant une méme paire de bits aléatoires partagés),
choix inconnu de I’adversaire. Il est alors toujours possible de résoudre le systeme com-
posé des trois équations restantes.

Par exemple, s’ils décident de ne pas satisfaire la 4e équation soit a(1) @ b(1) = 0 au
lieu de a(1)® b(1) =1, alors a(x) = b(y) = 0 est une solution. Ainsi, les joueurs perdent
seulement si I'adversaire propose l’entrée (x,y) correspondant a 1’équation choisie (ici
x =y =1), soit seulement dans i des cas.

On peut alors vérifier que s’ils choisissent de ne pas satisfaire I’équation correspon-
dant a l'entrée (x,v) :

* (0,0), alors a(x) = —x et b(y) = p est une solution.

) =
1), alors a(x) = 0 et b(y) = v est une solution.
)=

(
(1,0), alors a(x) = x et b(y) = 0 est une solution.
(

1), alors a(x) = 0 et b(y) = 0 est une solution.

Donc quels que soient les choix de 'adversaire, Alice et Bob gagneront dans 2 des
coups. O

Mais peut-on faire mieux ? Et bien non.

Proposition 10.3 Aucun algorithme probabiliste ne peut gagner au jeu CHSH avec plus de
75% de chance.

Preuve. Un algorithme probabiliste est un algorithme qui, pour chaque entrée, fait un
certain nombre de tirages aléatoires avant de renvoyer sa sortie. Ces choix aléatoires
sont autant d’exécutions et de sorties possibles. En fait on peut regrouper les sorties
possibles et voir un algorithme probabiliste comme un algorithme qui affiche chaque
sortie avec une certaine probabilité.

Il y a au plus quatre fonctions a(x) & une variable binaire >> qui sont 0,1, x, ~x. De
méme pour b(y), si bien qu’Alice et Bob ont a leur disposition au plus 16 algorithmes
ou paires de fonctions (a(x),b(y)). En fait, certaines paires de fonctions ont toujours
les mémes sorties, en particulier a cause de la symétrie de la formule a(x) ® b(y) qui
définit la sortie de l'algorithme. Mais pas seulement. Par exemple, la paire de fonctions

(a(x),b(y)) = (=x,—p) = (x,p) puisque ~x® -y =x D Y.
Ainsi, on peut vérifier qu’il n'existe que 8 fonctions de sorties différentes, qui sont
(cf. 1a table ci-dessous) : 0, 1, x, =x, v, =y, x®y, " x D Y.

22. De maniére générale il y a 22" fonctions f: {0,1}" — {0,1} a n variables, cf. [Gav24][Section 2.6].
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0 1 X —X
0 0 1 X =X
1 1 0 —X X
Y y v X0y X8y
-y | Y v XDV Xy

L’algorithme probabiliste d’Alice et Bob choisit donc une de ces sorties suivant une
certaine distribution de probabilité py,...,pg, p; étant la probabilité de choisir la i-eme
sortie. On a bien str que ) ;p; = 1. La distribution p,...,pg détermine entierement
’algorithme probabiliste d’Alice et Bob qui cherchent a optimiser les p; pour maximiser
leurs chances de succes quel que soit I’adversaire.

On notera Py, la probabilité de succes de cet algorithme pour l'entrée (x,y). La table
ci-dessous résume les différentes probabilités.

x vy xAy| 0 1 x —-x v -y x®y -x®y | probabilité de succes
00 0 |pr 0 p3 O ps 0O p; 0 Poo=p1+p3+ps+p7
01 0 |pr 0 O pg ps O 0 ps | Por =p1+patps+ps
ro 0 |pr 0 p3 0 0 ps O ps | Plo=p1+p3+pstps
11 1 0O pop p3 0 ps O 0 ps | Pli=pr+p3+ps+ps

L'objectif est de montrer que, quel que soit le choix des probabilités p,..., pg, la pro-
babilité de succes de l'algorithme d’Alice et Bob ne dépassera pas 75% pour les quatre
entrées possibles. Dit autrement on veut montrer que :

. 3
min {Pyo, Po1, Pro, Pi1} < 1
Pour cela on va calculer la somme S = Pyg + Py; + Pjo + P et montrer que S < 3 ce qui
permettra de conclure que le plus petit des quatre termes de la somme est < 3/4. C’est
immédiat car :

S = 3p1+pr+3p3+ps+3ps+ps+p7;+3pg < 3-(pr+---+pg)=3

ce qui termine la preuve. On notera que pour maximiser la probabilité de succes, Alice
et Bob ont intérét a choisir p; = p3 = ps =pg =1/4 et p, = py = pg = p7 = 0, ce qui revient
a choisir aléatoirement une des quatre paires de fonctions: 0 =090, x =x®0,y =08y
et -x®y. C’est précisément la solution présentée dans la proposition 10.2. Dans ce cas
onaP00:P01:P10:P11:3/4. O

On va maintenant montrer que s’ils possedent chacun un qubit formant un systeme
dans un état intriqué alors ils peuvent gagner avec une probabilité strictement supé-
rieure a 75%.
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Proposition 10.4 Si Alice et Bob disposent de ressources quantiques, alors ils peuvent gagner
au jeu CHSH avec une probabilité de cos®(1/8) = (1 + 1/V2)/2 > 85%.

Preuve. Cette fois-ci, Alice et Bob partagent des paires de qubits intriqués, une paire
pour chaque nouvelle entrée de I’adversaire. Alice posseéde un qubit |A) et Bob un qubit
|B). Les qubits ont interagit dans le passé, avant bien str que n’ai été fixée l’entrée (x,p)
de l'adversaire, pour former le systeme :

1

|A,B) = NG

(100) - [11)) .

cosf —sinf .
(sin@ cos 9) ur
vant un angle 6 de —7/16 si x = 0 et 37w/16 si x = 1, soit de maniére générale un
angle de 64 = (4x — 1)1t/16. La stratégie est identique pour Bob avec une rotation de
O = (4y — 1)1t/16.

Une fois cette opération effectuée sur chacun de leur propre qubit, Alice et Bob af-
fiche le résultat de la mesure dans la base de calcul, soit 0 ou 1 suivant que ’état devient
|0) ou |1).

En terme de calcul, I'action d’Alice se traduit par ’application de 'opérateur R(6,4)®
Id, (soit une matrice 4 x 4) a I’état |A, B) représentant I’état initial du systeme. De méme
pour Bob, son action va se traduire par l'application de l'opérateur Id, ® R(03) a |A, B).

L’algorithme, pour Alice, consiste a appliquer une rotation R(0) =

Chacune des opérations de rotation affecte non seulement le qubit sur laquelle elle
est effectuée mais le systeme en entier. On peut montrer que l'ordre d’application des
opérateurs n’a pas d’influence sur 1’état du systeme final (cf. paragraphe 10.2.8) si bien
qu’'on peut appliquer directement 'opérateur R(6,4) ® R(O3) a |A, B). L'état du systeme
devient :

(R(64)®R(0p))-|A,B) =

sinfg  cosBp

cos QA'(COSQB —sm@B) —sin@A-(?seB —smGB)
cosOp —sinQB) cosl (COSGB —sinQB) %
Alw

sinBO, -| .
A (sm@B cosOp

En utilisant les formules

—_

cos(x+9y) = cosxcosy—sinxsiny
sin(x+y) = sinxcosy +cosxsiny
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’état se simplifie en :

cosBO,cosBg—sinf,sinOp cos(64 + Op)

1 |cosOysinOg+sinBcosOp| 1 sin(64 + O3)
(R(04)®R(0p))-1A,B) = V2 |sin04cos0p +cosO,sinOp | ~ % sin(64 + Op)
sinf 4 sin O —cos 04 cos Oy —cos(04 + 6Op)

% (cos(B4+6g)(]00)—|11)) +sin(B4 + Op)(|01) +[10)))

I1 faut maintenant vérifier que la probabilité de succes, c’est-a-dire d’avoir a®@b=x Ay,
est bien de cos?(7t/8).

La probabilité d’obtenir a® b = 0 est la probabilité d’obtenir [00) ou |11), soit

2
1
2-|—=cos(B4+0 = cos?(0, +0p) .
(\/5 (G B)) (04 +0p)

Si l'entrée est x = 0 et y = 0, alors la probabilité d’avoir a® b = x Ay = 0 vaut
cos?(—2m/16) = cos®(1/8).

Sil'entréeestx=1ety =0 (oux=0ety=1,les formules sont symétriques en x et
v), alors la probabilité d’avoir a®b = x Ay = 0 vaut cos?(37t/16 — 7t/16) = cos?(1/8).

La probabilité d’obtenir a@b = 1 est la probabilité obtenir |[01) ou |10), soit sin?(0,4 +
Op).

Si l'entrée est x = y = 1, alors la probabilité d’avoir a@® b = x Ay = 1 vaut
sin?(67/16) = sin?(371t/8) = cos?(11/8), car sur le cercle unité on s’apercoit que les angles

37t/8 et 1t/8 sont symétriques par rapport a I'angle 7t/4 (voir figure 10.19). O
) 371t/8
sm(37z/8). 27t/8 = 1t/4
) /8
cos(7t/8)

Ficure 10.19 — Géométriquement, par symétrie autour de l’axe d’angle 7t/4,
on remarque que cos(7t/8) = sin(37/8).

On peut méme montrer qu'aucun algorithme quantique ne peut le faire avec une
probabilité plus grande que cos?(7t/8). C’est la borne de Tsirelson [Cir80]. Il faut pour
cela utiliser de l’algebre linéaire (et des valeurs propres) dans les espaces de Hilbert, et
on ne le fera pas dans ce cours.
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[Exercice. Montrer qu’Alice et Bob peuvent gagner au jeu CHSH avec 50% de
chance s’ils ont acces a une ressource probabilistes non partagées. Montrer que
50% est la meilleure probabilité possible.]

10.6 Jeu GHZ

Il s’agit en fait d’une variante simplifiée du jeu GHZ, du nom des auteurs
Greenberger-Horne-Zeilinger [GHZ89], voir aussi [Boy04]. Il y a maintenant trois
joueurs : Alice (A), Bob (B) et Carole (C). On peut en fait le généraliser a n joueurs.
Comme précédemment ils ne peuvent communiquer avant de recevoir les entrées qui
sont des valeurs booléennes, respectivement x,y,z. Ils doivent sortir des valeurs a4,b,c
respectivement avec leurs propres resources, mais sans communiquer apres l'arrivée
des entrées (figure 10.20).

’i
|
i

S - |

z

) ()
c

Ficure 10.20 — Le jeu GHZ : pour gagner, la parité de la somme de la sor-

tie doit étre égale a la parité de la demi-somme de l’entrée, sachant que la
somme de l’entrée est toujours paire. Ce jeu peut étre généralisé a n joueurs.

Il y a une contrainte (promesse) sur les entrées : leur somme doit étre paire. Pour
gagner, il faut que la parité de la somme de la sortie soit égale a la parité de la demi-
somme de l'entrée. Autrement dit, x+y+z€{0,2}eta+b+c = %(x+y +z) (mod 2). Pour
résumer :

Xy z s(x+y+z)
0 00 0
1 10 1
1 01 1
011 1

ce qui revient aussi a distinguer le cas xyz = 000 des trois autres.

Soient a(x), b(y) et c(z) les fonctions calculées par Alice, Bob et Carole. Alors, pour
gagner, les fonctions doivent donc vérifier les quatre équations suivantes :



230 CHAPITRE 10. INFORMATION QUANTIQUE

a(0)+b(0)+c(0) = 0
a(l)+b(1)+¢c(0) = 1
a(l)+b(0)+c(1) = 1
a(0)+b(1)+c(l) = 1

De maniere similaire au jeu précédent, la somme des termes de gauche fait 2-(a(0) +
a(1)+b(0)+ b(1)+c(0) + c(1)) ce qui est paire. Malheureusement, la somme des termes
de droite est impaire. Il n’existe donc pas de fonctions a(x), b(y), c(z) satisfaisant toutes
les contraintes.

Une stratégie, similaire au jeu précédent, atteint 75% pour n = 3, ou il suffit que
tous les joueurs choisissent, conjointement via 2 bits aléatoires partagés, une des quatre
contraintes a ne pas respecter, et résolvent ainsi le systeme modifié. Par exemple, si c’est
la 3e équation que les joueurs décide de ne pas respecter, alors a(x) =c(z) =0et b(y) = v
est une solution. Et si c’est la 1ere, c’est encore plus simple, puisque a(x) = b(y) = c(z) = 1
est une solution.

De maniére générale, on peut montrer qu’aucune stratégie, méme celle utilisant des
bits aléatoires partagées, ne peut gagner a ce jeu avec une probabilité plus grande que

/2 2
% + (%)[n ! ou 1 est le nombre de joueurs. Pour n = 3, cela fait % + (%) = % =75%.

Si maintenant les trois participants Alice, Bob et Carole, possedent chacun un qubit
préalablement intriqués dans 1’état

1 1 1 1
A,B,C) = =|000)—=]|011) — =|101) - =|110
[4,B,C) = 51000)— 5{011) - 5[101) - 5]110)

alors ils peuvent gagner a 100% (cf. [BCMdW 10, §A.]). L'algorithme consiste a faire une
mesure sur chacun des qubits selon la base de calcul si I'entrée vaut 0 et selon la base

d’Hadamard {H|0), H|1)} = {\%(lO) —11)), \/LE(|O> + |1))} si I’entrée vaut 1. Il se trouve que

H = i(} _11) _ R(r/4)  (cf. Véquation (10.2).)

V2

On peut montrer que mesurer selon la base d’Hadamard revient en fait a appliquer H
puis a effectuer une mesure selon la base de calcul.

Sixyz =000, les trois mesures de 1’état |A, B, C) se font selon la base de calcul et donc
donneront a+ b + ¢ = 0 dans 100% des cas car I’état est une superposition d’états ayant
un nombre pair de 1. Si xyz = 011, cela revient a faire une mesure selon la base de calcul
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sur 1’état :

1 1 1 1
I®H®H)-[=|000) — =|011) — =|101) - =|110
(18 HoH):(51000)- 5[011) - 5[101) - ~[110))

(I®H®H)-|A,B,C)
1 1

= (I®H®H)-(510)(00)~[11)) - 5|1)(101)+]10)))
= 210)(01)+110)) ~ 311 (100~ 11))
= %|001>+%|010>—%I100>+%I111>

et donc a+b+c =1 apres mesures dans 100% des cas, puisqu’il s’agit d’'une superposition
d’état ayant un nombre impair de 1. Les autres cas (xyz = 101 et xyz = 110) se traitent
de maniere similaire.

I1 est a noter que le résultat n’est pas déterministe : pour les mémes entrées la sortie
peut étre différente. Cependant les joueurs gagnent le jeu a coup str.

10.7 Le modele ¢-LOCAL

Dans un jeu a deux joueurs, I’hypothese non-signalling signifie que le choix de me-
sure d’un joueur n’est pas signalé a l'autre. Et en physique le choix de la mesure est
I’analogue de l'entrée en informatique, la donnée qui va déterminer le calcul. Donc
dans un modele de calcul multi-joueurs respectant I’hypothese non-signalling, la sortie
d’un joueur ne peut dépendre de l'entrée d’un autre sans communication. Il est par
contre autorisé que les sorties soient corrélées. C’est précisément ce qu’il se passe dans
le modéle quantique : il y a corrélation (entre sorties distantes) sans pour autant étre
signalling (entre entrées et sorties distantes).

Dans cette extension non-signalling du modele local, nommeée @-LOCAL comme phy-
sical locality, on s’autorise toutes les correlations (potentiellement non locales) des ré-
sultats, sans toute fois autoriser celles qui découlent d’'une communication instanta-
née a distance. Donc dans le modeéle ¢-LOCAL a distance t on s’autorise tout sauf de
communiquer au-dela de nceuds a distance t en t unités de temps (ou rondes). La non
communication entre deux nceuds quelconques suffisamment loin s’exprime par le fait
que les sorties de 'un d’entre eux sont indépendantes des entrées de l'autre. Et plus
généralement, les sorties conjointes d’un groupe de noeuds (on parle de distribution des
marginales) sont indépendantes des entrées de tout groupe de sommets suffisamment
éloignés.

Plus formellement, lorsque deux sommets A et B ne sont pas en mesure de commu-
niquer, cela signifie que pour une entrée (x, ), le résultat (a, b) doit vérifier :

Pr(alx,p) =aer ) _Pr(a,blx,p)=Pr(alx) et Pr(blx,y) =ger y_Pr(ablx,p) = Pr(by).
b a
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Dit autrement, la premiere somme doit étre indépendante de y alors que la seconde
indépendante de x.

Par exemple, la distribution suivante vérifie cette propriété, étant sous-entendu que
les lignes absentes arrivent avec une probabilité nulle comme par exemple Pr(a=0,b =
I|x = 0,y = 0) = 0. Pour résumer la distribution, on sort 00 ou 11 avec probabilité 1/2
sauf lorsqu’on a x = y = 1. Dans ce cas on sort 01 ou 10 avec probabilité 1/2.

x yv|]a b Pr
0 01V 1 1
R
oIy
T

En effet, Pr(a = O|x,y) = 1/2 quels que soient x et y. De méme Pr(a = 1[x,y) = 1/2.
Donc Pr(alx,y) = Pr(a|x). Et de maniére similaire, on vérifie que Pr(b = O|x,y) = Pr(b =
1lx,y) = 1/2 quels que soient x et y. Cette distribution est donc non-signalling : a et b
sont corrélées, mais a partir de a on ne tire aucune information sur vy, et a partir de b on
ne tire aucune information sur x.

On remarquera que a®b = xAy. Autrement dit, dans ce modele, Alice et Bob gagnent
au jeu CHSH avec une probabilité de 100%.
[Cyril. A FINIR]

On peut vérifier que les distributions issues des propositions 10.2 et 10.4 sont éga-
lement non-signalling.

On peut étendre la propriété de non communication (ou non-signalling) de la ma-
niere suivante. Tout d’abord une tdche sur un graphe G de sommets vy,...,v, est une
fonction faisant correspondre, pour tout sommet v;, une entrée x; avec une sortie a;. On
notera X = (xq,...,x,) et = (ay,...,a,).

Bibliographie

[Bar06] J. BARRETT, Information processing in generalized probabilistic theories, Tech.
Rep. 0508211v3 [quant-ph], arXiv, November 2006.


http://arxiv.org/abs/quant-ph/0508211v3

BIBLIOGRAPHIE 233

[BCMdW10] H. BurrMAN, R. CLEVE, S. Massag, aND R. be Wotrk, Nonlocality and com-

[Boy04]

[CHSH69]

[Cir80]
[CKO06]

[DHFRW20]

[FGZ*19]

[Gav24]

[GHZ89]

[HBD*15]

[Kal19]
[Mer85]

[RP0O]

munication complexity, Reviews of Modern Physics, 82 (2010), pp. 665-
697. por: 10.1103/RevModPhys.82.665.

M. Bover, On Mermin’s n-player games parity game, August 2004.
http://www.iro.umontreal.ca/~boyer/mermin.

J. E Crauser, M. A. HornE, A. SHIMONY, AND R. A. Hort, Proposed ex-
periment to test local hidden-variable theories, Physical Review Letters, 23
(1969), pp. 880-883. por: 10.1103/PhysRevLett.23.880.

B. CireL’soN, Quantum generalizations of Bell’s inequality, Letters in Mathe-
matical Physics, 4 (1980), pp. 93-100. por: 10.1007/BF00417500.

J. H. Conway anD S. KocHeN, The free will theorem, Foundations of Physics,
36 (2006), pp- 1441-1473. por: 10.1007/s10701-006-9068-6.

E. DaBrLe-Hearn, C. ]J. FEwster, K. REjzNER, AND N. Woobs, Algebraic
classical and quantum field theory on causal sets, Tech. Rep. 1908.01973v3
[math-ph], arXiv, February 2020.

Y. Y. FriN, P. GEYER, P. Zwick, E Kiazka, S. PEpALINO, M. MAYOR, S. GER-
LICH, AND M. ARNDT, Quantum superposition of molecules beyond 25 kDa,
Nature Physics, 15 (2019), pp. 1242-1245. por : 10.1038/s41567-019-
0663-9.

C. GavoiLtg, Analyse d’algorithme — Cours d’introduction da la complexité
paramétrique et aux algorithmes d’approximation, 2024.  http://dept-
info.labri.fr/~gavoille/UE-AA/cours.pdf. Notes de cours.

D. M. GREENBERGER, M. A. HORNE, AND A. ZEILINGER, Going beyond Bell’s
Theorem, in Bell’s Theorem, Quantum Theory, and Conceptions of the
Universe, Kluwer, 1989, pp. 69-72.

B. HenseN, H. BErNIEN, A. E. DrEAU, A. RE1SERER, N. KaLs, M. S. Brok,
J. RuiTeNBERG, R. VERMEULEN, R. N. ScHOUTEN, C. ABELLAN, W. AMAYA,
V. PrunNEeri, M. W. MircuerLL, M. MarkHAM, D. J. TwitcHeN, D. ELkouss,
S. WenNeR, T. H. Taminiau, anp R. Hanson, Loophole-free Bell inequality
violation using electron spins separated by 1.3 kilometres, Nature, 526 (2015),
pp. 682-686. por: 10.1038/naturel5759.

G. Kavar, The argument against quantum computers, Tech. Rep. 1908.02499
[quant-ph], arXiv, August 2019.

N. D. MErMIN, Is the moon there when nobody looks ? Reality and the quantum
theory, Physics Today, 38 (1985), pp. 38—-47. por: 10.1063/1.880968.

E. RierreL AND W. Poraxk, An introduction to quantum computing for non-
physicists, ACM Computing Surveys, 32 (2000), pp. 300-335. Dpor :
10.1145/367701.367709.


http://doi.org/10.1103/RevModPhys.82.665
http://www.iro.umontreal.ca/~boyer/mermin
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.23.880
http://doi.org/10.1007/BF00417500
http://doi.org/10.1007/s10701-006-9068-6
http://arxiv.org/abs/1908.01973v3
http://arxiv.org/abs/1908.01973v3
http://doi.org/10.1038/s41567-019-0663-9
http://doi.org/10.1038/s41567-019-0663-9
http://dept-info.labri.fr/~gavoille/UE-AA/cours.pdf
http://dept-info.labri.fr/~gavoille/UE-AA/cours.pdf
http://doi.org/10.1038/nature15759
http://arxiv.org/abs/1908.02499
http://arxiv.org/abs/1908.02499
http://doi.org/10.1063/1.880968
http://doi.org/10.1145/367701.367709

234 BIBLIOGRAPHIE

[SBB*08] D. Sararr, A. Baas, C. BRanciarD, N. GisiN, AND H. ZBINDEN, Testing the
speed of ’spooky action at a distance’, Nature, 454 (2008), pp. 861-864. por :
10.1038/nature07121.

[Teol6] M. Teoporani, Entanglement : l'intrication quantique, des particules a la
conscience, Macro Edition, 2016.


http://doi.org/10.1038/nature07121

	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	

	Bibliographie

	
	
	
	
	
	Bibliographie

	
	
	
	
	
	
	
	
	Bibliographie

	
	
	
	
	
	
	
	
	Bibliographie

	
	
	
	
	

	
	
	
	

	
	Bibliographie

	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	Bibliographie

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	

	
	Bibliographie

	
	
	
	
	
	
	Bibliographie

	
	
	
	
	Bibliographie

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	

	
	
	
	
	Bibliographie


