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Chapitre 1

Introduction

Soit
n=ny+nyg+---+n; 1<n; <ny<--- <y,

une partition II de l’entier n (par définition, les n; sont entiers). On dit que
cette partition représente I'entier a s’il existe €1, €;,...,¢; € {0,1}, tels que
a =Y 7_, &n;. L'ensemble £(II) représenté par la partition IT est 'ensemble
des a représentés par II. Cet ensemble est évidemment contenu dans [0, n] et
symétrique (s’il contient a, il contient alors aussi n — a). Deux partitions IT
et IT" seront dites équivalentes si elles représentent les mémes entiers. Si & est
un entier non nul, on dira qu'une partition est k-réduite si chaque sommant
apparait au plus k fois; ainsi les partitions 1-réduites sont les partitions a
parts distinctes. On notera IN* ’ensemble des entiers naturels non nuls et :

- p(n) le nombre de partitions de 'entier n & parts dans IN*,

- g(n, k) le nombre de partitions k-réduites (si £ = 1, on notera simplement

q(n)).

Les séries génératrices sont donc:

oo . 1
;p(n)m - H o

me
o
1— x(k:-f—l)m
> ke = 1] ——=—
n=0 melN*

Nous désignerons par p(n) le nombre d’ensembles distincts représentés par
les p(n) partitions de n. On définit de méme §(n, k) et on note ¢(n) pour

j(n,1).



Le but de cet exposé est I’étude du comportement asymptotique de p(n)
et ¢(n), notamment de les comparer a p(n) et ¢(n).

Notons que I’on peut aussi définir les grandeurs précédentes en imposant
que les parts des partitions soient dans une partie fixée de IN*, par exemple
I’ensemble des puissances de 2. Une étude tres complete de ce probleme a été
faite par M. Deléglise, P. Erdés et J. L. Nicolas dans [1].

Nous allons commencer par montrer une premiere série de résultats, rela-
tivement faciles a obtenir, pour lesquels on utilise les équivalents classiques
de p(n) et g(n, k), dont une preuve se trouve au chapitre suivant. Puis, nous
étudierons le nombre de partitions ne représentant pas un entier a fixé, ce qui
nous permettra dans une derniere partie d’améliorer les résultats concernant
p(n) et 4(n).

Ces questions d’étude du comportement asymptotique de problemes liés
aux partitions remontent au début du siécle avec les résultats de G. H. Hardy
et S. Ramanujan (cf [7]), avant d’étre approfondies par la suite (par exemple
par E. M. Wright pour les sommants & valeurs carrées, dans [14]).

Mais I’étude des ensembles représentés par les partitions est plus récente.
Sous I'impulsion de P. Erdos, elle a été menée par J. L. Nicolas, M. Deléglise,
A. Sarkozy, J. Dixmier ou M. Szalay par exemple.



Chapitre 2

Premiers pas

2.1 Objectifs

L’objet de ce chapitre est I’obtention de premieres informations concer-
nant le comportement asymptotique de p(n) et §(n). Certains de ces résultats
seront améliorés ultérieurement, mais la simplicité de leur obtention et leur
antériorité font qu’ils trouvent leur place ici afin de comprendre 1’évolution
des méthodes employées pour résoudre le probleme. On va donc dans cette
partie démontrer les résultats suivants:

Théoréeme 1:

(1) p(n)™* < B(n)

pour n assez grand.

Théoréme 2:

(2) g(n)™* < 4(n)

pour n assez grand.

Théoréme 3:
(3) p(n) < p(n)3

pour n assez grand.



Remarques:

1. Il est important a ce stade de mentionner les équivalents fondamentaux :

(4) p(n) ~

et

E1/4 1 kn
(5) q(n, k) ~ 2(k + 1)3/461/% p3/4 €Xp (27r m>

En particulier, pour £ =1,

Q () ~ Sy O wg)

Ces équivalents seront démontrés au chapitre suivant.

2. On peut obtenir facilement une inégalité

(7) p(n)* < p(n)

avec une constante moins bonne que celle du Théoreme 1:
Soit E' = {ey, €y, ..., ex } un ensemble d’entiers distincts entre \/n/2 et \/n,
et posons
epr1 =n— (e1 +ex+ ... +ex) > /n.

Les entiers a représentés par la partition n = e; + e + ... + ;41 et compris

entre \/n/2 et \/n sont exactement les éléments de E et ainsi p(n) > 2vV7/2,

En utilisant ’équivalent de p(n) rappelé ci-dessus, on en tire que tout ¢; <
log2__().135... convient dans (7).

2m+/2/3

3. On peut affiner un peu le raisonnement précédent en introduisant un pa-
rametre : si E est inclus dans [24/n, 224/n], on peut mener la méme démarche
que ci-dessus pourvu que z < 4/2/3; comme 4/2/3 > 1/2, on obtient une
constante un peu meilleure: 0.22... .

4. Le Théoreme 1 est une conséquence du Théoréeme 2 compte tenu des
équivalents de p(n) et ¢(n), vu que ¢(n) < p(n).



2.2 Démonstration du Théoreme 2

Pendant la preuve, z est un nombre réel fixé qu’on devra choisir de fagon
optimale, k£ est un grand entier, et pour k fixé, n sera un entier, n — oo.
Soient Y1, 42, ..., Yk des réels positifs vérifiant I’équation

[kz] .
J
(8) Zyj<Z+E):k—]_.
j=1
Pour j = 1,2, ..., [kz], posons
= e+ G- | |41, vl G- [ G 2 v+ | Y21
Soit I' 1a famille des ensembles S de la forme
kz
S =uks;,
ou S; C I et |S;| = [yj%] pour j =1,2,...,[kz]. On tire de (8) que
e n
So def n— Z s> T
seS

de telle sorte que pour n assez grand, on a so > 221/n (sq est par conséquent
strictement plus grand que les éléments de S). Donc les éléments de SU{so}
déterminent une partition I1(.S) a parts distinctes > z1/n et visiblement pour
cette partition, on a

E(IL(S)) N [0,22/n] = S.
Donc pour S et S’ distincts dans I'; £(II(S)) est différent de £(II(S")). 11

s’ensuit que
q(n) > |L.

En appliquant la formule de Stirling, on a
[kz]

W=HQ5%%)

i=1

)
= exp ((1 +o(1)(= D (ylogy; + (1 — y;) log(1 - yj)))g) |

Jj=1



Puis on maximise ’expression obtenue par la méthode des multiplicateurs de
Lagrange (qui nous donne que log 1;—Jy](z +7/k)! ne dépend pas de 7), et en
utilisant que k est grand, on aboutit a:

. log ¢(n 1 [ ue
“_mn—m%é) > ;/ (log (1+e")— T e“) du & Q(z, 1)
zp

ou u = p(z) vérifie
2z T
/ dr =1.
, l+ek

Remarquons que p est défini des que z > \/% Il s’agit alors d’optimiser le
choix des parametres.

Ce sont des essais infructueux visant I’amélioration des résultats obtenus
dans l'article [1] qui nous ont fait penser que 'on pouvait résoudre de ma-
niére exacte ce probléme. En effet, un calcul! permet de se ramener au seul
parametre A = e #* avec

1 1/2
Q(z,pn) =F(\) = (2I(\) — L(N)) <ﬁ)

I0) = /1 g (14 AY)dy

0y

1+ A

L)) = log (

Un simple calcul? permet alors de montrer qu’il y a un unique maximum sur
]0, +00[, & savoir en )y, racine de X3 +2X —1 (i. e. pour L(\) nul), et en ce
point F'(X\g) = 2\/— log A\ ff log(1 + A\§)dy.

Numériquement, on a:

Ao = 0.453397652..., F(\) = 0.9261401058...,

F(Xo) F(Xo)
m/2/3 /3

d’ou le Théoréme 2 et le Théoréme 1.

= (0.361054239..., = (.51060780...

1. Voir appendice.
2. Voir appendice.



2.3 Démonstration du Théoreme 3

La démonstration est simple et astucieuse et utilise des notions tres utiles
dans le cas des partitions & sommants binaires (i. e. des puissances de 2):

On dit qu’'une partie A de IN est k-stable avec k entier > 2sia € A =
ka € A.

Lemme 2.1:

St A est un ensemble k-stable, toute partition de n a sommants dans A
est équivalente a une partition (2k — 2)-réduite.

En effet, il suffit de remarquer que (z,z,z, ..., z) de longueur (2k — 1) est
équivalente a (z, x, ..., kx) obtenue en remplacant les k derniers sommants par
kx, ces deux suites représentant le méme ensemble a savoir {z, 2z, 3z, ..., (2k—
1)z}. Tant que la partition considérée contient des sommants qui sont répétés
au moins (2k—2) fois, on la remplace par une partition équivalente plus courte
par ce procédé.

Application:

Comme IN* est 2-stable, on obtient
p(n) = 4(n,2) < q(n,2)

et les équivalents de p(n) et de ¢(n,2) donnent alors le Théoreme 3.



Chapitre 3

Calcul des équivalents de p(n)
et de q(n, k)

3.1 Enoncé

Le but de ce chapitre est 'obtention des équivalents de p(n) et de ¢(n, k)
qui nous ont déja servi. On va donc montrer le théoréme suivant :

Théoréme 4:

Si p(n) désigne le nombre de partitions de Uentier n , et g(n, k) le nombre
de partitions k-réduites, alors on a les équivalents suivants:

o (%)

(@) p) ~ —

et

E1/4 1 kn
(5) q(n, k) ~ 2(k + 1)3/461/4 3/t eXp (2%\/%>-

En particulier, pour k = 1, on obtient

(6) () ~ Sy O wg)




3.2 Un théoreme taubérien

Ces équivalents ont été obtenus par Hardy et Ramanujan (cf [7]). Leurs
preuves donnent plus que ce comportement asymptotique, mais demandent
une étude tres détaillée des fonctions génératrices associées, basée sur la théo-
rie des transformations des fonctions modulaires. Suivant la démonstration
de A. E. Ingham (cf [8]), le Théoreme 4 est ici déduit du Théoreme 5, un
théoréme taubérien pour 'intégrale

(9) f(s) = /0 e dA(w) avee A(0) = 0 et 5 = o + it.

Soient ¢ et y deux fonctions, et D un domaine du plan complexe, satis-
faisant :

a) ¢ et x sont holomorphes dans D, réelles et positives sur un segment |0, A
inclus dans D,

b) —o¢'(o) croit vers 400 quand o décroit vers 0, d’ou
(10) o¢"(0) > —¢'(0) >0

pour o assez petit,
c)

—¢'(0)
quand o décroit vers 0, ou §(o) est la distance de o au complémentaire de
D; a) et b) impliquent 0 ¢ D d’ou

o

gt (40

(11) d(o) <o,
d)
¢"(0 + 2) = O(¢"(0)),
x(o + z) = O(x(0)),
uniformément par rapport a z pour |z| < §(o) quand o décroit vers 0.

Posons:




Fo(o)ev?
(2m¢"(0))1/?
ol 0 = o, est I'unique solution (I’existence et 'unicité sont assurées pour w
réel assez grand par a) et b)) de

(12) ~(0) = w.

Dans ces conditions, on a:

AO (Cc)) =

Théoréme 5:

Supposons que lintégrale (9) converge pour o > 0 et que:
(i) f(s) ~ fo(s) quand s — 0 dans D,
(i7) f(s) = O(fo(|s])) quand s — 0 dans un angle A de la forme

lt| < Ao, (0 < A < 0),

(i1i) A(u) croit pour u > 0.
Alors il existe deux réels strictement positifs L(A) et U(A) tels que:

A -
(13) L(A) < lim (1;) et 1imy o0 <U(A),
0

avec L(A) et U(A) = a—00l.
Done, si (ii) est vrai pour tout A fizé, alors

A(u)~y 000 (u).

On commence par les deux lemmes suivants:

Lemme 3.1: On a, uniformément par rapport a z, pour |z| < 7(0) =
0(6(0)), quand o décroit vers 0,

Jolo +2) _ ez¢’(a)+§z2¢”(a) (1 + 0(|z|2¢//(0) + 1)66\Z\2¢”(0))

fol(o)

pour tout € > 0 firé.
Par définition de fo,

(14) =



Par a) et d), on a

(15) X'(o+2) = QLM /P %dc - O(%)’

ou I est le cercle de centre z, de rayon §(0)/2, et ceci uniformément pour z
convenable. On obtient par intégration

x(0 +2) = x(0) = o(x(9))-

On procede de méme pour ¢ et on obtient par une double intégration :
¢(0 + 2) — ¢(0) = 2¢'(0) +1/22°¢"(0) + o(|2|*¢" (9)).

On a ainsi:

folo)

Il suffit alors d’utiliser |[eZ — 1| < Ze? pour écrire, avec Z = 1 + €|z|*¢" (o) :

folo+2) e2® (0)+1/222¢"(0) yo(1+]2[2¢" ()

eo(1+12170"(0))  —  go(l+elz|?¢"(0)) — 1 + o(eZ —1)
= 1+0(Ze?) =1+ 0(1 + |2?¢"(0))e??" @,
d’ou la formule désirée.

Lemme 3.2: fy(0) croit pour o décroissant vers 0.

Appliquant (15) avec z = 0, on obtient

—fo(o)
fo(o)

d’apres ¢), (11) et b). Donc — fj(o) > 0 pour o assez petit.

X' (o)

o) —¢'(0) + O(1/5(0)) ~ =¢'(0)

=—¢'(0) -

Preuve du Théoréme 5:

Dans tout ce qui suit les limites sont relatives a o décroissant vers 0 ou,
ce qui est équivalent & w croissant vers oo. L’intégration par parties de la
formule (9) donne



Dans celle-ci, on change s en o + 2z, on multiplie par k(z/T)e**, ou T > 0, £
est réel, et k est une fonction holomorphe au voisinage de [0, 7], et on intégre
le long d’un chemin [ de 0 a ¢7". Cela donne

(16) / N A(u)e ™ K (Tu — TE)Tdu = / . F(o + 2)k(2/T)e*dz,
(17) K(v) = / K(Z)e a7

pris le long du chemin L correspondant a [ par z = T'Z, pourvu que (o +2) >
0 en tout point z de [.

Prenons
(18) £=¢0)=w+0(0™")=~¢(0) +0(c™),
(19) T=T(c)=Ac

et supposons que £(0) # 0. Soit [ = [(o) formé du segment [; de 0 a it et de
la ligne brisée I de i7 a T constituée de deux segments a gauche et inclinés
a tan~! 7 /o par rapport a [iT, 7T, o 7 = 7(0) est choisi tel que

" 1/2
POV o(r(0)) et (o) = o(5(0)).
—¢'(0)
Notons que ce choix est rendu possible par c) et que L tend a coincider avec
[0, 7].

(20) o

13



On calcule alors séparément les contributions de /; et [, a I'intégrale et
on montre (en utilisant les Lemmes 3.1 et 3.2) que:

- la contribution de /; est équivalente a

ik(0)Fy(o)(m/2)'/?
S@P
- celle de [, est négligeable devant %
Donc en substituant dans (16), et en posant v = & + v/T on obtient
(21) / A(E+v/T)e T K (v)dv ~ ik(0)m Ag(w)e )7,
—T¢

En prenant, successivement k(Z) = 2(Z — i) puis k(Z) = 2(Z — i) —

w, ou u > 0, = 0(27), par un calcul on obtient pour tout réel A
— Aw) 2meM A
lim < I
Ao(w) A | sin(v/2)
f—)\ v/2 dv
Aw 2me ™2/ A
lim () T

>
—A juliy 2 I
0 (w) fl’l‘ sin(v/2) NZ d’U
—u v/2 2 —0?

d’ou (13) en prenant A\ = A2 et p = 27([AY?] + 1) et le Théoréme 5 est
ainsi démontré.

Cas particulier :
Si on prend

¢(s) = 871 (M/s)’, x(s) = C(M/s)™ =, (8, M,C > 0,m € R)
alors

(22) fo(s) = C(M/s)mP- 112 (M/s)?

1/2
(23) Ap(w) = (12_7ra> C(Mw)ma—l/zeafl(Mw)a, (o= ﬂf_ 1)’

comme on peut le vérifier par un simple calcul. Pour D, on peut prendre
n’importe quel domaine de la forme |t| < Ago avec Aq > 0.

14



3.3 Application aux partitions

Théoréme 6 :

Soit (N;)i>1 une suite strictement croissante de réels strictement positifs,
avec

(24) N(u) = Bu® + R(u), (B > 0,3 > 0),

ot N(u) est le nombre de \; inférieurs ou égaux d u, et

(25) L(u)déf /Ou Rfjv)dv =blogu+c+o(1)

quand u — 0o. Pour un réel 1, soit p(l) le nombre de solutions del =Y )" i\
en les entiers r; (la somme étant finie), et p*(1) le nombre de solutions avec
r; = 0,1. Pour u réel et h > 0, on pose

et on définit P*, Py de maniére analogue. Alors, quand u — oo,

1/2
(26) P(u) ~ (1 _ a) ecM_(b+1/2)04u(b+1/2)(1—a)—1/2ea_l(Mu)a’

2T
1/2
* l -« b x ) \—a/2 a” L (M*u)*®
(27) P*(u) ~ 2°(M*u)~%%e ,
27
ot
= B M= (BAr(B+1 MY M =1 -2 M
a—m, —(ﬁ(ﬁ"‘ )C(B+ )) ) =(1- ) .
On a ausst

1/2
(28) Py(u) ~ (12_ a) €¢ M~ (0= 1/Day (b+1/2)(1-a)=1/2 o} (Mu)*
0

15



1/2
]_ - — * e
(29) P,;‘(u) ~ ( 27ra> QbM*a/Qua/Qflea Y(M*u) ’

st h est une constante strictement positive telle que le membre de gauche
est une fonction croissante de u (remarquons que tel est le cas dés que
h,2h,22h, ... appartiennent tous a la suite (\;)).

Démonstration :

Par définition de p(l), on a

logg(s) = — Zlog(l —e M) = — /000 log(1 — e ™*)dN(u)

s B [ (us)Pd(us) /°° us
= N = — —_— - L .
/0 evs — 1 (u)du s Jo  ews—1 0 (u)d evs — 1

Apres calcul, on obtient

g(s) ~ ecs—beﬂ—l(M/s)B’

quand s — 0 avec |t| < Ao, pour tout A > 0. Mais

| emapw =g,

o0 1— e—hs
| eminiw = 2= g0,
0

et # ~ s. Il suffit alors d’appliquer les résultats des cas particuliers du
Théoreme 5 pour obtenir (26) et (28). Les formules (27) et (29) s’obtiennent
de méme par

g*(s)défzp*(l)e—ls — H(l + 67/\13),



g*(s) ~ 2beﬂ_1(M*/5)B,
quand s — 0 avec |t| < Ao, pour tout A > 0.
On peut alors conclure.

Cas particuliers:

Les formules (4) et (6) se déduisent de (28) et (29), en prenant \; =i et
h =1, vu que

‘o] — 1 1
(30) /o Mdv:ZIOg%—u:—ilogu—510g27r+0(1)

v
i<u

quand u — oo (d’aprés la formule de Stirling), et I'(2)¢(2) = 7?/6. On
obtient aussi la formule (6) en prenant A; = 2i — 1 (en vertu du théoréme
d’Euler). Puis, par exemple en remarquant que si hy(s) désigne la fonction
génératrice des q(n, k), définie de la méme maniére que g(s) plus haut, alors

-1 )8 1— 1
hi(s) = g(s) o ) (1 e )

~ 9((k+1)s)

formule de laquelle on déduit (5) en appliquant le cas particulier du Théoréme
5.

~(k+1

Remarque:

On peut aussi déduire de ce travail une formule asymptotique pour le
nombre de partitions d’un entier n en parts qui sont des puissances [-iemes
d’entiers, oil [ est un entier, en prenant \; = i, la vérification de (24) et (25),
avec § = 1/I,B = 1,b = —1/2,¢ = —l/2log 27 reposant sur une formule
analogue & (30). On retrouve de cette maniere les résultats de E. M. Wright
([14]). Ainsi, par exemple, si po(n) est le nombre de partitions a parts carrées
représentant n on a

¢(3/2)%3 1 ) 1/3
o) ~ 2O (3(Jc0/2m) ")

17



Chapitre 4

Etude des partitions ne
représentant pas un entier
donné

4.1 Les résultats

Dans ce chapitre, on se propose d’étudier le nombre de partitions ne
représentant pas un entier a donné.

Il nous faut définir certaines notations utilisées dans cette partie et la
suivante.

Par convention, on étend a tout IR toutes les fonctions définies sur IN en
posant, par exemple pour p, p(z) = p([z])-

On note r(n,m) le nombre de partitions de n en parts > m. Si a est un
entier inférieur & n, on définit R(n,a) comme 1’ensemble des partitions de n
ne représentant pas a, et R(n,a) désignera son cardinal.

On s’intéresse aussi aux partitions a parts distinctes et on définit dans ce
cas les mémes grandeurs que ci-dessus avec les notations p(n,m), Q(n,a) et
Q(n,a) correspondantes. On définit aussi Q(n,a,2) comme étant le nombre
de partitions 2-réduites de n ne représentant pas a.

Remarquons que comme R(n,a) = R(n,n —a) et Q(n,a) = Q(n,n — a),
on peut se restreindre a ’étude de ces quantités pour a < n/2.

Théoréme 7 :

Pour n assez grand et

18



(31) 108y/n < a < n7,

on a
(32) Q(n,a) < q(n/2) exp(5.103a~*n?? log(a'/3n=1/%))
et

(33) R(n,a) < p(n/2) exp(5.10%a~*n?/? log(a'/>n=1/9)).

Théoréme 8:

Pour n assez grand et

(34) n®" < a < n/2,

(35) Q(n,a) < ¢(n/2) exp(n'/?71/%)
et

(36) R(n,a) < p(n/2) exp(n'/?~1/%).

La preuve de ces deux théoremes est tres conséquente, aussi ne sera-t-elle
ici qu’esquissée, renvoyant a des références pour les passages qui ne peuvent
figurer ici (la référence pour le déroulement de la preuve est [6]). On va
tout d’abord citer une série de lemmes dont la plupart seront démontrés
vu l'intérét de leur démonstration, apres avoir introduit d’autres notations
utilisées dans ceux-ci:

p(n, m) est le nombre de partitions de n en parts < m.

Si A est un ensemble d’entiers non nécessairement distincts, alors A’ est
I'ensemble des éléments distincts de A, S(A) = . 4 a, et

P(A) = {Zeaa, =01, e # 0}

acA acA

I’ensemble des sous-sommes non nulles de A,

L(A,d)={i, 1<i<d, ilexistea,d €A, a,d =i[d]}

et
L(A,d) = |L(A,d)|.
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4.2 Lemmes sur les partitions

Lemme 4.1:

Soit s(m) le plus petit entier qui ne divise pas m. Alors pour tout m > 2,
on a

s(m) < logm < 4.5logm.

log 2

Remarquons que si m est impair, s(m) = 2 et le lemme est vrai. Mainte-
nant, si m est pair, s(m) > 3. Soit ¥(z) la fonction de Chebychev :

Y(z) =) logp.

On sait (cf [13] § 1.2) que pour tout entier n > 2,

¥(n)/n = (log2)/2.

Alors log?
logm > (s(m) = 1) = —>=(s(m) — 1)

ce qui implique

2logm 3
<1 1 .
s(m) <1+ log 2 < log 2 e

Lemme 4.2:

Soit o un réel tel que 0 < a < 1.05. Pour m < av/n, on a
3.6
p(n,m) < exp((2a log —) \/ﬁ)
Q

Rappelons I'inégalité “classique” :

n+%—l)

(37) mpinmy < ("%

Pour montrer (37), si on introduit p’(n, m), le nombre de partitions de n dont
la plus grande part est égale a m, en observant que

p'(n,m)=p'(n—m,m)+p'(n—1,m—1)
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on a
p'(n,m)+p'(n—1,m)+..+p(n—m+1,m) = Zp’(k—l,m—l)
k=m

> mp'(n—m+1,m).
On montre alors par récurrence sur m

n_1+w)

' p' <

La récurrence est aisée: il suffit de remarquer que 7 (Jl) < (q+1). Et on
conclut, vu que
p(n,m) = p'(n+m,m).

En observant que n(n —1)...(n — k+1) < (n — (k — 1)/2)*, on déduit de
(37) que

nm1 m2\ ™! nm m2\™
< —F—— |14+ — 1+—) .
p(n,m) < m! (m — 1)!( * 2n) (ml!)? ( * 2n>

—m

IN

Comme m! > m™e 2mm, on obtient

p(n,m) < exp(m®/2n +m(logn + 2 — 2logm)).
Le membre de droite étant croissant par rapport a m, on a finalement
p(n,m) < exp((a®/2 + 2a(1 — loga))v/n),

et la conclusion en découle facilement vu que si @ < 1.05, a?/4+1 < log 3.6.

Remarque: on peut tirer de ce lemme des majorations de r(n,m) et
p(n,m) en remarquant que

(38) p(n,m) <r(n,m) < p(n,[n/m),

car p(n,m) est aussi le nombre de partitions de n en au plus m parts.
Lemme 4.3 :

SiY(n,t,m) désigne le nombre de partitions de n en parts distinctes avec
au plus t sommants < m. On a

(39) Y(n,t,m) < p(n,t+n/m).
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Une partition comptée dans Y (n,t,m) a au plus ¢ parts < m et n/m
parts > m. Le membre de droite est visiblement plus grand que le nombre
de partitions de n avec au plus ¢t + n/m parts.

Lemme 4.4:

Si Z(n,t,m) désigne le nombre de partitions de n ayant au plus t parts
distinctes < m. Pour 1 <t<m<mn, ona

(40) Z(n,t,m) < 6tn? ( )p(n, t)p(n,n/m).

min(t, [m/2])

Pour A C {1,2,...,m}, A ={a1 < ay < ... < as}, soit P(n, A,m) le
nombre de partitions de n dont toutes les parts < m sont dans A, i. e.
P(n, A, m) est le nombre de solutions de

n—m
a1x1 + axo + - + asxs + Z(m +1i)xsp; =n, (x; € N).
i=1

Alors on a

P(n,A,m) < P(k,{1,2,...,s},m)
k=0
vu que en remplagant a; par j dans ’équation ci-dessus, on a

n—m

P12t 5T+ Y (M) T =k

=1

pour un k£ < n. On en tire

Z(n,t,m) < 2; (’Z) gP(k, (1,2, ..., s},m)

car A avec |A| = s peut étre choisi parmi (";) parties de {1,2, ..., m}. Donc

n

Z(n,t,m) < (t + 1) (min(tﬁmm)) Pk, {1,2, ... t},m).
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Maintenant, en comptant les partitions selon la somme j des parts infé-
rieures a t, on obtient

P(k,{1,2,..,t},m) =Y _p(j,t)r(k — j,m+1) < (k + )p(k, t)r(k,m + 1)

=0
et on obtient (40) en utilisant (38).

Lemme 4.5:

Si M et D sont des entiers > 2, soit V(n, M, D) le nombre de partitions
den > M en parts distinctes :

n=mn;+ng+---+mn
avec N = {ny,...,n;} tel que il existe un entier d,
(41) 2<d< D,
et des entiers
(42) i < g < ... <ty <d

tels que, si N1 = {n;, ny € N,d < n; < M,n = i;[d] pour un j}, le cardinal
de No = {n;, ny € N\N1,n; < M} vérifie

(43) [Ne| < 2D,
alors
(44) V(n, M, D) < n°Pq([n/2])p(n,n/M).

Soit N3 :N\(N1 UNQ) = {nl, n € N,n; > M}
Fixons d, i1, i, ..., i[a/2) dans (41) et (42). Par définition de N, tout élé-
ment m de N, peut s’écrire sous la forme

(45) m = ijm) +1(m)d, 1<j(m) <[d/2]et 1< 1(m).
A tout m € N, on associe 'entier
m* = j(m) + (I(m) —1)[d/2],

23



et on écrit N = {m*,m € N;}. Visiblement, (45) implique que & différents
éléments de N sont associés différents éléments de N. De plus, on a

m* < 1(m)[d/2] < m/2
d’ou .
SIND) < 5SAD)

Donc en écrivant S(N7) = u, les éléments de N forment une partition d’un
entier v < u/2 en parts distinctes, de telle sorte que d, i, 1, ..., i[q/2 et u
fixés, le nombre de choix pour N; est majoré par

[u/2]
> a(v) < ([u/2] + Vg([u/2]) < ng([n/2]).

v=0

De plus, les éléments de N5 sont choisis parmi {1,2, ..., M} et, par (43), leur
nombre est au plus 2D, si bien que N, peut étre choisi d’au plus M?P < n?P
facons différentes.

Enfin, si d, i1, ..., i[q/9] et u sont fixés, alors

z = S(Ng) = (S(Nl) + S(Nz) —+ S(N3)) - S(Nl) - S(NQ) S n—u.
Ainsi N3 est une partition de z en parts > M + 1. Donc le nombre de choix
pour N3 est majoré par

Y p(z, M +1) < (n+1)p(n, M) < n’p(n, M).
z=0
En rassemblant les résultats précédents, on obtient que pour d, i1, ..., 742
fixés, la partition N peut étre choisie d’au plus
n*?*3q([n/2])p(n, M)

manieres différentes. Mais pour d fixé, les 1, ..., i[q/2] peuvent étre choisis d’au
plus 2¢ facons différentes, et la sommation sur d donne

Z 2d < 2D—|—1 < nD—}—l’
d<D

et on conclut en appliquant (38).
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Lemme 4.6:

Si on reprend les mémes notions qu’au Lemme 4.5, mais en considé-
rant des partitions quelconques (pas forcément 1-réduites), et en définissant
W(n, M, D) lanalogue de V (n, M, D), alors sous les mémes hypotheéses, on
a

W (n, M, D) < n™p([n/2])p(n, n/M).

La démonstration est semblable a la précédente. Le seul point qui difféere
est |Na|: dans ce cas le nombre d’éléments distincts de N5 est au plus 2D
donc il peuvent étre choisis d’au plus M?P < n2?P facons différentes ; et pour

chaque élément il y a au plus n choix pour la multiplicité, donc pour tous les

éléments il y a au total au plus n?Pn2?? = n*? choix; le reste de la preuve

étant similaire, ceci explique le facteur n?? supplémentaire.

4.3 Lemmes additifs

Lemme 4.7 :

Sid € N et ny,no,...,ng € N, il existe alors une somme de la forme
iy, + o+, (1<i4 <. <i <d) telle que

dlng, + -+ n,,.
En effet, s’il existe k£ < d tel que d|Sy = n; + ng + - -+ + nyg, on en reste

la. Sinon, Sy, ..., Sq ne sont pas congrus a 0 modulo d donc il y en a deux qui
sont dans la méme classe modulo d. Ainsi il existe k£ < [ tels que

|y + -+ 1y

Lemme 4.8 :
St N € N, d e N, et B un ensemble fini d’entiers tel que
(46) BcC{1,2,..,N},

alors pour tout entier n tel que 0 < n < éS(B) — N, il existe un élément x,
de{n+1,n+2,..,n+ N} tel que dz, € P(B).

Il suffit de prouver I'existence d’entiers ¥, ys, ..., y; tels que 0 < y; < N,
0 <y —yi-1 <N (pour i =2,3,...,t), 35(B) = N <y, et dy; € P(B) pour
i=1,2,..t
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Nous allons définir ces y; par récurrence. Nous pouvons supposer que
S(B) > dN, ce qui implique par (46) que |[B| > d. Soit By C B, |Bi| = d.
Alors par le Lemme 4.7, on en déduit qu’il existe une partie non vide B} de
B, telle que d|S(B7f). On écrit S(B;)/d = y; et on vérifie que

dy1 =S(Bj) =Y b< > N<Nd
beB} beB;

donc y; convient.
Supposons qu’on ait défini yy, ¥, ..., y;_1 avec

(47) Yi-1 < %S(B) —N.

Par définition de y;_1, il existe une partie B} ; de B telle que S(B}_;) = dy;_1.
Alors par (47), on a
(48) S(B\B;_,) = S(B) — dy;—1 > Nd.

La formule (46) implique que

SB\B;,)= Y b< Y N=N|B\B,|.

beB\B;_, beB\B;_,

On en tire
\B\B;_,| > d.

Donc il existe une partie B; de B\B;_, avec |B;| = d. D’apres le Lemme 4.7, il
existe une partie non vide B de B; telle que d|S(B!). Soit y; = y;_1+d~'S(B.).
On a alors

Yie1 < Y Zyi—1+dflzb§ yi_1+d’lzN <Y1+ N
beB! beB,

et
dy; = S(B_,) + S(B;) € P(B),

ce qui complete la preuve du lemme.
Lemme 4.9:
Soit N € N,

(49) N > 2500,
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AcC{1,2,..,N} et
(50) |A| > 100(N log N)'/2.

Alors il existe des entiers d,y, z tels que

N
51 1<d<10*—,
(51) W

|A[”

(52) 22 70r

N

< 10 ——

(53) 1<y <710 Vit
et
(54) {yd, (y + 1)d, ..., zd} C P(A).

Ce Lemme 4.9 est en fait le Theorem 4 de P’article [11], et il ne sera pas
redémontré ici, sa démonstration étant par trop longue.

On peut cependant légitimement se demander d’ou vient un tel théoreme.
Il vient en fait d’une longue suite de résultats sur la densité de certaines suites,
ou plus exactement de la somme de certaines suites (travaux de Mann, Dyson,
Kneser; cf [4], [9]). Pour étre plus précis, Sarkozy le déduit du

Théoréme 9:
Soient N,k € N, A C {1,2,..., N}, et

N
— +1.
|A|>k+

Alors il existe des entiers d,l, m tels que
1<d<k-1,

1< 1< 118k,

et
{(m+ 1)d,(m+ 2)d,...,(m+ N)d} ClA
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ot
lAdéf{al +ag+ ...+ a, ay,a9,...,q € A}.

Il convient aussi de voir pourquoi il apparait dans la démonstration des
Théoremes 7 et 8. L’idée de la démonstration du lemme 4.10 ci-dessous, qui
est le lemme-clé de la preuve, est d’arriver a prouver que pour un ensemble
A et un certain d convenable, L(A, d) est petit, ce qui permet d’appliquer les
Lemmes 4.5 et 4.6 et d’obtenir ainsi des majorations. Et pour montrer que
L(A,d) est petit, on utilise le Lemme 4.9 qui donne I'existence d’une grande
suite arithmétique incluse dans un certain P(A).

Lemme 4.10:

Soit N € IN,
N > 10",
6 un réel avec
0<<5<1
g 2’

A est un ensemble fini d’entiers < N,
A" > 103(5 1 N)3/4
et il existe un entier m avec
21076 N2 AP <m < (1 —6)S(A) et m & P(A).
Alors il existe un entier d tel que
d < 11.10*% *N|A'|*

et
L(A,d) < d/2

Ce lemme est un point crucial de la démonstration. La fin de la preuve des
Théoremes 7 et 8 sera 'application répétée de ce lemme avec des constantes
bien choisies.

Vu la longueur, on ne donne ici que les grandes lignes de sa démonstration.
Le lemme est démontré dans le cas § = 1/2, le cas général en étant une
conséquence.

Soit D = 11.10%6 | A’| 1. A tout d < D et & tout i € L(A,d), on associe
deux nombres a(d, 1) et a'(d, ) dans A tels que a(d, i) = d/(d,7) =i (mod d)
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(avec soit a(d, i) # a(d,i) soit la multiplicité de a(d, i) est au moins deux).
Soit
AO = UdSD UiEE(A,d) {a’(da Z)a al(da Z)}

Ecrivons (A\A,)' = {a1, as, ...,a;} ol les a; sont distincts. Soit u = [t5/8] et
A, = {ay,a9,...,a,} et on pose Ay = (A\Ap)\A;. On vérifie alors que (on
utilise ici que § = 1/2):

b}
Al > ﬁ|A’| > 75N/

de sorte que ’on peut appliquer le Lemme 4.9 pour obtenir I’existence d’en-
tiers d, y, z tels que

N
1<d< 104W < 11.10%IN| AL,
1

A2

#2708

> 107762 A%,

N
1<y<710 2z <1076 72N |A'| %2,

A [?

et
{yd, (y + 1)d, ..., zd} C P(Ay).

Il reste a vérifier que si on a un m satisfaisant
21070 2 N2|A' "t <m < (1 —6)S(A) et m & P(A),

alors cela implique L(A,d) < d/2. On raisonne par 1’absurde en supposant

au contraire que
L(A,d) > d/2.

On montre tout d’abord que
veN, y<v<(l1-46)S(A)/dimplique vd € P(A; U Ay).
Pour cela, on vérifie que z — y > N, ce qui implique que

{yd, (y+ 1)d, ..., (y + N — 1)d} C P(A;).
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On peut donc supposer y+N < v < (1-§)S(A)/d. Sion pose n =v—y—N,
on trouve que 0 < n < S(Ay)/d — N. On peut ainsi appliquer le Lemme 4.8
pour obtenir un entier z,, tel que

n+1<z,<n+N
et
diEnEP(Az)

Puis vu que
0<n+N-z,<N-1

et
v—=xp,=y+ (n+N—uz,)
on a

(I/ — l’n)d € 7)(./41)

d’ou I'assertion citée plus haut.
Soit

L(Ad)={m—i, i€ L(A,d)}.

Alors les éléments de chacun des ensembles L£(A,d) et £,,(A,d) sont non

congrus deux a deux mod d et leur nombre total est 2L(A,d) > d. Par le

principe des tiroirs, il existe un élément ¢; qui est congru a un élément m — iy

mod d. Ecrivons a,, = a(d, ) et o/ = a(d, is) si i # iy ou a’, = d/(d, iy) =
a'(d, i) si iy = ip. Alors

dm — a, — a,

m?

et par définition de Ay, on a aussi
am + a,, € P(Ay).
De plus on vérifie que
yd < m — ay —a,, < (1—10§)S(A),
et comme (m — a,, — a,,)/d = v est un entier, on a
vd =m — a, — a,, € P(A; U A,).

Donc m € P(A; U Ay U Ay) =P (A), ce qui est absurde.
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4.4 Fin de la preuve des Théorémes 7 et 8
Elle ne sera elle aussi qu’esquissée. A toute partition de n
n:nl-l-ng—l----—i-nt

on associe ’ensemble N' = {ny, ny, ...,n; }. Pour un nombre M, soit Ny I’en-
semble des parts ne dépassant pas M. Pour prouver le Théoreme 7, on prend

M = [1073(an)"/?).
On doit distinguer deux cas.
Cas 1: Supposons que
N > 8.10" M2 ¥ B.

On montre que si n est assez grand, on peut appliquer le Lemme 4.10 avec
M, NNy, 1/2 et a & la place de N, A, et m respectivement, d’ou I'existence
d’un entier d < 11.10*2M |Nj|~! avec

L(Ny,d) < dJ/2.

Si on pose
D= 4a2/3n_l/3,

alors d < D et on vérifie que I’on peut appliquer le Lemme 4.5 ou 4.6. Ainsi le
nombre de telles partitions ne représentant pas a est majoré par V(n, M, D)
ou W(n, M, D).

Cas 2: Supposons que
N < 8.10" M2 ¥ B.

Avec les notations des Lemmes 4.3 et 4.4, le nombre total de partitions de n
est certainement plus petit que Y (n, B, M) ou Z(n, B, M).
Ainsi on a prouvé que

Q(n,a) <V(n,M,D)+Y(n,B, M)

et
R(n,a) < W(n,M,D)+ Z(n,B, M).
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En appliquant alors les Lemmes 4.3 et 4.5, en posant a = 2.103a¢~/3n'/6 (on
vérifie en utilisant (31) que l'on peut appliquer le Lemme 4.2), on obtient
apres calcul :

Q(n,a) < q([n/2]) exp (5Dlogn +log2 + (2a log 3@—6)\/ﬁ>

Et enfin comme D = O(n'/7) et a > 2.10°p~'/* on obtient (32). De méme,
en appliquant les Lemmes 4.2, 4.4 et 4.6, on obtient (33).

Pour prouver le Théoreme 8, on choisit
M = [n15/28]
et
§ =10*n""/%,

On définit N et Ny de la méme manieére que pour la démonstration du Théo-
réme 7 et on pose N* = N\N,. On doit distinguer trois cas.
Cas 1: Supposons que

(1—=6)S(Ny) <nj2

d’ou pour n assez grand
S(NG) < (1/2 + O)n.

Si lon fixe S(Ny) = k, alors dans le cas des partitions & parts distinctes, Ny
peut étre choisi d’au plus ¢(k) maniéres, et N* d’au plus p(n — k, M + 1)
manieres. Donc le nombre de partitions est majoré par

TE S qk)pn—k,M+1).
k<(1/2+6)n

De méme, le nombre de partitions a parts quelconques dans ce cas-la est
majoré par
UY Z p(k)r(n—k, M +1).
k<(1/2+0)n

En appliquant le Lemme 4.2, on obtient pour n assez grand

T < q([n/2]) exp(n'/?71/%)

32



et
U < p([n/2]) exp(n'/>~1/%9).

Cas 2: Supposons que
n/2 < (1 -46)S(MN)
et 1
N > BE103(5 1 M)3/* > 5713/7.

On montre dans ce cas que 'on peut appliquer le Lemme 4.10 et comme
dans la démonstration du Théoreme 7, le nombre de partitions dans ce cas
est majoré par V(n, M, D) ou W(n, M, D).

Cas 3: Supposons que
V)| < B<n®.

Comme dans le Cas 2 du Théoreme 7, le nombre de partitions est majoré
par Y(n,B, M) ou Z(n,B, M).
Donc sous les hypotheses du Théoreme 8, on a

Q(n,a) <T+V(n,M,D)+Y(n, B, M)

et
R(n,a) <U+W(n,M,D)+ Z(n, B, M).

Enfin en utilisant les Lemmes 4.3 et 4.5, on obtient (35) et en utilisant les
Lemmes 4.4 et 4.6, on obtient (36).
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Chapitre 5

Ameélioration des constantes

5.1 Enoncés des résultats

Dans cette section, forts de notre expérience, nous allons améliorer notre
connaissance des comportements asymptotiques de p(n) et §(n).

Nous allons utiliser bon nombre de résultats des chapitres précédents, en
vue de montrer le théoreme suivant :

Théoréme 10:

Pour n assez grand, on a

(55) d(n) < q(n)**®
et
(56) p(n) < p(n)* ™.

Remarque:

La démonstration suit essentiellement celle de article [1] auquel on a
déja souvent fait référence, mais une petite modification du Lemme 2.1 de
'article de J. Dixmier [2] nous a permis d’obtenir une légere amélioration du
résultat obtenu en [1] (les exposants étant respectivement 0.96 et 0.773 dans
cet article).
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5.2 Deux lemmes

Commencons par le lemme dont il vient d’étre question :
Lemme 5.1:

Soit € > 0. Sl existe 0 €]0, 1] tel que, pour tout n, si a désigne un entier
evn —1 < a < 2ey/n = R(n,a) < p(n)’.

Alors, pour n assez grand
Jevii<a< Yo Rina) < @plevm)y~pn)’

- pour j =2,3,...,2[y/n/2] sie <1,
- pour j = 2,3, ...,7(n) avec T7(n) = o(y/n) (par exemple logn) pour € quel-
conque.

La démonstration se fait par récurrence sur j. C’est clair pour j = 2,3
par hypothese. Supposons j > 4 et le résultat vrai jusqu’a j — 1. Soit a tel
que Zey/n <a < J+1 M ey/n. Soit IT € R(n, a). Soit b = [e/n].

Sl b n’est pas represente par II, IT appartient a un ensemble £ tel que
€] < p(n)°.

Si b est représenté par II, on a IT = (IT', I1"), ou S(II') = b, S(II") =n—b
et II” ne représente pas a — b. On a

-2
ev/n>evn—>b

J
a 26 n €

car j > 4, et

)+ 1
a—b§j+

€ n—ef—#l- ef+1

Or

Jevib2 fevi(i 1) 2 e U

Il reste a montrer que, au moins pour n assez grand

6\/_+1<—€\/_— 16\/\_/;1
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- Sie <1, vu que j/2 < 4/n/2, on se rameéne & montrer que

—1/2ey/n+1 < —2/n/2 —¢/2

ce qui est vrai pour n assez grand

- Dans le second cas on veut

T(n) ey/n+1
vnooo\/n
ce qui est vrai pour n assez grand par hypothese sur 7(n).

Donc finalement, )
%ex/n—bZa—b.

L’hypotheése de récurrence s’applique et entraine que II” appartient & un
ensemble F tel que

—1/2ey/n+1< —1/2¢

7| < (2p(ev/n)) ?p(n)°.

Par conséquent, II appartient & un ensemble G tel que

G| < p((ev/n))(2p(ev/n))?~?p(n)°.

Donc

R(n,a) < p(n)’ + p((ev/n))(2p(ev/n)) ?p(n)° < (2p(ey/n)) 'p(n)°.

Le lemme est ainsi démontré.

Remarquons immédiatement que le méme résultat reste valable si 1'on
remplace tous les R(n,a) par des Q(n, a) ou par des Q(n, a,2), i. e. en consi-
dérant les partitions & parts distinctes ou 2-réduites (dans la démonstration,
si IT est & parts distinctes, alors IT’ et I1” le sont a fortiori; de méme dans le
cas des partitions 2-réduites).

Poursuivons avec un lemme un peu technique:
Lemme 5.2:

i) La fonction y;(z) = % log(1 + 2x) — log(1 + 22) + ’m&f est décroissante
2 2+4x

sur Uintervalle [0.3,1]. On a y1(0.3) < 0.1 et y1(z) < 0 pour z € [0.623,1].
(it) La fonction yo(x) = 3log(1 + 2z + 22?) — log(1 + z* + z*) + %
vérifie yo(x) < 0.18 pour 0 <z <1 et yo(x) < 0 pour 0.681 <z < 1.
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L’étude de ces deux fonctions se fait a I'aide du systeme de calcul formel
Maple. Le calcul de la dérivée de y; montre que, pour 0 < x < 1, la fonction
y; est du signe de

28 + 2% + 5t + 5 + 42?2 + 62 — 4
8zt + 4x° + 822 + 4z

z(z) =logz —
et la dérivée 2| est du signe du polynéme
Pi(z) = —42° — 52°% + 102° + 282° + 472" — 62° + 1227 — 122 — 4

En appliquant la méthode des suites de Sturm pour compter les zéros de P,
entre 0 et 1, on trouve que P; n’a qu’une racine dans cet intervalle, et on en
déduit les variations de y :

L’étude de ys se fait de méme avec une fonction auxiliaire z5 et un poly-
nome P, plus compliqués. On obtient :
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5.3 Application a la majoration de Q(n,a) et
Q(n,a,2)
Lemme 5.3 :

(i) Pour a vérifiant 1.07\/n < a < 2.14y/n, on a

(57) log Q(n,a) < 1.732y/n.

(11) Pour a vérifiant 0.81y/n < a < 1.62y/n, on a

(58) log Q(n, a,?2) < 1.969/n.

Remarque:

C’est ici qu’apparait le gain obtenu grace a la modification du Lemme 2.1
de [2] (Lemme 5.1 ci-dessus). En effet, au lieu de se placer sur un intervalle
[z, 3z], on se place sur un intervalle du type [z, 2x], ce qui permet d’obtenir
des majorants un peu plus petits. Ceci est rendu possible vu les hypotheses
un peu plus faibles du Lemme 5.1.

Démonstration de (i) :

Une partition de n ne représentant pas a ne peut a la fois contenir le
sommant 7 et le sommant a — 4. Si ’on définit d(n) par la série génératrice

id(n)x" = ( [T a+a +:c“)> ( I a +:ci)>,

1<i<a/2 i>a+1

qui est supérieure ou égale a la série génératrice des partitions a parts dis-
tinctes ne contenant pas a la fois le sommant ¢ et le sommant a — i (si a est
pair, on compte 2 fois les partitions contenant le sommant a/2), donc on a:
Q(n,a) < d(n). On cherche maintenant & majorer d(n), ce que l'on va faire
en appliquant la méthode de Rankin. Compte tenu de la forme des équiva-
lents des grandeurs considérées, on choisit z = e™*, et s = ¢/4/n, ¢ étant un
nombre réel positif que ’on précisera. En majorant brutalement, il vient

d(n)e™ < ( I] @ +e—i8+e—<a—i)8)> < I a +e_i3)>,

1<i<a/2 i>at1
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et
(59) log Q(n,a) < logd(n)

Sns+ Y log(l4e™ +e7 ) + Y log(1+e7¥).
1<i<a/2 i>a+1

Maintenant, la fonction u — log(1+ e %) est décroissante pour s positif fixé,
et donc

Z log(1+e7) < / log(1 + e™**)du.

i>a+1

De méme, la fonction u — log(1 + e™*% + e~(@~%3%) est décroissante pour
u < a/2, et on a ainsi:

) ) a/2
Z log(1 + ™ + e~(@=%) < / log(1 + ™% + e~*(a=9)) dy.
0

1<i<a/2

En opérant le changement de variables u = ¢/n dans les deux intégrales
précédentes, et en posant s = ¢/y/n et a = A\y/n, 'inégalité (59) devient

(60) log Q(n, a) < ®(c,\)v/n

avec
A2 0
(61)  ®(c,\)=c+ / log(1 + e~ + e~ M) dt + / log(1 + e~ “)dt.
0 A

Or on calcule

00 Ylog(1 + u) 1 uk
log(1 + e H)dt = =y = —1)k d
| et +eyar = [ au— S

k=0

_ f:(_l)k—li 17
B K2 6 26 12
k=1
I'interversion des sommes étant justifiée par convergence absolue. On a alors
2

A2 \
(62) ®(c,\) =c +/ log(1+e™% + e~ dt + % — / log(1 + ) dt.
0 C 0
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Pour A fixé, la majoration (60) est valable pour tout ¢ > 0. Or la fonction
®(c, A) donnée par (62) est continue sur IR’ par rapport a c et tend vers +o0o
lorsque ¢ — 01 et ¢ — +oo. Elle a donc un minimum en au moins une valeur
de ¢. On pose
A) = min ®(c, N).

9(A) = min&(c, )
Pour majorer cette fonction, on majore la dérivée partielle g—‘f\’ et on découpe
I'intervalle [1.07,2.14] en sous-intervalles sur lesquels on applique I'inégalité
des accroissements finis. Il vient

[) 1 A2
(3—)\(0, A) = 3 log(1 + 2e*?%) —log(1 + =) — c/
0

dt
1+ ecA—ct + ecA—2ct :

La fonction sous l'intégrale étant minimale pour £ = 0, on en déduit

0P cA
il < -
(63) e < (exn(-2))
ou y; est définie dans le Lemme 5.2. Par application de ce lemme, on a:
)
g—)\(c, A) < 0 pour Ac < 0.94,

P
g—)\(c, A) < 0.1 pour \¢ < 2.4.

On découpe alors U'intervalle [1.07,2.14] en sous-intervalles [\;, A; 1] avec

A € {1.07,1.08,1.09,1.1,1.12,1.14,1.16,1.19, 1.22,1.25,1.29, 1.34,

1.39,1.45,1.51,1.57,1.63,1.69,1.75,1.8,1.85,1.9,1.94,1.97, 2, 2.03,

2.06,3.08,2.1,2.11,2.12,2.13, 2.14}.

Lorsque \; < 1.63 on choisit ¢ = 0.888, lorsque 1.63 < A\; < 2 on prend
¢ = 0.87 et lorsque 2 < \; on prend ¢ = 0.84 et on vérifie que

0d
(ci, Ai) + (Aig1 — i) LY < 1.732

2%

x> ¢e qui démontre la premiere partie du

a I'aide de la majoration (63) de
lemme.

Démonstration de (ii) :

Elle est similaire & celle de (i), aussi elle sera un peu moins détaillée que
la précédente.
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On définit dy(n) par:
D do(n)z" = ( I[[] @+2"+2*+a*"+ xQ(“i))) ( [] a+2"+ $2Z))
n=0 1<i<a/2 i>a+1
On a alors Q(n,a,2) < dy(n) et cela entraine
log Q(n,a,2) < ®a(c, \)v/n

avec

A/2
(64) Oo(c,\) =c+ / log(1 + e 4+ e 2t 4 g MFet | g 2eM2ety gy
0

2

- A
+— = / log(1 + e~ + e72)dt,
9c 0

en remarquant que

o 00 5
[ rop+ et ey = [ og(1 - ) —tog(1 - it = -
0 0
Il vient ensuite
0P 1
(65) 8—;(Ca A) = 3 log(1 4 2¢™M2 4 2e7A) — log(1 + e~} 4+ 72)

A2 (2 + el V) dt
—¢ /0 11 eor—ct 1 2020 1 g(2A—3t1c 1 g2(—b)c”

Pour minorer l'intégrale, on fait t = A/2 au numérateur et ¢ = 0 au dénomi-
nateur, ce qui donne:

%(c, A) <o (exp(—%)) :

L’application du Lemme 5.2 donne alors

0P
6—)\2(6’ A) < 0 pour Ac < 0.76,
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@(c, A) < 0.18 pour tout A, c.
o\
On applique alors de méme I'inégalité des accroissements finis et on obtient
la majoration annoncée dans le lemme. Pour cela on prend
A; € {0.81,0.812,0.815,0.819, 0.824, 0.83, 0.838, 0.848, 0.86, 0.875, 0.89,
0.91,0.93,0.95,0.98,1.01, 1.04, 1.07, 1.11,1.15, 1.19, 1.23, 1.27, 1.3, 1.33,
1.36,1.38,1.4,1.432,1.45,1.47,1.49,1.5,1.51, 1.52, 1.53, 1.54, 1.55, 1.56,
1.57,1.575,1.582,1.59, 1.596, 1.601, 1.606, 1.61, 1.614, 1.617, 1.62}
avec ¢ = 1.02 pour A < 1.4, ¢ = 0.99 pour 1.4 < A < 1.53 et ¢ = 0.95 pour

1.53 < A.
Lemme 5.4:

Lorsque n — oo on a:
1. pour 1.07y/n < a <n—1.07\/n:

(66) Q(n,a) < exp((1+0(1))1.732v/n),
2. pour 0.81y/n <a <n-—0.81y/n:
(67) Q(n,a,2) < exp((1+ 0(1))1.969/n).

On va utiliser les Lemmes 5.1 et 5.3.
- Preuve de 1. On prend ¢ = 1.07. Le lemme 5.1 nous donne que pour
j/2ey/n <a < (j+1)/2ey/n, et 2 < j < 2logn, on a alors

Q(n, ) < (2p(ev/n))’~" exp(1.732/n).

On prend alors 7 = 2logn et on applique les Théoremes 7 et 8 pour majorer
Q(n, a) lorsque elogny/n < a < n/2. En effet, si ey/nlogn < a < n/2, alors
Q(n,a) = q(n/2)'*°M. On n’a plus alors qu’a utiliser I’équivalent (6) de g(n)
pour conclure, en vérifiant que ﬁ = 1.28... < 1.732, d’ou le résultat.

- Preuve de 2. On prend dans ce cas ¢ = 0.81. Le lemme 5.1 nous donne alors
que pour j/2ey/n < a < (j+1)/2¢y/n, et 2 < j < 2[\/n/2], on a

Q(n,a,2) < (2p(ey/n))?* exp(1.969/n).

On prend de méme j = 2logn et on applique les Théoremes 7 et 8 pour ma-
jorer Q(n,a,2) lorsque elogny/n < a < n/2, en observant que Q(n,a,?2) <
R(n,a). 11 suffit de vérifier dans ce cas que 7/+/3 = 1.81... < 1.969.
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5.4 Fin de la preuve

Par le Lemme 5.4, le nombre de partitions qui ne représentent pas tous
les a de lintervalle 1.07\/n < a < n — 1.07y/n est inférieur & nexp((1 +
0(1))1.732y/n). Si I'on enléve ces partitions, pour une partition restante II,
E(II) contient tous les nombres compris entre 1.07/n et n — 1.07y/n. De tels
ensembles, il y en a au plus 2°"V™, compte tenu de la symétrie. On a donc

(n) < 297" 4 pexp((1 + o(1))1.732v/n).

Mais comme 1.071og2 < 1.732, en utilisant I’équivalent (6) de ¢(n), on ob-

: 1.732 .
tient, vu que V3 < 0.955:

(j(n) S q(n)0.955'

Pour p(n), on procede de méme et on utilise

p(n) = q(n,2),

relation que I'on a déja vue: c’est une application directe du Lemme 2.1. On
a ainsi:
p(n) < 208" 4 pexp((1 4 0(1))1.969v/n).

En utilisant 1’équivalent (4) de p(n), comme 9% < 0.768, on obtient :

\/2/3

;ﬁ(n) S p(n)0'768.
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Appendice

Nous allons ici compléter la preuve du Théoreme 2 en montrant que 1'on
a bien, en posant A\ = exp(—puz)

—1lo 1/2

(68) Q(z,1) = F(X) = (2I(A) — L(Y)) <ﬁ)
(69) I(\) = / i log (1 + \¥)dy
et
(70) L() = log (%)
On a

1 [ R
) Q(z’“):;/m (log(1+e)—1+eu>du
(72) / z 1 +xem P

On mene alors le calcul ainsi:
1 [%m ue
, = = log (1 +¢e*) — du

Q) = 5 [ (e - 755

2z uzx

uxe

= log(1 BTy _ d
/Z ( og(1 + e**) o e/“”) o

2z 22 2z
= / log(1 + e#*)dx — [xlog(l#—e’“‘)} +/ log(1 + e**)dzx

. (1+272)2

= 2/ 10g1+€“ $—Z10gﬁ
(1+A72)?
= 2 1 y log — 2

z og(l+ A Y)dy — log e

/'\/'\

2 log ) dy — Lo (117?2) — 2(2I(\) — L(V)).
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Or, en posant z = zy dans (72), il vient

2 2
9 ydy y 2 1/
- - log(1 N ——— [ log(1+ A\)d
2 /1 []og/\ og( +/\)] o/, 1o+ Ay

1+ A7y 1
soit
) -1
= I(M\) — L(A
d’oit (68).

Il nous reste alors a montrer que la fonction

o 1/2
F(\) = (2I(\) — L(V)) <ﬁ)

admet un unique maximum sur |0, +oo[ en Ay tel que L(\g) = 0, i. e. en A
racine de X3 +2X — 1.
En prenant la dérivée logarithmique, on obtient

FLoy_ 20 - L' 1 I'(\) = L'(\)
FN= 2I(\) — L()) ' 2xlogh  2(I(\) — L(\))

Si N(A) et D(\) désignent respectivement le numérateur et le dénominateur
de cette expression, on trouve:

D(\) = 2(2I(\) — L(\)Alog A(I(A) — L(\),
N = (@I'(\) = L'(N)2Xlog A + (2I(X) — L(A))) (I(A) = L(A)
—(I'(N) — L'(\) M og AT(A) — L(\)).

Or une intégration par parties montre que

L) —I(A)

(74) ' ==3 log A

En remplagant dans 1’expression de N(\), on obtient:
N(A) = L(A)(2(I(X) — L(A)) + Alog AL'(N)).

Finalement, on a



. A(N) = 2(I(A) — L(\)) + Alog AL'(A)

et

1 —log A 12
B = S tog a0y = 20y (I (- LW) ’

cette derniere grandeur étant toujours strictement négative d’apres (73). 11
nous reste a étudier le signe de A()\). De (74), on tire que

L()) = Alog AT'(A) + I(\)

et en dérivant

L'(A) = Aog AI"(A) + (2 + log A)I'(N).

En reportant dans I'expression de A()), on obtient :
AN = AlogZ A\ "(N) +I'(N)).

Mais on a facilement que:

A" +T'(0) = %(AI’(A)):%(/I 1_3)\ydy>

Donc finalement, F'(\) est du signe de —L(\), ce qu’'on se proposait de
démontrer.
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