Tests d’Hypotheses

La problématique des tests statistiques se distingue de celle de |'esti-
mation par le fait qu’elle ne s’intéresse pas a la valeur exacte du para-
meéetre inconnu ; elle cherche a déterminer si le paramétre satisfait ou
pas certaines hypotheses données. A titre d'exemple, on peut consi-
dérer le cas d'un institut de sondage qui, disposant d'un échantillon,
souhaite faire certaines prévisions sur la probabilité qu'un candidat a
I’€lection batte les autres sans se préoccuper dans un premier temps
du chiffre exact de la cOte de sa popularité.

Exemple. Soit X une v.a. uniformément répartie dans l'intervalle
[a, 1], oU a est inconnu, mais on sait que 0 <a < 1. Disposant d'un
échantillon (z1,...,zn), On souhaite d’'établir une régle qui, en fonction
de celui-ci, décide :



— soit Hy : a=20
— soit H1 : a > 0.

Un stratégie qui se dessine irrésistiblement serait de se fixer un seuil
s et ensuite accepter Hp si le minimum de I'échantillon est inférieur
a s; si le minimum /e dépasse on rejette Hy en faveur de H;.

Quelle que soit la décision, elle peut comporter deux risques :

e Rejeter Hp, alors qu'elle est vraie (risque de premiére espéce).

e Accepter Hp, alors qu’elle est fausse (risque de deuxiéme espéce).

Il n"est pas possible de minimiser ces deux risques simultanément. La
meéthode classique consiste a favoriser Hg en fixant une borne a ne
pas dépasser pour l'erreur de premiére espéce : la probabilité du rejet
Hg, lorsqu’elle vraie ne doit pas dépasser un certain seuil «.



On peut, de facon tout a fait équivalente, considérer s =1 — «, Cce
qui est la probabilité d'accepter Hp, lorsqu’elle est vraie; c'est donc
le seuil de confiance que I'on accorde a Hgp. Traditionnellement, la
valeur de « est choisie dans l'intervalle. [0.01,0.1].

Définitions. Soit X une v.a. dont |la loi dépend d'un parametre
inconnu 6. Soit © I'ensemble des valeurs possibles que 6 peut prendre
(en général un sous-ensemble de ]R{k), appelé espace du paramétre. 1l
est divisé en deux sous-ensembles disjoints et non vides :

© =0gU0O;.

On associe alors a ces deux régions les hypotheses :



1. Hyg : 0 € ©¢ et
2. H : 0 € ©1.

Lorsque ©g se réduit a un seul &lément, I'hypotheése Hy est appelée
hypothese nulle.

Un test statistique dans ce contexte, est une stratégie associant a un
échantillon (z1,...,zn) une des hypothése Hgy ou Hy. C'est donc une
famille d'applications de R" dans I'ensemble {Hqg, H1}.

Le risque de premiere espéece et le risque de deuxieme espece se dé-
finissent, dans le cas général, par les deux probabilités données ci-
dessus. Un seuil o« a ne pas franchir pour le premier risque est imposé;
c’'est la probabilité maximale du rejet de Hg lorsqu’elle est vraie.
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La puissance d'un test, respectant le seuil «, est mesurée en termes
de probabilité du rejet de Hg, lorsqu’elle est fausse.

On peut remplacer la donnée de o par celle de =1 —«, appelé
niveaux de confiance de Hg.

Un test pour I'exemple précédent. Etant donné un seuil a & ne pas
dépasser pour le risque de premiere espece, cherchons une frontiere s
pour le minimum de I'échantillon. Rappelons que |la stratégie consis-
tait a retenir Hg si le minimum de I'échantillon ne dépassait pas s et
la rejeter sinon. Calculons alors la probabilité de son rejet, lorsqu’elle
est vraie. Celle-ci n'est que la probabilité pour que le minimum, dans
un n-échantillon de v.a. uniformément répartie dans l'intervalle [0, 1],
dépasse s; ce qui vaut (1 — s)™.



On en déduit que le risque de premiere espece est majoré par «, Si
(1-95)"<a.
Et pour cela le choix de s = 1 — al/" convient.

Quelques Tests Standard

Nous n'entrons pas ici dans une théorie des tests statistiques, et nous
nous suffirons dans la suite de l'introduction de quelques tests cou-
rants frequemment sollicités dans les inférences statistiques. Les théo-
remes, justifiant leur application, sont admis sans démonstration.

Test du Khi-deux d’Ajustement

Soit X une v.a. prenant valeur dans I'ensemble {a1,...,a;}. Nous vou-
lons tester I'hypothése nulle :



Hp : la distribution de probabilité est le vecteur p = (p(1),...,p(k))
contre I'alternative :
H : elle est différente du vecteur p.

Etant donné un échantillon (x1,...,xn), définissons la fréquence ob-
servée de a; par .

n
N@) =Y 1,1(z)), pourtouti=1,..k
=1
C'est la fréquence d'observations de a; dans I’échantillon. Dé&finissons,
par ailleurs, la fréquence relative de a; par .
N (¢)

fn(i) = —2%, pour touti=1,.., k.
n



Nous avons déja utilisé le vecteur f, comme estimateur standard du
vecteur de p de distribution. Introduisons maintenant une mesure
d’'écart entre les fréquences théoriques et les fréquences observées,
appelée Khi-deux d’ajustement, par .

[p(i) — fn(Z)]
Z p(2)

Xn(p7 fn

Nous avons alors :

Theoreme Sous I'hypothése nulle Hg, la suite x2(p, fn) converge en
loi, lorsque n — oo, vers une v.a. du Khi-deux a &k — 1 degrés de liberté.

Exemple. On a procédé a 120 lancers d'un méme dé. Les résultats
sont donnés dans le tableau suivant :



Face 1 2 3 4 5 6
Fréqguence | 14 | 16 |28 |30 |18 | 14

Ce dé est-il pipé? (On donnera la réponse avec un niveau de confiance
8 = 0.95).

Solution. Dans ce probléme, la v.a. prend valeurs dans {1,2,3,4,5,6}
et I'hypothése nulle Hg est celle de la distribution p;1 = py = ... = pg = %.
On calcule le Khi-deux d’'ajustement :

X2(p, fn) =~ 12.8.

Or, la table de la loi du Khi-deux indique que, pourle xy2a5=6-1
degrés de liberté, on ne doit pas dépasser la valeur de 11.1 au niveau
de confiance 0.95. On rejette donc I'hypothese d'uniformité du dég,
en retenant qu'il est pipé.



Remarque. Dans |'application du test d'ajustement du Khi-deux, il
faut veiller toutefois a ce que les fréquences théoriques np(i) ne soient
pas trop faibles, 5 étant considéré comme la limite inférieure tradi-
tionnelle. Si besoin est, on peut regrouper plusieurs valeurs dans une
seule classe, afin de réaliser cette exigence. Cette technique permet
d'appliquer ce test a toutes les v.a. discretes prenant valeurs dans un
ensemble fini ou infini.

Test du Khi-deux d’'Indépendance

Soient X et Y deux v.a. prenant valeurs dans les ensembles {aq,...,a.}
et {b1,...,b;} respectivement, ou k et [ sont deux entiers positifs quel-
conques (distincts ou égaux). En dehors de cette confirmation, rien

n'est connu sur ces v.a.
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Nous souhaitons tester I'hypothese :

Hy : X et Y sont indépendantes

contre |'alternative :

Hy : elles ne sont pas indépendantes.

Disposant d'un échantillon d'observations du couple (X,Y) :

((3717 y1)7 (.CCQ, y2)7 ooy (acn, yn))a

on définit les fréquences observées conjointes et marginales dans
I’échantillon par :
e Nj=>"7_4 1{(ai,bj)}(afhvyh)? c'est la fréquence d'observations du

couple (a;, b;).
o M;=>171"_1 ]{{az_}(azh) . c'est la fréquence d'observations de a;.

o Li=>7_4 l{bj}(yh) , c'est la frequence d'observations de b;.
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Ces fréequences sont dites relatives lorsqu’on les divise par la taille n de
"échantillon. Désignons-les par N;;, M] et L respectivement. Si I'on
retient I'hypothése d’indépendance, N;; doit étre “proche” de M;.L’.
Introduisons maintenant une mesure d’'écart entre les fréquences ob-

servées et ces produits, appelée Khi-deux d’'indépendance, en posant :

xn(N',M'LY) = ny’
1y

2
/ ! 1/
kLN - ML
/
i=1=1 Ny

Nous avons alors :

Théoréme. Sous I'hypothése d’indépendance (Hyp), la suite x2(N’/, M'L’),
introduite ci-dessus, converge en loi, lorsque n — oo, vers une v.a. du
Khi-deux a (kK —1)(l — 1) degrés de liberté.
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Exemple (J. Istas). 300 conducteurs sont classifiés suivant leur age
et le nombre d’'accidents qu’ils ont subis pendant les deux derniéres
années. Les résultats sont donnés dans le tableau suivant :

Age / Nombre d'accidents | O |1 ou 2 |3 ou plus
<21 8 23 14
[22, 26] 21 42 12
> 27 71 90 19

L'dge des conducteurs et le nombre d'accidents subis sont-ils in-
dépendants? (On donnera la réponse avec un niveau de confiance
8 = 0.95).
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Solution. Il s'agit de tester I'indépendance de deux v.a. (I'age et le
nombre d'accidents). Le théoréme précédent s’applique avec k = [ = 3.
On calcule alors le Khi-deux d'indépendance. 1l vient x2(N/, M'L") =~
16.51. Nous sommes donc ramenés a rejeter I'hypothese d'indépen-
dance (Hp) au niveau de confiance 0.95. En effet la table de la loi de
Khi-deux indique que, pour le y2 de 4 = (3 —1) x (3 —1) degrés de
liberté, on dépasse la valeur 9.48 avec une probabilité < 0.05.

Test de Student

Le probléme de décider si I'espérance d'une v.a. normale, est &gale
Ou pas a une grandeur donnée se pose souvent en statistique. Dans
la suite, nous considérons une v.a. X normale d'espérance u et de
variance o, toutes deux inconnues. On se donne une valeur a.
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Nous voulons tester :

Ho i p=a
contre l'alternative :
Hqi : p # a.

Désignons par X, et S, les estimateurs standard de u et de o respec-
tivement. Posons

Nous avons alors :
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Théoreme

e Sous |'hypothése Hp, on a Z, = /n
Student a n — 1 degrés de liberté.

e Sous I'hypothése Hy, on a Z, = \/n Xg;“ + /n “51“ et Z, croit en
valeur absolue avec n.

Xg;“ et Z, suit une loi de

On en déduit alors la régle de décision suivante. Soit o le seuil de
risque de premiere espece a ne pas dépasser. Alors on calcule Z,,. Soit
ta/Q(n — 1) la valeur dont la probabilité de dépassement dans la loi de
Student @ n — 1 degrés de liberté vaut «/2. Alors :

1. Si |Zn| ne dépasse pas ¢, »(n — 1), alors on choisit Hp.

2. Sinon on choisit Hy.
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Remarques

1. Le test précédent n’est pas un test asymptotique et peut s'appli-
quer aussi pour des valeurs relativement peu élevées de n.

2. Si n tend vers l'infini, la loi de Student a n degrés de liberté tend
vers une loi normale centrée-réduite. Traditionnellement, lorsque
n > 30, on remplace I'écart dans la loi de Student par celui dans
dans la loi normale.

3. Si nous voulons tester Hpy : "u <a' contre l'alternative H;
"u>a', la région d'acceptation de Hp sera :
X 1y2n
n €] =00, att,(n— >\/—H]

De facon similaire, on peut tester Hg : " > o’ contre |'alternative

H :11 1!.
1= pu<a 17



Exemple (J. Istas). Un fabricant de piles électriques affirme que la
durée moyenne du matériel qu’il produit est de 170h. On préléve un
échantillon de 30 piles et on observe une durée de vie moyenne de
155h et une variance empirique S = 30h?. Que peut-on penser de la
confirmation du fabricant (en supposant que la durée de vie est une
v.a. normale d'espérance et de variance inconnues) 7

Solution. Soit p l'espérance de la durée de vie d'une pile. D'apres
le théoréme précédent, /30 % suit une loi de Student ¢(29). Un
calcul simple donne la valeur approximative —2.74 a cet écart. Or,
suivant une table de la loi de Student, pour un seuil o = 0.02, t(29)
ne doit pas dépasser en valeur absolue 2.518. Il y a donc une bonne
raison pour rejeter I'affirmation du fabricant.
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Right tail areas for the Chi-sguare Distribution
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t table wwith right tail probabilities
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