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un 7 points Questions(Justi�er vos réponses)1. Dans un lan
er d'un dé équilibré, les événements A, B et C sont dé�nis par :

A = {1, 2, 3}, B = {1, 4, 5} et C = {1, 2, 4, 6}.Montrer que A et C d'une part et B et C d'autre part sont indépendants. Peut-on en déduireque A ∪ B et C sont aussi indépendants ?2. On suppose de nouveau que A et C d'une part et B et C d'autre part sont indépendants. Et 
ettefois, on introduit l'hypothèse supplémentaire que A et B sont disjoints. Peut-on alors a�rmerque A ∪ B et C sont indépendants ?3. Soit X1,X2, ...,Xk une suite de k > 0 v.a. indépendantes normales et soit b une 
onstante réelle.On suppose que 
haque v.a. Xi est de type N (µi, σi) (i.e. normale d'espéran
e µi et d'é
art-type
σi). Quelle est distribution de la v.a. Y =

∑

16i6kXi + b ?Solution1. On a Pr(A) = 1
2 , Pr(B) = 1

2 , et Pr(C) = 4
6 = 2

3 . Par ailleurs A ∩ C = {1, 2} et B ∩ C = {1, 4}et, don
, Pr(A∩C) = 1
3 et Pr(B ∩C) = 1

3 . On en déduit fa
ilement Pr(A∩C) = Pr(A)Pr(C)et Pr(B ∩ C) = Pr(B)Pr(C). D'où l'indépendan
e A et C et 
elle de B et C.Mais A∪B et C ne sont pas indépendants. En e�et, on a (A∪B)∩C = {1, 2, 4} et sa probabilitévaut 1/2. Or 
ette probabilité est di�érente de Pr(A ∪ B) × Pr(C) = 5
6 × 2

3 .2. Si l'on introduit l'hypothèse supplémentaire que A et B sont disjoints (
e n'est plus le 
as del'exemple pré
édent, puisque la fa
e 1 se trouve dans l'interse
tion), on a :
Pr(A ∪ B) × Pr(C) = [Pr(A) + Pr(B)] × Pr(C) = Pr(A)Pr(C) + Pr(B)Pr(C).L'indépendan
e de A et C et 
elle de B et C permettent de mettre 
ette dernière expression sousla forme :

Pr(A)Pr(C)+Pr(B)Pr(C) = Pr(A∩C)+Pr(B∩C) = Pr((A∩C)∪(B∩C) = Pr((A∪B)∩C).D'où, l'indépendan
e de A ∪ B et C.
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3. Puisque la somme des v.a. normales indépendantes est une v.a. normale d'espéran
e égale à lasomme des espéran
es et de varian
e égale à la somme des varian
es, ∑

16i6kXi est une v.a.de type N (
∑

16i6k µi,
√

∑

16i6k σi
2). Finalement le rajout de la 
onstante b ne fait qu'ajou-ter la 
onstante à l'espéran
e de la v.a. somme. Don
, la v.a. Y est de type N (

∑

16i6k µi +

b,
√

∑

16i6k σi
2).Choisissez 2 exer
i
es parmi les 3 exer
i
es proposésExer
i
e 1. Soit X une v.a. dis
rète, prenant des valeurs entières positives, ave
 les probabilités :

P (X = n) = np2(1 − p)n−1, n = 1, 2, 3, ...ave
 0 < p < 1.1. Prouver que P est bien une distribution de probabilité. On rappelle que, pour x de valeur absoluestri
tement inférieure à 1, on a ∑

∞

n=0x
n = 1

1−x
.2. Cal
uler la fon
tion génératri
e de X.3. En déduire l'espéran
e de X.Solution1. En dérivant l'équation ∑

∞

n=0x
n = 1

1−x
par rapport à x, on remarque qu'on a : ∑

∞

n=1nxn−1 =
1

(1−x)2
. Nous avons par ailleurs :

∞
∑

n=1

P (X = n) =
∞

∑

n=1

np2(1 − p)n−1 = p2
∞
∑

n=1

np2(1 − p)n−1.En prenant x = 1 − p, il vient :
∞
∑

n=1

P (X = n) = p2 ×
1

(1 − (1 − p))2
= 1.2. La fon
tion génératri
e de X est donnée par :

G(z) = p2
∞
∑

n=1

n(1 − p)n−1zn = zp2
∞

∑

n=1

n [(1 − p)z]n−1 .La somme à 
al
uler est en
ore de la forme ∑

∞

n=1nxn−1 ave
 x = (1 − p)z et, don
 :
G(z) =

p2z

[1 − (1 − p)z]2
=

p2z

(1 − qz)2
,ave
 q = 1 − p.3. Pour fa
iliter le 
al
ul de la dérivée, on é
rit G(z) = p2z(1 − qz)−2. On a alors :

G′(z) = p2(1 − qz)−2 + 2p2qz(1 − qz)−3.En posant z = 1 dans G′(z), on obtient l'espéran
e de X :
EX = G′(1) = p2(1 − q)−2 + 2p2q(1 − q)−3 = 1 +

2q

p
.
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Exer
i
e 2. On suppose que la durée de vie d'un individu est une v.a. de densité :
f(t) =

{

ct2(100 − t)2 si t ∈ [0, 100]
0 sinon1. Déterminer c pour que f soit une densité de probabilité.2. Cal
uler l'espéran
e de T .3. Quelle est la probabilité pour qu'un individu ait une durée de vie entre 50 et 80 ans ?Solution1. Nous avons f(t) = c(10000t2 − 200t3 + t4). On en déduit :

∫ 100

0
f(t)dt = c

[

10000t3/3 − 50t4 + t5/5
]100

0
= c(1010/3 − 1010/2 + 1010/5) = 1010 × c ×

1

30
.Pour que 
ette intégrale vaille 1, il faut que c = 3 × 10−9. Dans la suite c aura 
ette valeur.2. Nous avons :

ET =

∫ 100

0
tf(t)dt = 3×10−9

[

10000t4/4 − 40t5 + t6/6
]1

0
00 = 3×10−9×1012(1/4−2/5+1/6) = 50.3. La probabilité pour avoir une durée de vie dans l'intervalle [50,80℄ vaut :

Pr(50 < T 6 80) =

∫ 80

50
f(t)dt = c

[

10000t3/3 − 50t4 + t5/5
]80

50
≈ 0.44208.Exer
i
e 3. Dans 
ha
un des programmes suivants 
haque appel de rand retourne, indépendammentdes autres appels et de l'environnement, une v.a. uniformément répartie dans l'intervalle réel [0, 1].

• P1 : X=rand()+2*rand()
• P2 : X=3*rand()
• P3 : X=rand()+rand()+rand()(+ et * sont interprétés 
omme l'addition et la multipli
ation des réels.)1. Dire et justi�er, sans faire le 
al
ul, pour 
haque 
ouple de programmes s'ils retournent la mêmev.a.2. Donner la densité de la v.a. X retournée par P1 ; elle a une expression simple dans 
ha
un desintervalles [0, 1], [1, 2] et [2, 3] et s'annule en dehors de 
eux-
i.3. Cal
uler l'espéran
e de X retournée par P1.Solution1. Les trois programmes renvoient des variables aléatoires distin
tes. En e�et, si Y est une v.a.,la somme de deux o

urren
es indépendantes de Y n'est pas en général identique à la v.a. 2Y .Notons que 
ela ne prouve pas que les trois v.a. sont di�érentes ; le raisonnement met en éviden
ele fait qu'elles sont dé�nies di�éremment.2. Pour le programme P1, la v.a.X est la somme de deux v.a. indépendantes, la première étantuniformément répartie dans [0,1℄ et la se
onde uniformément répartie dans [0,2℄.Ces deux v.a. sont de densités 1[0,1](x) et 1

21[0,2](x) respe
tivement. D'après une proposition surla densité de la somme de deux v.a. indépendantes (
f. 
ours9, page 10), X est de densité :
fX(z) =

∫ +∞

−∞

1

2
1[0,2](z − x) 1[0,1](x)dx.L'expression à intégrer vaut 1, ssi 0 6 x 6 1 et 0 6 z − x 6 2. Sinon elle vaut 0. Mais z prenddes valeurs dans [0,3℄ et, suivant sa valeur, on a un des 
as suivants :� Pour 0 6 z 6 1, les inégalités sont satisfaites ssi 0 6 x 6 z. Don
 la densité vaut fX(z) =

1
2 [x]z0 = z
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� Pour , les inégalités sont satisfaites ssi . Don
 la densité vaut X
2 [x]0 = 2 .� Pour 2 6 z 6 3, les inégalités sont satisfaites ssi z − 2 6 x 6 1. Don
 la densité vaut
fX(z) = 1

2 [x]1z−2 = 1
2 − z−2

2 = 3
2 − z

2 .� En dehors de 
es 3 intervalles, la densité s'annule.3. On peut 
al
uler l'espéran
e de X par la méthode standard en faisant la somme des intégralesde z fX(z) sur les 3 intervalles. Le résultat sera 3/2. Une méthode beau
oup plus simple est demultiplier l'espéran
e de la v.a. uniformément réparties dans [0,1℄, i.e. 1/2, par 3. En e�et X estla somme de 3 v.a. de 
e type et l'espéran
e de la somme est la somme des espéran
es (queles v.a. soient indépendantes ou pas). Puisque 
e dernier raisonnement s'applique aux autresprogrammes, on en déduit que l'espéran
e de X dans 
ha
un des trois programmes vaut 3/2.
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