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Graphes scindés (Split graphs)

Définition

Un graphe G = (V, E) est un graphe scindé (en anglais : "split
graph”) si et seulement si il existe une partition de V = SUK telle
que S est un stable et K une clique.
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Graphes scindés (Split graphs)

Théoremes

» G est un graphe scindé < G est un graphe scindé.

» Soit G un graphe scindé dont les sommets ont été
partitionnés en un stable S et une clique K. Exactement une
de ces conditions est vérifiée :

1. |S] = a(G) et |K| = w(G). Dans ce cas, la partition
stable/clique est unique.

2. |S| = a(G) et |K| =w(G) — 1. Dans ce cas, il existe x € S tel
que K U {x} est une clique.

3. |S] = a(G) —1et |K| =w(G). Dans ce cas, il existe y € K tel
que SU{y} est un stable.
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Graphes scindés (Split graphs)

Preuve du deuxieme théoreme

On a |S|+ |K| =|V]. On a également |S| < a(G) et |K| < w(G).

Donc o G) +w(G) > |V].

Rappel : une clique et un stable ont au plus un sommet en
commun.

Soit S’ un stable de taille a(G) et K’ une clique de taille w(G).
Si "N K =1, alors a(G) + w(G) < |V] et donc

a(G) +w(G) = |V|.

Si "N K" ={x}, alors a(G) + w(G) < |V| + 1.

Donc |V| < o(G) +w(G) < |V|+1.
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Graphes scindés (Split graphs)

Preuve du deuxieme théoreme - suite

1* cas : o(G) + w(G) = | V|

IS| < a(G) et |K| < w(G).

|S|+ |K| = |V|, donc |S| = |V| — |K], donc |S| > |V| — w(G).
Donc |S| > a(G) + w(G) — w(G), donc |S| > a(G).

Donc |S| = a(G). De méme on montre que |K| = w(G).

Unicité de la partition :

Supposons qu'il existe une autre partition S’ U K.

Soit {x} =SNK'et{y}=5nNK.

Si xy € E(G), alors {x} U K est une clique. Or sa taille est égale a
w(G) +1 — Impossible.

De méme, si xy ¢ E(G), alors {y} U S est un stable. Or sa taille
est égale a o(G) + 1 — Impossible.

Donc la partition est unique.
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Graphes scindés (Split graphs)

Preuve du deuxieme théoreme - suite

2¢cas: a(G)+w(G)=|V|+1

Si |S| < a(G) alors |[K| = |V|—|S] > | V] — a(G).

K| > a(G) +w(G) —1—a(G)

|K| > w(G) — 1. Donc |K| = w(G) Donc

S| = V[ = IK| = (6) +w(6) =1 —w(G)

Donc |S| = a(G) — 1. Soit S’ un stable de taille a(G).

S'N K ={y} et tous les autres éléments de S’ sont dans S.
Donc S U {y} est un stable.

Méme raisonnement si |K| = w(G) — 1 et |S| = a(G).
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Graphes scindés (Split graphs)

Théoréme

Soit G = (V, E) un graphe non orienté. Les conditions suivantes
sont équivalentes.

1. G est un graphe scindé.
2. G et G sont des graphes triangulés.

3. G ne contient pas de sous-graphe induit isomorphe a 2K, Cy
ou C5

Remarque : 2Ko = G4 et G5 = G
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Graphes scindés (Split graphs)

Preuve du théoreme

1) =2)

Soit G = (V, E) un graphe scindé.

Soit C un cycle de G. Si C est de longueur > 3, alors il possede au
moins deux sommets non consécutifs dans K. Donc C possede une
corde. Donc G est triangulé. Comme G est aussi un graphe scindé,
il en est de méme pour G.

2) = 3)

Comme G est triangulé, il ne peut contenir de sous-graphe
isomorphe 3 C4 ou Cs. Comme il en est de méme pour G, G ne
peut contenir de 2K5.
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Graphes scindés (Split graphs)

Preuve du théoreme - suite

3)=1)

Soit K une clique maximum de G = (V, E) telle que S = V\K
contienne un minimum d’arétes. On va montrer que S est un
stable.

Supposons qu'il existe deux sommets x et y dans S tels que

xy € E.

Si I'un des deux sommets x ou y est voisin de tous les sommets de
K, alors K n'est pas maximum.

S'il existe un sommet z dans K tel que ni x, ni y ne soient
adjacents a z, et que x et y soient voisins de tous les autres
sommets de K, alors K U {x,y}\{z} est une clique de taille
strictement plus grande que K, ce qui est impossible.

Donc il existe deux sommets distincts u et v dans K tels que
xu¢ Eetyv¢E.
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Graphes scindés (Split graphs)

Preuve du théoreme - suite

Comme G est sans 2Kj, alors soit xv € E, soit yu € E. On ne peut
avoir les deux car sinon x, v, u, y forme un C4. On suppose donc
que yu € Eetxv ¢ E

Pour tout sommet w de K\{u, v}, ona:

1. sixw ¢ E et yw ¢ E, alors G posséde un 2K, formé par
{x,y,v,w}, ce qui est impossible;

2. sixw € E et yw ¢ E, alors x, w, u,y forme un Cy, ce qui est
impossible ;

Donc si yu € E et xv ¢ E, alors y est adjacent a tous les sommets
de K\{v}. Donc K" = KU {y}\{v} est une clique de méme taille
que K.
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Graphes scindés (Split graphs)

Preuve du théoréme - suite et fin

Comme Gy\ i n'a pas moins d'aréte que Gk, et que x est
adjacent a y, mais pas a v, il existe t # y dans V\K tel que t est
adjacent a v, mais pas a y.

tx € E, sinon {t,x,y, v} forme un 2K>.

tu ¢ E, sinon {t,x,y,u} forme un Cy.

Mais on a alors {t,x,y, u, v} qui forme un Gs.

Donc Gy k est un stable et donc G est un graphe scindé.

Corollaire

Les graphes scindés sont parfaits.
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