I"algorithme du simplexe

Algorithme efficace pour résoudre des problemes
programmation linéaire

(ou de trouver qu’il N’y a pas de solution)
Beaucoup utilisé et reussit sur les problemes “reel

Théoriquement trop lent pour des problemes tres
bizarres
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'id ee de base (gometrigue)
Choisir une solution réalisable de base (somm
du polytope)

Si la fonction objective a une valeur supérieure
un sommet voisin, aller a ce sommet

Répéter (tant que possible...)
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Pourquol ca marche?

Chaqgue aréte parcourue augmente la fonction
objective: donc pas de boucles

Le nombre de sommets est fini: donc terminaison
garantie

Pas de maximaux locaux qui ne sont pas de
maximaux globaux: donc I'algorithme ne peut se
terminer gu'a une solution optimale (s’il y en a)
Comment est-ce que ca s’arréte?

Aucun sommet voisin avec une valeur supérieure (
On a trouve la valeur optimale (si elle existe)
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C’est quol, un sommet voisin?

Le sommet actuel est determiné pagquations

Une aréte du polytope qui passe par ce somm
est déterminée par — 1 parmi elles

Un voisin est donnée par les— 1 et une
nouvelle équation

Un ensemble de — 1 des equations actuelles €
une nouvelle peut échouer (aucune solution ol
plusieurs solutions ou pas réalisable ou valeur
ameliorée)
Sur une aréte il n’y a que deux solutions de ba
réalisables
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Un tr es petit exemple de parcours

iteratif calcule de facon nave

Deux variables:; et xs

Deux contraintes expliciteSx; + 22, < 30
—2513‘1 + T9 S 8
les2 contraintes implicitesz, x9 > 0

2 = — 3x1 + 219 @ maximiser.

La solution de base; = 2, = 0 est réalisable avec
2z = (. Les solutions voisines sont obtenues en
supprimant une des équatians= 0 ouz, = 0 et en
ajoutant une des equations

31+ 229 = 300U—2x1 + 29 = 8
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Donc quatre possibilités:
r1 =0, 3z1 4+ 229 = 30: 9 = 15 n'est pas
réalisable.

r1 =0, —2x1+29 = 8. 2o = 8 réalisable ave:
z = 10.

ro =0, 3x1 +2x = 30: 27 = 10 realisable avet
z = —30.

o =0, —2x1+x9 = & 11 = —4 n'est Pas
realisable.
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On continue de la solution:

r1 =0, —2x1+x9 = &, 2z =16.

Supprimer une des équations:

513‘1:0, —25171—|—5172 = &

Ajouter une equation choisie parmi

xo =0, dx;+ 2x = 30

En fait on ne trouve qu’'une nouvelle solution:
3r1 + 209 = 30, — 221 +2x9 = 8.

r1 = 2, 19 = 12 réalisable avee = 18, donc une
amelioration.

Et ainsi de suite (mais pour ce petit exemple il N’y ¢
plus de possibiliteés d’améelioration).
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Impressionnant?

Non ! On a fait 3 itérations et pour chaque itéeration
calcule 4 voisins; donc 12 sommets calculés

sur les 6 qui existent!

Mais pour un exemple de taille raisonnable c’est
mieux :

10 variables et 10 contraintes explicites : 184756
sommets

Si I'algorithme prend 40 itérations (un peu
pessimiste), on n’en calcule que

40 x 10 x 10 = 4000.

(Et on va voir que le vral algorithme fait encore mo
de calcul)

Plus la taille du probleme est élevée, plus cette
meéthode gagne par rapport a la méthode tres naiv
calculer toutes les solutions de base.
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LC Viadal aAlyoriairne uu oSilitl-
plexe de Dantzig

Calcul beaucoup plus vite d’'un bon voisin

On considere d'abord le cas 0, 0, ..., 0) est une
solution de base réalisable et I'algorithme part de |
On va supprimer une seule des équations- 0; donc
cette variabler; va devenir positive et les autres
resteront nulles. Donc, il faut choisir une variable ¢
coefficient positif ern:.

En choisir une (peut-étre mais pas forcément celle
coefficient le plus élevé?)

Chaque contrainte avec un coefficient > 0 donne
une borne supérieure sur la nouvelle valeurgde
Choisir la plus petite de ces bornes; c’'est la contra
gu’il faut rajouter.
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Efficacité ameliorée
Une manipulation simple algébrigue (le pivotage)
remet le programme dans une forme ou la nouvells

solution de base e¢b, 0, ..., 0) pour un choix
different de variables, ce qui permet de continuer c
méme facon.
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LJCUAX FTODICITICS avel
I'algorithme du simplexe

(1) Amelioration nulle

Comment? Sile nombre d’équations des contraint
verifiees a une solution est supérieurne. a

Une itération jette une contrainte et en ajoute une
autre ; ca peut donner la méme solution.

Et I'algorithme pourrait boucler (méme point ;
ensembles différents d’equations).

Pourguol ne pas jeter les contraintes inutiles?
Trop difficile de les trouver!

Un programme robuste doit étre capable de traiter
cas.

Et une regle simple suffit: a chaque choix (colonne
ligne du pivot), choisir la premiere variable possible
pour sortir ou entrer.
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Trouver une solution de base pour
commencer

Modifier le probleme de sorte que le nouveau
problemeaquxiliaire aie une solution de base
triviale et une solution optimale du nouveau
probleme soit forcément une solution réalisabl
(de base) de I'ancien ;

Résoudre ce nouveau probleme par
I'algorithme du simplexe !

Enfin commencer a résoudre le vrai probleme.
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Pour construire le nouveau probleme:

Ajouter une nouvelle variable, disopgavec
y > 0)
Remplacer toute contrainté: < const par

lin —y < const (et transformer dans la
forme canonique)

Il existe une solution réalisable de base ave
n + 1 égquations verifiees

Minimisery (maximiser—y) ; si le résultat es
nul, on a trouvé une solution réalisable de

base de I'ancien probleme ; sinon il N’y en ¢
pas.
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