
���������	��
�
������

� �������������������� �!#"%$'&�()��

*�
+-,/.1032 46587�495;:�4<2 587�495>=@?�5948A37<B�C B�DE2 56=;F�=G58HI56=KJ>L'5NMPO ,RQS.UTWVUX3Y8Z�[
\^]1_3`a�b%`dc�` .fe@C D�B3Lg2 J6A3H;2 hi�5je�k�l37�49m95
nRo#p ` .rqtsul37vk�2 58L�Y�Z8Z�w�x%y9q�A n a�_3z` .r{�A
|^}#~<�����8��6� l3ivJ�B3Lg2 =Gm6=
�j��� ������������� B�7<=�2 58i3L��#B��<=�B�7

��� � � }�����6���
|��8�@� �6��� �8� � �����E� � ��� � �8�����8���@��� � � � � ��� �����8���6�8� � � � �#���@��� � �%~v�>� � ���1���t��}�8�����8�3~9���� ���t��}*����� � }��6�������E��U���¡~9���E� �
¢�£#¤�¥�¦#§t¨�¥E©#ªr«E¥�§ �<�j�#�8�#¬�~9����� � �U £�¦r®P¯�¥ ���j° §�±%«Pª  �������� � }����@�#��� � }��'��>�8� � �U��� � �1²'���@��}�����³�� �>��� �8��´�����~9���t�<�µ� � }��'�¶ }�� ©¦%¤·v¸¹µ~ � � � ���8�-��¬��E²�´�}
� ¸ ������º�}��%~v�>��}�� � }*}�²����8�����»�P����~¼�#����¬ � � � ����½�� � �8�N ���1��� � }����¾�#��� � }�����>��� � �N��� � �;²'��� � ��~��'�����N�#�¿�#�8�#¬À� �6��� ����<�¾ ��� � �<�>}�� � ����� � �E�f�>��²��8�N�#�8�#¬R� �6��� �8�;�>}���N���#�8��>�g ����8� ¶ ���8����º�} � �������¾���8���8�;�3�E²���� � � ·v¸
Á ±�©r®3ªr«3±�©Â« ° ¥E©#ªr«3Ã�¦�¥UÄ>¢�£#¤ÆÅµÇ9È@¨É£�§Ê#§�¥�Ë*ª*§rÌ1¨�Ê�±*±#¤¥�¥�©° ¥�Ê*¦#ª
ÍE¥#¤±�©ÎÃ�¦�¥

®E£�ÍÏÅ*Ð�©*¦%¤Ñ±�¦ÂÈ�Ð�©¦%¤j¨Ò§�¥�ª#±�¦#§©�¥�Å#Ð�È
®E£�ÍÏÅ%ÓUÔG¢�£#¤�¥�¦#§tÕ�Ð#È�ÓUÔG¢*£#¤�¥�¦*§I¨¿§�¥�ª�±E¦#§©�¥ Á £�¦#Ö
®E£�Í×Õ9« ° ¥�©#ª�«3Ã�¦�¥UÄ�Å�ÓUÔ  £�¦�®P¯�¥UÇ9È*ÓUÔ  £E¦�®P¯#¥%Ì�¨�§�¥�ª�±E¦#§©�¥ Á £�¦#Ö
£E¦#ª*§�¥PØ�¥�©#ªÑ§�¥�ª�±�¦#§©�¥Ù« ° ¥�©*ªr«3Ã�¦�¥1Ä>Å�ÓUÔ ° §�±�«PªjÇ6È�Ó�Ô ° §�±�«�ªrÌ

Á «�©rÍ�¥#¤�±�©�Ã�¦�¥
Á «�© Á ±�©�®3ªr«E±�©

��� ¸ �����Éº�}��%~v�>��}��Ú�P���8~-��� � � � ����½�� � ���@��� � }�����>�8� � ��� � ��²g� � ��~<�����)�fÛ ���Ú� �>��� ���@���Ü ����~�}������ � ���'�Ò�����d~�} � ������#�8��>�g ��������¼²ÝÛ � �6��� � � }�����>�¼�<� � �<�6}�� � ���Þ��� � }��'��6��� � ��� � �;²�� � ��~<�������#�»~<�����6�»~<} � �'� ¸
Á ±�©r®3ªr«3±�©ß®�±�Ër«E¥UÄ>¢�£*¤àÅt¨É£�§Ê#§#¥�Ë#ª*§rÌ�¨Ü£�§Ê#§#¥�Ë#ª*§
¢#£�§Â®�±�Ë;¨-£�§Ê*§�¥�Ë#ª*§já° ¥�Ê*¦#ª
Í*«�Å*Ð�©*¦%¤â£#¤±�§�Íà§�¥�ª�±E¦#§©�¥�©¦%¤ Á «�©rÍ#«�á
£*¤*¤±�¦�¥�§jÄ�®�±�ËrÌ�á
®E±�ËrÓUÔG¢#£#¤¥�¦#§I¨�ÐÅ�Ó�ÔG¢#£#¤�¥�¦#§@á
®E±�ËrÓUÔ  £�¦r®P¯�¥j¨�Ð%®�±3Ëf«3¥UÄ�Å�ÓUÔ  £E¦r®�¯�¥%Ìfá
®E±�ËrÓUÔ ° §�±%«Pªt¨GÐ%®�±�Ë�«E¥1Ä>Å�ÓUÔ ° §�±�«Pª�Ì�á
§#¥�ª�±�¦#§�©�¥Î®�±�Ë
Á «�© Á ±�©�®3ªr«E±�©

ãä� å � }�����6���
æ¾��� ��� }#~��8�#� � � � ��~<� � ���������E²��8�E�>}�� � � ÅjÄv¤�çfÇGè�çfÇ9¤éUÇ�è�é%Ì �>��~�}�� � } � �>�¼~<}�������ê
Í#«Ñ¤�ç�Ð#ëÚ¥�ªì¤é�Ð#ëÚ£#¤±�§�Í�§�¥�ª�±�¦#§©�¥ Á «�©rÍ*«�á
Í#«Ñ¤�ç�Ð#ëÚ£#¤�±�§�Ííè�ç�¨GÐ#ë Á «�©rÍ#«�á
Í#«Ñ¤éÐ#ëÚ£#¤�±�§�Ííè�éµ¨GÐ#ë Á «�©rÍ#«�á
Å�£�¦�Í�¥îË�±�¦#§â¦*©�¥ ° ¦*§�ï*¥â£#¤ï£�ª�±%«P§#¥Ñ£�¢�¥�®Ï¥�Í�Ë�ï�§�£�©�®�¥ðÄ�Ø�±�ñ�¥�©*©�¥%Ì ° ¥òç3ó1Ä�è�ç�ô�è�é%Ì�á
£�¢�¥�®�Ë*§�±�Ê�£�Êr«�¤�«Pª�ïíè�ç3ó1Ä�è�ç�ô�è�é�Ì Á £%«�§�¥ÑÅjÄv¤�ç�õ#çfÇ�è�ç�ôrçfÇ9¤é@Ç�è�é�Ì
£�¦#ª§�¥PØr¥�©*ªöÄ ° ±�©�®î£�¢�¥�®àË#§�±EÊ�£�Êf«�¤�«Pª�ïàè�é#ó1Ä�è�ç8ô�è�é%Ì*Ì Á £%«P§#¥ÏÅjÄv¤�çfÇGè�çfÇ9¤é�õ�çfÇ�è�é�ôfç�Ì�á
§�¥�ª#±�¦#§©�¥Uá
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ú �-�������^~��E²g~<��²'� � ²g�¡�>}������Þ�8�R��}3û��������¼�#���N�#� � �����N�#���>}��#�>���;²'��� � �E�%�����t ������� ÅjÄ�çPë*ë@Ç�çrÇ�çPë*ë@Ç8ç�Ì �����¾� ��� �8²'� ¸
� ¸ |^}������ � ����� � ��~<� �6� ����~�� � }�� � ~��<�>�>�¼��}������¼��}3û����������������;²'�»~8���;´������ � ��²r��Û ���À� ��� �8² ÅjÄ>ÖfçfÇ�ñ�çfÇ�Ö�é@Ç�ñ�é�Ì

T (0, y1, 0, y2) = 0
T (x1, y1, 0, y2) = 1/y1 + T (x1 − 1, y1 + 1, 0, 0)
T (0, y1, x2, y2) = 1/y2 + T (0, 0, x2− 1, y2 + 1)
T (x1, y1, x2, y2) = 1/(y1+y2)+(y1∗T (x1−1, y1+1, x2, y2)+y2∗T (x1, y1, x2−1, y2+1))/(y1+y2)��� ¸ |^}������ � ����� ��� }*~��8�#� � � � }�� � ~���²�~���²�� � ²g���>}������¼�#���¡�����#���¼�8�R���>��²'�g�>����¾²�� ��� }�´ � �����¡�E�>��}��Ü�#û*�������� ��� ¸
Ë*§�±�®�¥ ° ¦#§�¥îü�ý#þ*ü@Ä8Ì
¢#£�§Úÿt¨Gª�£�ÊµáÀó��î¦©Ùª#£�Ê%¤¥*£E¦ÂÍP¦ Á*Á «�Í�£PØ*Ør¥E©#ª  §�£�© ° ��ó° ¥�Ê*¦#ª
Ë�±�¦#§âñ�ç�£#¤*¤£E©#ª ° ¥ÎëÙ£òçPërçÆË�£�§âË�£�Í ° ¥òç Á £%«P§�¥

Ë�±�¦#§Úñ�éÎ£#¤*¤£�©*ª ° ¥ÙëÎ£òçPërç�Ë�£�§ÚË�£�Í ° ¥òç Á £%«P§�¥
ÿ��Gë�����ñ�ç�����ë����Kñ�é��I¨�Ð#ë

Á «�©*Ë�±�¦*§
Á «�©*Ë�±�¦*§µá
Ë�±�¦#§âÖÂ£*¤*¤£�©#ª ° ¥ÎëÎ£ðç�ë*ëÏË�£�§âË�£�Í ° ¥ ç Á £%«P§�¥

Ë�±�¦#§Úñ�ç�£#¤*¤£�©*ª ° ¥ÙëÎ£òçPërç�Ë�£�§ÚË�£�Í ° ¥òç Á £%«P§�¥
Ë�±E¦#§Úñ�éÙ£*¤*¤£�©#ª ° ¥ÎëÙ£ ç�ërç�Ë�£�§âË�£�Í ° ¥ ç Á £%«P§�¥

ÿ���Ö�����ñ�ç	�
��ë�����ñ#é��µ¨�ÐrçPó�ñrç)ôÎÿ���Örõ#ç	����ñ�ç8ôfç	����ë��
��ë��
ÿ���ë�����ñ�ç	�
��Ö����ñ#é��µ¨�ÐrçPó�ñ*éàôÎÿ���ë��
��ë�����Ö�õ�ç	����ñ#é�ôfç��

Á «8©*Ë�±�¦#§
Á «�©*Ë�±�¦*§

Á «�©*Ë�±�¦*§µá
Ë�±�¦#§âÖ�ç�£#¤*¤£E©#ª ° ¥òçî£òçPë*ëÑË�£�§âË�£�Í ° ¥òç Á £%«P§�¥

Ë�±�¦#§ÚÖ�éÎ£#¤*¤£�©*ª ° ¥ ç�£òçPë*ëÏË�£�§ÚË�£�Í ° ¥òç Á £%«P§�¥
Ë�±E¦#§Úñ�çî£*¤*¤£�©#ª ° ¥òçî£ ç�ërç�Ë�£�§âË�£�Í ° ¥ ç Á £%«P§�¥

Ë�±�¦*§Îñ#éÎ£*¤*¤£�©#ª ° ¥ ç�£ ç�ërçíË�£�§âË�£�Í ° ¥òç Á £�«P§�¥
ÿ���Öfç	����ñ�ç�����Ö�é��
��ñ�é��j¨�ÐUÄPç8ô�ñ�ç��3ÿ���Öfç�õ�ç����Kñ�ç8ôrç	����Ö�é��
�Kñ�é��*ôñ#é��Pÿ��ÝÖ�ç	�
�Kñfç	����Ö�é�õ#ç����Ýñ�éôrç��%Ì�ó1Ä�ñ�ç8ô�ñ#é%Ì

Á «�©Ë�±�¦#§
Á «8©*Ë�±�¦#§

Á «�©*Ë�±�¦*§
Á «�©*Ë�±�¦*§µá
ó�â¤�£ÂÍ�±�Ø*Ør¥ÙÍ�±�¦¯�£%«Pª�ï¥Ñ¥�Í3ªÎÿ��<çPëë����<ç	�
�<çPë*ë��
�vç	����ó
Á «�©*Ë#§�±�®�¥ ° ¦#§#¥

�ä� � � }�����6���
� ¸ |^}������ � �#�8��������~v�6�E�>��}������fÛ �'���'�>�g�E²��g�>�E�>��}��)��������� � }���~�²'� ª#£�©#ªÎÃ�¦�¥  ���U~���²�~���²������²�� � ²���� � �<�>�'������>��� � i

�>��²
 ����Þ²g����}������

1 + · · · + i
�>}��'�¾��� � � � ����� � �������É����>��� �N� }��>� �6� º@�#}������

m ¸
«�¨�Ðfçfá
ÍE±PØ*Ør¥µ¨GÐfçfá
ª#£�©#ªÚÃ�¦�¥ßÍ�±PØØr¥���ÐîØ Á £�«P§�¥

«�¨�Ð�«3ôfçrá
ÍE±PØ*Ør¥µ¨GÐ%Í�±PØ*Ø�¥ô�«

Á «�©Îª�£�©#ª#Ã�¦�¥@á
��� ¸ |^}������ � ���À�'�*�3� � ������ � }�� � ��}E� � � � }���~�²'�¼���¾�<¬ � ²��� ��� � ¶ �6�E�%�N�#����}��%��� � �E�>��}�� · ~<}������8��^~<�<�¾���*�3� � ������� � ���#��<� � ���#�>��²����>� � }�� �N��� }������ �  ����²�� � }���~�²'�»�>}��'�¾~<} �>� �8~<�>� ¸

i > 0
�<�

somme = 1 + · · · + i
�<�

somme <= m + i
��� Û ���*�P� � �g�E��;�8���N�����»~<}����>�8 �����%~<�¼�#��²�� ��� ��~<}��%�#� �6�'}�� i = 1 et somme = 1
��� ��²ÝÛ ����3� � �g�E��)�<�	²��â~�}����#�'�>��}�� ���à²�� � }���~<²�� ¶

somme <= m · �>}���d� � �E�g�À�P�P����)�����à��¬*��~<�#�6�'}�� �#�
«1¨�Ð�«Pôfçfá)Í�±�Ø*Ør¥µ¨�Ð�Í�±PØ*Ør¥�ô�« ²KÛ �'�*�3� � ������ � �8���>��� � ���'�¼� ��� ½��
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��� � � }���9~<}����#�'�>��}�� ¶ i �8����²�� � ²���� � ���>�'� ¸�¸�¸ · �8���¿�����-~<}��%���� �������~��Ò�#�Ü²KÛ ���*�3� � ������� � ²'����²g�À����´�3�6�'}��à�#�Ò²g�~�}����#�'�>��}��É�#�¼²g� � }���~<²�� ¶
somme > m ·

� åR� � }�����6���
|��<�>� � ������� � ¶ ���-º�}��%~v�>��}��À�#�

n
�

O( )
��� ½�� · ²��Þ�>��� � �^�#�»~���²�~���²��#�8� � }���~<²��8� ¶ � · � ¶ � · � ¶ ~ · ¶ � · ���<� ¶ � ·¶ ÅjÄ8Ì �����N����� ��� }#~<���#� � �¼�#}���N²'���6��� � �N�#�»~8�E²g~<��²f�����^~�}������6���� ¸ ·

� ¸;Ë�±�¦#§Â«â£*¤*¤£�©#ª ° ¥òç�£Ú© �P©!�P©âË�£�§ÚË�£�Í ° ¥òç Á £%«P§#¥ÏÅjÄ8Ì�á Á «�©Ë�±�¦#§µá
O(n3)��� ¸;Ë�±�¦#§Â«â£*¤*¤£�©#ª ° ¥òç�£Ú©ÎË�£�§âË�£�Í ° ¥ ç Á £%«P§#¥

Ë�±�¦#§#"Ù£*¤*¤£�©#ª ° ¥ ç�£ «�Ë�£�§âË�£�Í ° ¥Îé Á £%«P§�¥ÏÅ@Ä8Ì�á Á «�©*Ë�±�¦#§µá
Á «�©*Ë�±�¦*§µá
O(n2)�'��� ¸¼«�¨�Ðfçfá
ª#£�©#ªÚÃ�¦�¥Â«��#«��E© Á £%«P§#¥Â«�¨�Ð�«���éUá
Á «�©#ª�£�©*ª#Ã�¦�¥@á
O(log n)��� ¸;Ë�±�¦#§Â«â£*¤*¤£�©#ª ° ¥òç�£Ú©ÎË�£�§âË�£�Í ° ¥ ç Á £%«P§#¥

"j¨�Ðfçfá
ª#£�©#ªÎÃ�¦�¥ß«���"��E© Á £%«P§�¥�"j¨�Ð"ô#éUá
Á «�©#ª�£�©*ª#Ã�¦�¥@á

Á «�©*Ë�±�¦*§µá
O(n log n) (≈ (n + n/2 + n/3 + ... + n/n)/2)� ¸µØ¾¨�Ðfçfá
Ë�±�¦#§�$Â£*¤*¤£�©#ª ° ¥òç�£Ú©ÎË�£�§âË�£�Í ° ¥ ç Á £%«P§#¥

«�¨�Ðfçfá
ª#£�©#ªÎÃ�¦�¥ß«���$ Á £%«�§�¥

«1¨GÐ�«���é@á
Ø^¨GÐ3Ø%��é@á

Á «�©#ª�£�©*ª#Ã�¦�¥@á
Ë�±�¦#§#"Ù£*¤*¤£�©#ª ° ¥ ç�£îØÂË�£�§âË�£�Í ° ¥òç Á £%«P§�¥ÏÅ@Ä8Ì�á Á «�©*Ë�±�¦#§µá

Á «�©*Ë�±�¦*§µá
|^�'&Ò~<��²'� ¸ � �U�6��� � �f�����1�#}�������� � � � ²�� � }���~�²'� Ë�±�¦#§  ���E�%� k = n

���8���#}���~E��²'�@�6��� � �f�����
O(derniere valeur de m) ¸( �<���6�N�#� � ����½ � �I�3�E²���� � �#�

m
�8���@²'� ��� }#�#���'�µ�#�

n
��}�� ��� �8�U �����>}���@²'���

k
� �6� }����#�*��� � ��²��;���E�����^²g� ��� }#~9�����'���

� ���g�>�6�E��~��Þ��� � ¸
O((2n)n)

�����N�����»���6����) � }������ � � � }������ ¶ �P���#�¾²�� � }����� ·!*
O(n! 2n)

�8���;���8�'²�²'�8� � �¼������� � ���;²g�����8�'²�²'�8� � � � }��6�>� � ²�� ¸
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