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��� � � |�����6���
{��8�@� �6��� �8� � �����E� � ��� � �8~����8���@��� � � � � ��� �����8���6�8� � � � �#���@��� � ~%}t�>~ � ���1������|�8~����8�3}9���� ~�����|*��~�� � |��6�������E��U~��¡}9���E� �
¢�£#¤�¥�¦#§�¨�¥E©#ªu«E¥�§ �<�j�#�8~#¬�}9����� � �U £�¦u®P¯�¥ ���j° §�±%«Pª  �~������ � |����@�#��� � |��'��>�8~ � �U��� � �1²'���@��|�~���³�� �>��� �8��´���~�}9�����<�µ� � |��'�¶ |�~ ©¦%¤·t¸¹ � � ��~#�����<º���� � ~��»| � � � �¼�>~ � ²��8�^� �6��� ��� � �����E� � �8���>�8²1 ~��½²K¾ � �6��� �½�*�g�#� ��� �8}�¿8�#���6|�~#�À�E~#� � �¼� �>��� �½�<�����8��� � �¼����~#¬
� �6��� �8�^��|��	��g�#������²Á¾ ~�� ��� ��}<¿��#�Â²K¾ ��~#� � ���>�@�>�Ã�3�E²���~ � �8���À���#Ä�� � ����~ � ��|�~ ¶ ���E�%�^²���}8���À�#���#��~#¬»�3�E²���~ � ����´�E²��8� · �>|���>|�~���³�� �>��� �j´�E~�}9��� ��� �8}�¿8�#��}<��²�~����#��²K¾ ��~#� � ���P|�~ ¶ �������1²'���U}����U�#�;�#�8~#¬Â��|�~���³�� �>��� �8��´���~�}9���8����´�E~#¬ · ��|����>|�~���³�� �>��� �� � |��'� ��� ��}<¿��#�½}<��²�~������À²K¾ �E~#� � � ¸Åµ} � � � ���8�-��¬��E²�´�|
� ¸ ~����RÄ�|���}<�>��|��Æ����>��¿ � �-�P���8}R�#��~#¬ � � � �E��¿<� � ���� ~��N�>� � |�������8� � |��'��6��~ � ����� � ��²'��� � ��}��'���8���#�Ç�#��~#¬Æ� �6��� ���¶ ��������>~���²�²'�8���8��Â�*���#��� · �<�� ~�� � ���>|�~ � ����³6ÈÃ�>�µ²�� ��� ������� � � �6��� � ��� ��}<¿8���¡²Á¾ �E~#� � �R���E����}<���Â| � � � ����É)�>�µ²��8��#��~#¬-��|����N�g�#����6�� ~����N�<��Ê�È½���E�%�;²'�¼�#� � ���'� � }�����|�Ë-²��½�#��~�¬*��¿���� ��� �8}�¿8�#��²�� ��� �8���'� � ¸Ì y]µÍ�Î�Ï�`
Ð ±�©u®3ªu«3±�©ÒÑ#§�¥�®�¥ ° ¥UÓ�¢�£#¤ÕÔjÖ�×Ø¨»£�§�Ù#§�¥�Ñ#ª§uÚ1¨Û¥E©#ªu«E¥�§jÜ
¢#£�§Ý®�±PÞ�Ñ  ¨R¥�©#ªu«E¥�§µÜ° ¥�Ù*¦#ª
ß*«�Ô*à�©*¦%¤á£#¤±�§�ß

ß*«â×#à�©*¦%¤Ò£#¤±�§�ß�§�¥�ª�±�¦*§©�¥Òã
ß*«�©�±�©ä§�¥�ª#±�¦#§©�¥äå�æ
Ð «�©uß#«

Ð «�©uß#«�Ü
ß*«�×*à�©*¦%¤Æ§�¥�ª#±�¦#§©�¥çæ Ð «8©uß#«�Ü
ß*«�Ô%èUéG¢�£#¤�¥�¦#§ëê�àì×�èUé�¢�£#¤¥�¦*§ì£#¤±�§%ß

ß*«âÔ�è1éG¢�£#¤¥E¦#§�í�×�è1éG¢�£#¤�¥�¦*§Æ£#¤±�§%ß
§�¥�ª�±�¦#§©�¥îå�æ

ß*«�©�±�©ä§�¥�ª#±�¦#§©�¥çæ
Ð «�©uß#«

Ð «�©uß#«�Ü
®E±PÞ�Ñ  ¨Gà�Ñ#§�¥�®E¥ ° ¥UÓ�Ô�è1é  £�¦u®8¯�¥UÖ�×%è1é  £�¦�®P¯�¥�Ú�Ü
ß*«ì®E±PÞ�Ñ  à*ãá£#¤±�§�ß

§#¥�ª�±�¦#§�©�¥�Ñ#§�¥�®�¥ ° ¥UÓ�Ô�èUé ° §#±%«PªµÖG×�è1é ° §#±%«8ªuÚ
ß*«�©�±�©ì§�¥�ª�±�¦#§©�¥ä®�±PÞ�Ñ 
Ð «�©uß#«
Ð «�© Ð ±�©�®3ªu«E±�©µÜ

��� ¸ ~���� ��� |*}��8�#~ � ���P���8}�~�� � � � �E��¿�� � ���u~��	�6� � ²'���E~#¬d�#� � |�����>��~ � �À��� � �À²g� � ��}<�������f¾ ~��ï� �6��� �����<�Â ~��U� � ����²��8�� |��'��>�8~ � �^�>��²�|��)²K¾ | � � � �Â���Â²���~ � � �6��� �����8�d~#�6�'²����6�E��À²��ÛÄ�|���}<�>��|��d�#��²�� � � � �>��� ��� �8}��8�#�8��>� ¸ ¶ ¹ �d��¾ ��¬#�'´�� � ��� �~��À²K¾ �E²�´�| � �'�>�������#��� � ���>|��'�;��ðÛ}���}�� ¸ñ·Ì y]µÍ�Î�Ï�`
Ñ*§�±�®�¥ ° ¦#§�¥�òóuô�Ó>§�¥ Ð ò�¨�Ñ#ª*§ª�£�Ù%¤¥£�¦fÚ
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¢#£�§áÑ#ª*§�¨-£�§Ù*§�¥�Ñ#ª*§jÜ° ¥�Ù*¦#ª
Ñ�±�¦#§Ý«á£*¤*¤£�©#ª ° ¥áª#£%«�¤*¤¥�ª�£�Ù%¤¥£�¦á£î÷áÑ�£�§áÑ�£�ß ° ¥Ýå�æ Ð £%«P§�¥

Ñ�±�¦#§îøî£*¤*¤£�©#ª ° ¥ùæ�£ú«å�æïÑ�£�§áÑ�£�ß ° ¥ûæ Ð £�«P§�¥
ß#«ÕÑ#§�¥�®�¥ ° ¥UÓ�ò;ü�øýjÖ�ò;ü6«3ý%ÚPàfæ)£#¤±�§�ß

Ñ#ª*§I¨�àò;ü9«PýjÜ
ò;ü9«PýI¨�àò;üGøýjÜ
ò;ü�ø�ýI¨�à�Ñ#ª§

Ð «8©uß#«
Ð «�©*Ñ�±�¦*§

Ð «�©*Ñ�±�¦*§
Ð «�©*Ñ#§�±�®�¥ ° ¦#§#¥

þÿ� � � |�����6���
¹ � ���8~#�¼}��E²g}<~�²'� � ²�� ��� | � � � ��²'�'�>�Û ~�¾ ~��ï� �6��� � � ������� � �¡�#� � ��}9��� � }9�����E²��8�E�>|�� � ���#�»È�É�É�ÉÃ��|*�8~����¼��� �¼�>|������E~#�6��~ �
��� � ��}<�>�����8���N���#Ä�� � ����~ � ��� � É ¸
� ¸ {^|������ � ~���� � �8}�~ �>� ���%}<� � |�~ � }��<�>�>� ��� | � � � �'²��'�>�����E���À²���}8���À´��8��� � �E²U�f¾ ~�� � �6��� ���#� n

��|*��~������<�����E~#�6��~ �
�'�#Ä�� � ����~ � ���

h ¸�@|�~��-�#��� � ���	~#�>��²'�g�>� � ²'�	Äs�E�'�Ç ~���²��	�>|�~���³�� �>��� �»´�E~�}9�����#� }<�<�»� �6��� �d�Õ~��ä��|�� ��� �
g
�#����|*��~����Ç�P���8}

��� | � � � �'²�� �6�
1/n

� |�~ � �>|�~��
g
���� � �

0
���

n − 1 ¸Ì y]µÍ�Î�Ï�`�� |��'�
Pn,h

²g� ��� | � � � �'²�� �6�½�#���¡�E�%�#��� ¸ P0,h = 1
� |�~ � �6|�~#�

h
�<�

Pn,0 = 0
� |�~ � �>|�~#�

n > 0 ¸ {������²'���N�E~#� � ��� }������#²K¾ � �>��� �½�E~ � ������~#�>�8~ � �'��Ä�� � �'�8~ � ���
h
�>���>�8� ����~#¬Ç��|�~���³G� �6��� �8� ¶ �#�¼�6�E��²�²'�

g
�<�

n − 1 − g · |������E~#�6��~ � ���#Ä�� � ����~ � ���
h − 1

��}<�¼ ~����#|�������²g� � �8}�~ �6� �8��}<�
Pn,h = somme(g = 0 . . . n − 1)Pg,h−1 × Pn−1−g,h−1/n��� ¸ {^|������ � ~���� ��� |#}<�8��~ � � � |�~ � }���²�}�~�²'� � ²g� ��� | � � � �'²�� �6�I�#�8�¡�E���#�8�I�8�Â~#�6�'²��g�>�����U²g� ��� |�´ � �������E�>��|��½�
	*�������g ~�� ¸Ì y]µÍ�Î�Ï�`
¢#£�§��*ò���;¨��
�Æª�£EÙ%¤¥*£�¦ ° ¥ä÷ ° «<Þu¥E©uß#«E±�©�ß����
Ñ*§�±�®�¥ ° ¦#§�¥��§�±�Ù�£UÓ�Ú° ¥�Ù*¦#ª
Ñ�±�¦#§Ò¯ú£*¤*¤£�©#ª ° ¥äãä£��ãÒÑ�£�§äÑ�£�ß ° ¥ùæ Ð £%«�§�¥

�ò���Nü�ã�ý�üK¯�ýI¨Gàfæ
Ð «�©*Ñ�±�¦*§µÜ
Ñ�±�¦#§Ò©ú£*¤*¤£�©#ª ° ¥ûæ�£ æ�ã*ã*ãÆÑ�£�§áÑ�£�ß ° ¥ûæ Ð £%«P§�¥

�ò���NüK©#ý�ü�ãýI¨Gà#ã@Ü
Ñ�±�¦#§á¯Ý£*¤*¤£�©#ª ° ¥ùæ�£��ãáÑ�£�§ìÑ�£�ß ° ¥ûæ Ð £%«P§#¥

ß�±�Þ*Þu¥µ¨�à*ã@Ü
Ñ�±E¦#§  £#¤¤£�©#ª ° ¥äãä£á©få#æ Ñ�£�§äÑ�£�ß ° ¥ùæ Ð £%«�§�¥

ß�±PÞÞu¥µ¨�à%ßE±PÞ*Þu¥����*ò���;ü  ýµüK¯uå�æ8ý�����ò���NüÁ©uå�æEå  ý�üÁ¯uå�æ�ý
Ð «8©*Ñ�±�¦#§jÜ
�*ò���NüK©�ýIüK¯�ýI¨�à�ß�±PÞ*Þ%¥
�3©

Ð «�©*Ñ�±�¦*§
Ð «�©*Ñ�±�¦*§
Ð «�©*Ñ#§�±�®�¥ ° ¦#§#¥
�
���ò���Nü<æ�ã*ã*ãý�ü��*ãýáß�¥�§�£ä¤£ÒÑ#§�±�Ù�£�Ùf«�¤�«�ª �áßE±�¦*¯�£%«�ª �*¥!���

"ÿ� # � |�����6���
� ¸ {^|������ � ���8� �%$���}t�6�E�>��|����N��¾ �����'�>�g�E²����6�3�6�'|��-��� ~���� � |�~�}�²'� ª�£�©#ª!&�¦�¥  �~���}���²�}�~�²'�8�� ²'� � ²�~��N´ � �����R����>��� � i

�>��²
 �~��

i! + (2i)!
��|�� �N���#Ä�� � ����~ � ����~��-�8��>��� �N� |��>� �6� Ä@�#|������

m ¸Ì y]µÍ�Î�Ï�`
«�¨�à#ã@Ü Ð £�®3ªu«1¨�àuæfÜ Ð £�®Pª�÷%«1¨�àuæfÜ
ª#£�©#ª
&�¦�¥ Ð £�®3ªfæ'� Ð £�®Pª�÷#í�Þ Ð £%«P§#¥
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«�¨�à�«��fæuÜ
Ð £�®3ªu«1¨Gà Ð £�®3ª�«��#«�Ü
Ð £�®3ª�÷%«�¨�à Ð £�®Pª�÷%«���Ó>÷��#«�å�æ�Ú��E÷ �#«

Ð «�©#ª�£�©*ª
&�¦�¥@Ü
�
�î«å�æâ¥�ß3ªç¤*)6¥�©#ª�«E¥�§ç®P¯�¥�§�®P¯����+�

��� ¸ {^|������ � ~��»�'�*�3� � ������ � |�~ � ��|E� � � � |�~�}�²'�½��� �<¬ � ²��� ~�� � ¶ �6�E�%�N�#����|��%��� � �E�>��|�� · }<|������8��^}<�<� ���*�3� � ������� � ��~#��<� � ��~#�>��²����>� � |�~ �N��� |�~���� �  ~���²�� � |�~�}�²'�¼�>|��'� }<| �>� �8}<�>� ¸Ì y]µÍ�Î�Ï�`
facti = i! et fact2i = (2i)! et (i − 1)! + (2(i − 1))! < m¶ |�Ë-|��-�����6� �6��� ¿<�>�

n!
}�|������

0
� |�~ �

n < 0 ·,��8��� � |����IÄs��� �9� ��~��'�3�E��9�N��~#ðÛ�>���� � |�~ � �#�8��|��� � � �  ~��½²g� � |�~%}<²��À����� ¶ � � � �>����²�²��������� · }�| �6� ��}t�6�.-
/ ,µ¾ ���*�P� � �g�E��;�8���N~����¼}<|����>�8 ~����%}<�½�#��²�� ��� ��}<|��%�#� �6�'|��

i = 0 et facti = 1 et fact2i = 1 et m > 0
/ �>�f²Á¾ ����3� � �g�E��N�8���N� � �E�f��� fact1 + fact2 < m

�P�P����;²K¾ �<¬#�8}�~#�>��|��Ç�#�
«1¨�à�«0�fæfÜ Ð £�®3ªu«1¨Gà Ð £�®3ª�«��#«�Ü Ð £�®Pª�÷%«1¨�à Ð £�®3ª�÷�«���Ó6÷ �*«*å*æ�Ú��E÷ �*« ²K¾ ���*�3� � ������� � �8���>��� � ����� ��� ¿8�

/ ,�� � |����6}�|������ �6�'|�� �>|�~����E�'�>�8� ¶ � ³9È¡�8���¼²K¾ �8���6�'� � }9��� � }9��� · �8���¼~����Û}<|����>�8 ~����%}<�¡�#�¡²K¾ ���*�P� � �g�E��½�<� fact1 +
fact2 ≥ m ¸

1 �R� � |�����6���
{��<�>� � ������� � ¶ ���-Ä�|��%}t�>��|��»�#�

n
�

O( )
��� ¿�� · ²��À�>��� � �^�#�¼}���²�}�~�²��#�8� � |�~�}<²��8� ¶ � · � ¶ ��� · � ¶ �'��� · � ¶ ��� · �<� ¶ � ·¶ �jÓ8Ú �����N~���� ��� |#}<���#~ � �½�#|���N²'���6��� � �N�#�¼}8�E²g}<~�²f�����^}�|������6���� ¸ñ·

� ¸;Ñ�±�¦#§Ý«á£*¤*¤£�©#ª ° ¥ûæ�£ì©2�P©ìÑ�£�§áÑ�£�ß ° ¥úæ Ð £%«P§�¥3�jÓ8Ú�Ü Ð «�©*Ñ�±�¦*§µÜ
Ì y]µÍ�Î�Ï�`

O(n2)��� ¸;Ñ�±�¦#§Ý«á£*¤*¤£�©#ª ° ¥ûæ�£ì©äÑ�£�§áÑ�£�ß ° ¥ùæ Ð £%«P§#¥
Ñ�±�¦#§îøî£*¤*¤£�©#ª ° ¥ùæ�£ú«�Ñ�£�§áÑ�£�ß ° ¥ûæ Ð £%«P§�¥

Ñ�±E¦#§�4 £#¤¤£�©#ª ° ¥äøä£ú«ÕÑ�£�§ìÑ�£�ß ° ¥ûæ Ð £%«P§�¥��jÓ�Ú
Ð «8©*Ñ�±�¦#§

Ð «�©*Ñ�±�¦*§µÜ
Ð «�©*Ñ�±�¦*§µÜ
Ì y]µÍ�Î�Ï�`

O(n3)�'��� ¸½«�¨�à�©IÜ
ª#£�©#ª�&�¦�¥Ý«+5�æ Ð £�«P§�¥

ß*«î«�Þu± ° ÷îàîãä£#¤±�§�ß
«1¨Gà�«+�÷

ß*«�©�±�©
«1¨Gà�«*å�æ

Ð «�©uß#«
Ð «�©#ª�£�©*ª
&�¦�¥@Ü
Ì y]µÍ�Î�Ï�`

O(log n)��� ¸;Ñ�±�¦#§Ý«á£*¤*¤£�©#ª ° ¥ûæ�£ì©äÑ�£�§áÑ�£�ß ° ¥ùæ Ð £%«P§#¥
øj¨�àfæfÜ
ª#£�©#ª!&�¦�¥ «��#ø*íE© Ð £%«P§�¥áøj¨�à#ø���÷UÜ
Ð «�©#ª�£�©*ª
&�¦�¥@Ü

Ð «�©*Ñ�±�¦*§µÜ
Ì y]µÍ�Î�Ï�`

O(n log n)� ¸½«�¨�àfæfÜ
ª#£�©#ª�&�¦�¥Ý«�íE©2�P© Ð £%«P§#¥

«�¨�à�«��fæ6��«+�E©��
�Ò£�§*§�±�© ° «ï¢�¥�§�ßÒ¤¥ÒÙ�£�ß����
Ð «�©#ª�£�©*ª
&�¦�¥
Ì y]µÍ�Î�Ï�`

i
�8���I����} � �8���8��>�����

1
�

n
� � �I� �����#�

1
������>~��'�>���#�

n
�

2n
� � ��� ���µ�#�

2
��<�;�#�

2n
�

3n
� � �I� ���

�#�
3
���6} ¸ {^|���}�²����6��� � �N�����

≈ n + n/2 + n/3 + · · · + n/n
��}E¾ �8����³��3³G�#� � �

n × (1 + 1/2 + 1/3 + · · · 1/n)
O(n log n)
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