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Devoir Domestique d'Algorithmique AvanéeTravail à e�etuer en bin�me et à remettre le lundi 11 déembre 2006, sous forme d'undoument impriméUn arbre 2-3 est un arbre de reherhe. Cela signi�e qu'il sert à stoker de l'information,et que elle-i est onstituée d'éléments d'un ensemble totalement ordonné. De plus il permetde réaliser sur ette information les opérations Reherhe, Ajout, Suppression.Plus préisément, il est tel que� haque noeud interne a exatement 2 ou 3 �ls, et onstitue ainsi un 2-noeud ou un3-noeud ;� toutes les feuilles sont à même distane de la raine.Chaque feuille de l'arbre ontient un élément d'information de l'ensemble à représenter parl'arbre 2-3, et les éléments sont rangés dans les feuilles de gauhe à droite par ordre roissant.Chaque noeud interne ontient, pour failiter la reherhe, 2 valeurs : le plus grand élémentdu premier sous-arbre de e noeud, et le plus grand élément du seond sous-arbre ; on no-tera <g,m> e ouple de valeurs. La �gure 1 représente un arbre 2-3 de hauteur 3 dont lesinformations sont, pour simpli�er, prises dans un sous-ensemble d'entiers naturels.
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Fig. 1 � Arbre 2-3 de hauteur 3.Compilé le 21 novembre 2006 1



Le travail demandé est l'étude de la représentation des arbres 2-3 et des algorithmes deReherhe, d'Ajout et de Suppression d'un élément d'information. On préisera pour haquealgorithme le prinipe de la méthode employée, l'expression des strutures de données et del'algorithme en EXALGO, ainsi que l'analyse de la omplexité, en préisant pour le alul deette dernière le paramètre hoisi pour mesurer la taille de la donnée, ainsi que les opérationsdont on ompte les exéutions.Préliminaires. (4 points)Question 1 : dessiner toutes les formes (sans indiquer les valeurs) des arbres 2-3 de hauteur 2.Question 2 : proposer deux exemples d'arbre 2-3 ayant même nombre de feuilles et des hauteursdi�érentes.Question 3 : donner des relations entre la hauteur d'un arbre 2-3 et le nombre d'informationsstokées par et arbre (nombre de feuilles).Représentation EXALGO de l'arbre 2-3. (6 points)En supposant que l'information stokée est une valeur de type entier, donner la dé�nitionEXALGO du type arbre 2-3, qui soit ompatible ave les opérations statiques (Reherhe) aussibien qu'ave les opérations dynamiques qui modi�ent la taille de l'arbre (Ajout, Suppression).Reherhe. (4 points)Erire la primitive Reherhe, qui retourne dans le as général, si la valeur herhée esttrouvée, un booléen à vrai, et la feuille onernée, et si la valeur est absente, un booléen àfaux.On rappelle que l'on fait l'hypothèse que toutes les informations stokées sont distintes.Ajout (6 points)On demande une méthode d'ajout qui onserve à l'arbre onerné la qualité d'arbre 2-3.On suppose que l'arbre 2-3 possède au moins un sommet.Méthode proposée pour l'ajout d'une feuille x ontenant la nouvelle valeur :Tout d'abord on véri�e l'absene de la valeur dans l'arbre, puis on proède à l'ajout.as singulier : l'arbre a un seul sommet. Soit s e sommet qui est à la fois raine et feuille.On rée une nouvelle raine r, et une nouvelle feuille x, ontenant la valeur à insérer, et onplae s omme feuille gauhe de r et x omme feuille droite si la nouvelle valeur ajoutée estsupérieure à elle ontenue dans le sommet initial s, sinon on intervertit l'ordre des �ls de laraine r. Bien entendu on doit aluler le ouple <g : m> pour la raine r.as général : soit p le sommet interne destiné à être père de la nouvelle feuille.� si p n'a que 2 �ls , les feuilles y1, et y2, on ajoute la nouvelle feuille x en l'insérant à saplae selon l'ordre des valeurs, parmi y1, et y2. On met à jour éventuellement <g : m>pour p (et peut-être pour d'autres sommets).� si p a déjà 3 �ls, on ajoute provisoirement à p, une nouvelle feuille à la bonne plae, et
p devient provisoirement un 4-noeud. On partage alors p en deux 2-noeuds, p et p', puis2



p' est à son tour inséré dans le père de p. Le proessus de réajustement peut remonterjusqu'à la raine (ne pas oublier de mettre à jour les ouples <g,m> onernés).Question 1 : Illustrer les di�érents as possibles d'ajouts par des exemples.Question 2 : Erire en EXALGO la proédure d'ajout. Caluler sa omplexité maximale.Suppression (Bonus 4 points)On suggère la méthode générale suivante :Si le père de la feuille à supprimer est un 3-noeud, il devient un 2-noeud et il su�t de mettreà jour éventuellement les valeurs des ouples <g,m> sur les asendants.Si le père de la feuille à supprimer est déjà un 2-noeud, 2 solutions sont possibles : si e pèrea un frère en exédent (3-noeud) réupérer un �ls de e frère, sinon fusionner ave un frèreayant seulement 2 �ls (ette fusion enlève de nouveau un �ls à son père ...).Question 1. Développer la méthode en préisant les di�érents as ou options à hoisir, et enles illustrant par des exemples.Question 2. En déduire une proédure de suppression en EXALGO.Question 3. Préiser sa omplexité.
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