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Avertissement

— La plupart des questions sont indépendantes.
— L’espace laissé pour les réponses est suffisant (sauf si vous utilisez ces feuilles comme brouillon, ce qui est
fortement déconseillé).

Exercice 1 (Automates de recherche de motifs (5 points))

Question 1.1 (2 points) Pour les mots sur l'alphabet ¥ = {a, b, c}, dessinez l'automate de recherche du motif
abacabb.

Réponse :

FIGURE 1 — Recherche de abacabb

Question 1.2 (8 points) Pour les mots sur l'alphabet ¥ = {a, b, c}, dessinez l'automate de recherche du motif
ab?cabb dans lequel le symbole 7 remplace une et une seule des lettres de l’alphabet. L’automate cherche donc
un des trois motifs {abacabb, abbcabb, abccabb}.

Réponse :

FIGURE 2 — Recherche de ab?cabb (les retours vers 0 sont omis)
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Exercice 2 (Graphes pondérés (5 points))

Question 2.1 (2 points) Soit G(S, A, w) un graphe non orienté pondéré avec w : A — N. Soit (u,v) une
aréte de poids minimal. Montrez que (u,v) appartient & un arbre couvrant de poids minimal.

Réponse : Il suffit d’utiliser l’algorithme de Kruskal, en faisant en sorte que l'aréte (u,v) soit la premiére
traitée. Cela est possible car (u,v) est de poids minimal.

Propriété 1 (admise) Soit G(S,A,w) un graphe non orienté pondéré avec w : A — N. L’algorithme de
Dijkstra Dijkstra-PCC(G,s) vu en cours calcule :

— Pour chaque sommet u, la distance d(s,u).

— Une arborescence des plus court chemins m: S — S U {nil}

Propriété 2 (admise) Soit G(S,A,w) un graphe non orienté pondéré avec w : A — Z. L’algorithme de
Dijkstra Dijkstra-PCC(G,s) vu en cours ne calcule pas toujours correctement

— Pour chaque sommet u, la distance d(s,u).

— Une arborescence des plus courts chemins m: S — S U {nil}

lorsque le poids de certaines arétes est négatif.

Soit G(S, A, w) un graphe non orienté pondéré avec w : A — Z. Soit min le plus petit poids porté par une aréte.
Soit G'(S, A,w) un graphe non orienté pondéré avec la fonction w'(a) = w(a) —min pour toutes les arétes a de
A. Ainsi nous avons w' : A — N.

Question 2.2 (8 points) Dijkstra-PCC(G’,s) calcule pour G’

— Pour chaque sommet u, la distance d'(s,u).

— Une arborescence des plus courts chemins ©' : S — S U {nil}

L’arborescence des plus courts chemins calculée pour (G',s) est-elle une arborescence des plus courts chemins
pour (G, s) ¢ Justifiez votre réponse.

Réponse : Non. Deux types de contre exemples :

Avec un cycle de poids négatif. Soit le graphe G(S,A) =< S = {0,1,2}, A = {(0,1,w = —1),(0,2,w =
0),(1,2,w = 0)}. Le calcul sur G’ donne une arborescence, alors qu’il n’en existe pas dans G.

Sans cycle de poids négatif. Soit le graphe G(S,A) =< S = {0,1,2,3}, 4 = {(0,1l,w = —1),(0,3,w =
-2),(1,2,w = =1),(2,3,w = —1)}. Nous avons min = —2 et donc G'(S,A) =< S = {0,1,2,3}, A =
{(0,1,w = 1),(0,3,w = 0),(1,2,w = 1),(2,3,w = 1)}. Le calcul sur G’ donne l'arborescence pi’ =
{(0,1),(0,3),(1,2)}, alors que l’arborescence des plus courts chemins de G est pi = {(0,1),(1,2),(2,3)}.

Exercice 3 (Variantes parcours en profondeur (10 points))

Définition 1 (Diameétre) Soit G(S, A) un graphe non orienté. Le diamétre du graphe G est la plus grande
de toutes les distances des plus courts chemins du graphe. Formellement diametre(G) = maz, yes{d(u,v)}.

Propriété 3 (admise) Soit T(S, A) un arbre non orienté. Soit (u,v) une aréte de T. Notons T,, (resp. T,)
le sous arbre de T — {(u,v)} de racine u (resp. v). Posons d,, le diamétre de T, d, le diamétre de T, h, la
hauteur de T, et h, la hauteur de T,,. alors :

— diametre(T) = max(dy, dy, hy + hy + 1)

— hauteur(T) = max(hy, hy + 1) si la racine de T est u

— hauteur(T) = max(hy, hy, + 1) si la racine de T est v

Cette propriété permet le calcul du diamétre d’un arbre en utilisant deux attributs a chaque sommet lors d’un
parcours en profondeur.

Visiter PP (u) {
// code classique de Visiter PP

u.couleur := gris;
// attributs pour le calcul du diametre
u.diametre = 0;
u.hauteur = 0;
pour v dans u.adjacent faire {
si (v.couleur = blanc)
alors {
Visiter PP (v, t);
u.diametre := max(u.diametre, v.diametre, u.hauteur + v.hauteur + 1);
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FIGURE 3 — Un arbre

u.hauteur := max(u.hauteur, v.hauteur + 1);

}
}

u.couleur := noir;

}
}

Diametre(G) {
pour u dans S faire {
u.couleur := blanc;

u := random(S(G)); // un sommet de G au hazard.
Visiter PP (u);
retourner u.diametre;

Question 3.1 (2 points) Ezécuter l’algorithme Diametre(G) sur larbre de la figure 8. Vous supposerez que
random(S(G)) retourne le sommet 0, et que les listes des adjacents sont triées dans l’ordre croissant des numéros.

Réponse :

sommet 0 1 0 2 3 4 5 4 3 2 6 7 8 7 6 2 0 9 0
diameétre || 0 0 1 0
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hauteur 0 0 1 0 0 0 0 1 2 3 0 0 0 1 2 3 | 4 0 4

Le diamétre est donc 6.

Question 3.2 (2 points) L’algorithme Diametre(G) calcule t’il le diamétre d’un graphe non orienté dans le
cas ot G contient au moins un cycle. Vous justifierez votre réponse.

Réponse : Non.

Soit le graphe G(S, A) =< S ={0,1,2}, A ={(0,1),(0,2), (1,2)}. L’exécution donne :
sommet 0 1 2 1 0
diameétre || 0 0 0 1 2
hauteur 0 0 0 1 2

L’algorithme retourne 2 alors que le diameétre est 1.

Définition 2 (Point d’articulation) Soit G(S, A) un graphe non orienté connexe. Un point d’articulation
de G est un sommet dont la suppression rend G non conneze.

Propriété 4 (admise) Soit G(S, A) un graphe non orienté conneze. Soit s un sommet de G, et soit G5 l’arbre
de racine s calculé par un parcours en profondeur PP(G,s). s est un point d’articulation de G si et seulement
si s posséde au moins deuz fils dans G.

Question 3.3 (2 points) Compléter l'algorithme afin que l'attribut articulation de la racine soit a vrai si
la racine est un point d’articulation de G.

Réponse :
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Visiter PP (u) {
// code classique de Visiter PP

u.couleur = gris;
pour v dans u.adjacent faire {
si (v.couleur = blanc)
alors {
V.pere :=

u;
Visiter PP (v);

}
}
u.couleur := noir;
}
}

Articulation —Racine(G) {

pour u dans S faire {

u.couleur := blanc;
u.pere = nil;

u := random(S(G)); // un sommet de G au hazard.
Visiter PP (u);
// la racine u est—elle un point d articulation

nb = 0;

pour v dans u.adjacent faire {
si (v.pere = u)
alors nb++;

}

u.articulation := (nb > 1);
retourner u.articulation;

Propriété 5 (admise) Soit G(S, A) un graphe non orienté connexe. Soit G5 Varbre de racine s calculé par un
parcours en profondeur PP(G, s). Soit u un sommet de G différent de s, u est un point d’articulation de G si et
seulement si u posséde un fils v dans G tel qu’il n’existe aucune aréte retour partant de v ou d’un descendant
de v et arrivant a un ancétre propre de u.

Propriété 6 (admise) Soit G(S, A) un graphe non orienté connexe. Soit G5 l’arbre de racine s calculé par un
parcours en profondeur PP (G, s). Soit pour chaque sommet u # s, la valeur u.bas = min(u.debut, {w.debut})
ou les w sont les sommets pour lesquels il existe une aréte retour (v,w) dans G, avec v descendant de u. u est
un point d’articulation si et seulement si u.bas > u.debut.

Question 3.4 (4 points) Compléter l’algorithme afin que pour chaque sommet autre que la racine, lattribut
articulation soit @ vrai si le sommet est un point d’articulation de G.
Réponse :

Visiter PP (u) {
// code classique de Visiter PP

u.couleur := gris;
u.debut := date;
date := date+1;

// | attribut bas est initialise a la date de debut de visite
// et articulation a FAUX

u.bas := u.debut;
u.articulation = faux;
pour v dans u.adjacent faire {
si (v.couleur = blanc)
alors {
v.pere = u;

Visiter PP (v);
// CALCUL de U.BAS
u.bas := min(u.bas, v.bas);
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// CALCUL de U.ARTICULATION
si (v.bas >= u.debut)
alors u.articulation = vrai;

// ARETE RETOUR, MAJ de U.BAS SI RETOUR VERS UN AIEUL DIFFERENT DU PERE

sinon si (v l= u.pere)
alors { // c’est une arete retour
u.bas := min(u.bas, v.debut);
}
}
u.couleur := noir;
u.fin := date;
date = date+1;

}
}

Articulation (G) {
pour u dans S faire {
u.couleur := blanc;
u.pere = nil;
u.bas := 0
¥
date = 0;
u := random(S(G)); // un sommet de G au hazard.
Visiter PP (u);
// la racine u est—elle un point d'articulation

nb := 0;

pour v dans u.adjacent faire {
si (v.pere = u)
alors nb++;

¥

u.articulation := (nb > 1);

}



