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Jeux, Synthése et Controle
Jeux extensifs, jeux stratégiques

Jeux extensifs, 4 information compléte

Exercice 2.1 Th. de Von Neumann

Soit un graphe orienté A = (V, E) , biparti, de partition V' = V3 UV3, qui est une arborescence
de racine r € Vj. Le graphe A est I'aréne du jeu, V; (resp. V2) est 'ensemble des positions du
joueur J1 (resp. J2). Une partie est une branche de cet arbre i.e.

T =101,0V2,...,VVit1,---,Un (1)

avec v; = 1, vy, est une feuille, et pour tout ¢ € [1,n — 1], (v;,v;4+1) € E. On fixe une partition
des feuilles de A : F' = Fy U Fy. La partie 7 est gagnée par J1 (resp. J2) ssi v, € Fy (resp.
Un € FQ)

On appelle stratégie de J1 (resp. J2) une fonction o : Vi3 — Vo (resp. 7 : Vo — V7) telle que :
Dom(o) = {v € Vi, 3vg € Vi, (v1,v2) € E} (analogue pour 7).

Une partie 7 respecte la stratégie o (resp. 7) si, pour tout 4,

U(U2i+1) = V242 ( resp. 7’(1)22‘) = U2i+1)-

Une stratégie o (resp. 7) de J1 (resp. de J2) est gagnante ssi toute partie respectant o (resp.
7) est gagnée par J1 (resp. par J2).

1- Montrer que, si A est finie, alors, soit J1 a une stratégie gagnante, soit J2 a une stratégie
gagnante.

On suppose maintenant que I’ensemble F' des feuilles de A est partitioné en 3 parties :

F=FIUF UF,.

Les parties qui se terminent en Fy (resp. Fy, Fy) sont nulles (resp. gagnées par J1, gagnées par
J2).

2- Quelles sont maintenant les trois alternatives concernant les joueurs ?

3- Supposons que toute partie du jeu A est finie. Reprendre les questions 1,2 avec cette
hypothése plus faible.



Exercice 2.2 Jeu du chocolat, fini.

On considére une tablette de chocolat m x n. Il y a deux joueurs J1,J2. Chaque joueur, a son
tour, choisit une case (i, ) dans ce qui reste de la tablette, et mange toutes les cases situées
au Nord-est de (i,7) i.e. les (i',5') | i/ > i et j/ > j. Le joueur qui mange (1,1) a perdu.

C’est J1 qui commence a jouer.

1- Montrer que, soit J1 a une stratégie gagnante, soit J2 a une stratégie gagnante.

2- Montrer que, si J2 a une stratégie gagnante, alors J1 a une stratégie gagnante.

3- Quel joueur a une stratégie gagnante ?

4- Pouvez-vous décrire une stratégie gagnante de ce joueur ?

Exercice 2.3 Jeu du chocolat, infini.

On considére une tablette de chocolat infinie N x 2. On adopte la méme régle du jeu que dans
I’exercice précédent.

1- Qui a une stratégie gagnante ?

On considére une tablette de chocolat infinie N x N. On adopte la méme régle du jeu que dans
I’exercice précédent.

2- Qui a une stratégie gagnante 7

Exercice 2.4 Aréne finie : jeu d’accessibilité, jeu de Biichi.
On choisit comme aréne le graphe de la figure 1, et la partition V; = {1,4}, Vo = {2,3,5}.
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FIGURE 1 — Le graphe G.

Une partie est un chemin dans ce graphe i.e. une suite (finie ou infinie)
T ="01,V2y...,U;,Vi41y--- (2)

de sommets avec v; = r := 1 et pour tout i € N, (v;,v;41) € E. On fixe une partition de
I’'ensemble C des chemins partant de r : C = C; U Cy. La partie 7 est gagnée par J1 (resp. J2)
ssi w € Cy (resp. w € Ca).

1- On définit ’ensemble C; des parties gagnantes (pour J1), comme ’ensemble des parties qui
passent par le sommet 5. Quel joueur a une stratégie gagnante ?

2- On conserve le graphe de la figure 1, mais on définit maintenant C; comme ’ensemble des
parties qui passent infiniment souvent par le sommet 2.

Montrer que J2 a une stratégie gagnante.



Exercice 2.5 Aréne finie : jeu de parité
On choisit comme aréne le graphe de la figure 2, et la partition Vi = {vg,ve,v5,v6}, Vo =
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FIGURE 2 — Le graphe G.

{v1, v3,v4,v7}. On se donne un coloriage des sommets y : V' — {0, 1,2} (indiqué sur la figure).
La partie m est gagnée par J1 ssi

max{c € {0,1,2} | 7 passe infiniment souvent par la couleur ¢} =0 (mod 2)

sinon, elle est gagnée par J2.

1- On fixe r := vg. Quel joueur a une stratégie gagnante ?

2- Donner pour ce joueur une stratégie gagnante sans mémoire.

Exercice 2.6 Poker

On étudie une version (trés) simplifiée du Poker : deux joueurs A et B s’affrontent. Le jeu
de cartes ne comporte que 3 cartes 1,2,3. A recoit une carte, B recoit une carte,la troisiéme
carte reste cachée. L’arbre du jeu est représenté sur la figure 3. Les nombres indiqués sont les
gains de J1 (J2 gagne 'opposé de J1 i.e. & chaque partie, la somme des gains de J1 et J2 est
nulle). Un hasard externe produit la “ donne” A;/B; : A recoit la carte i et B la carte j; ces
6 donnes sont équiprobables.

On analyse les stratégies possibles de A et B.

1- Montrer que les seuls comportements raisonnables de A,B consistent :

- si Ag/B; : A monte

-si A;/B; : B passe

- si A;/Bs : B monte

- si Ap/B; : A monte (comparer les espérances de A selon qu’il passe ou qu’il monte).

2- Dans le cas A;/Bj, A décide de monter (avec proba p) ou de passer (proba 1 — p). Dans le
cas A;/Bs, B décide de monter (avec proba ¢) ou de passer (proba 1 — q).

On appelle o, (resp. 7;) ces stratégies de A (resp. B).
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FI1GURE 3 — Le poker a 3 cartes.

Calculer le gain moyen r(op, 7,) de A, lorsque A joue o, et B joue 7.
3- Montrer que ce jeu “a une valeur” i.e. qu’il existe un nombre v € R tel que

v= max { min {r(op, 7)}} = min { max {r(op, 79)}}-
Calculer v. Pour quelles valeurs (p, q) a-t-on 7(0p.74) = v?
4- Montrer que (p, q) est un * équilibre de Nash” (voir annexe).
5- Montrer que, si A joue une stratégie o, # o0p, alors B posséde une stratégie 7, telle que
r(op, Tq) < V.
6- Montrer que, si B joue une stratégie 7, # 74, alors A posséde une stratégie o, telle que
r(op, Tq) > 0.

Jeux matriciels
Exercice 2.7 Pierre-ciseaux-feuille
On considére le jeu matriciel suivant.

| »p | F | C
Pl (0,0) [(=1,+1)[(+1,—-1)
F| (+1,-1) [ (0,0) |(=1,+1)
c (_1’+1) ("—1’_1) (0’0)

1- Ce jeu a-t-il un équilibre de Nash?

2- Vérifier qu’il est & somme nulle.

Désormais, on note (o, 7) le gain de J1 sur la partie (o, 7).
3- Ce jeu a-t-il une wvaleur? i.e. est-il vrai que

narp (o N = g (s (v

Exercice 2.8 Prisonnier
On considére le jeu matriciel (dilemme du prisonnier) suivant :



nA | (0,3) ] (2,2)

1- Ce jeu a-t-il un équilibre de Nash?

2- Ce jeu est-il & somme nulle ?

3- L’équilibre de Nash maximise-t-il la somme des gains des deux joueurs ?

4- Le couple de stratégies qui maximise la somme des gains est-il ¢ stable” 7 (discuter cette
notion).

Exercice 2.9 Plusieurs équilibres
On considére le jeu matriciel suivant.

| L | M| R
T [(1,2)[(2,3)](0,3)
M| (22) [ (21)]32
B [[(2,1)[(0,0) ] (1,0)

Ce jeu a-t-il un équilibre de Nash 7 plusieurs équilibres de Nash ?

Exercice 2.10 Réduction d’un jeu extensif & un jeu matriciel

Expliquer comment un jeu extensif quelconque, avec intervention d’un hasard externe (comme
le jeu de Poker) peut étre décrit comme un jeu matriciel.

Idées :

- lignes = stratégies du joueur 1

- colonnes= stratégies du joueur 2

- (o, 7) = le couple des espérances des joueurs J1,J2, lorsqu’ils jouent ce couple de stratégies.
Réduire le jeu, décrit par 'arbre suivant (figure 4) :

(@)
1 2
A B
1/
f} ;
o o (@]
-3,3) (5,-5) (=9,9) (3,-3) (3,— 11 ,—11)

FIGURE 4 — L’arbre du jeu.



ANNEXE

Nous décrivons ici les notions-clés.
Stratégie :

— Cas d’un arbre :
Pour le joueur Ji, une stratégie est un choix, pour chaque sommet ol ¢’ est son tour
de jouer, d’ un sommet successeur.

— Cas d’une aréne qui est un graphe :

Pour le joueur Ji, une stratégie est un choix, pour chaque chemin allant de r a un
sommet v, ou c’est son tour de jouer, d’'un sommet successeur.
Si le choix ne dépend que de v (et pas du chemin entier), la stratégie est dite sans
mémoire.

Stratégie mixte :

On considére un jeu matriciel fini I'. On appelle stratgie pure du joueur ligne, un indice de

ligne. On appelle stratégie mizte du joueur ligne, toute combinaison convexe de stratégies

pures.
Par définition, I'extension mixte I' du jeu I', a pour lignes (resp. colonnes) les combinaisons
convexes des lignes (resp. colonnes) de I'. La fonction de gain (71, 72) est définie par :

n m
fk(sz‘ : %Zq]‘ $Tj) = sz‘q]‘ “1k(04: 75),
i=1 &3

ij1

pour k € {1,2}.

Equilibre de Nash :

Un couple de stratégies (o, 7) est un équilibre de Nash si :

- pour toute stratégie o’ de J1, r1(o’,7) < r1(0,7)

- et pour toute stratégie 7 de J2, ro(0, ') < ro(o, 7).

Autrement dit, aucun des joueurs n’a intérét, sous I’hypothése que I'autre ne change pas de
stratégie, & changer lui-méme de stratégie.

La notion s’étend naturellement aux jeux & n joueurs.




