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Un jeu (& deux joueurs) est déterminé si I'un (exactement) des deux joueurs posséde une
stratégie gagnante. On examine divers jeux du point de vue de leur détermination. Les exercices
sont dépendants et doivent étre résolus dans 1’ordre numérique.

Exercice 1 (6 pts) Jeux finitaires

Soit un graphe orienté A = (V, E), biparti, de partition V' = V[ U V7, qui est une arborescence
de racine r € Vj. Le graphe A est 'aréne du jeu, Vj (resp. V1) est 'ensemble des positions du
joueur JO (resp. J1). Une partie est une branche de cet arbre i.e.

T =101,V2,...,ViVit1,---,Un (1)

avec v; = 1, vy, est une feuille, et pour tout ¢ € [1,n — 1], (v;,vi4+1) € E. On fixe une partition
des feuilles de A : F' = F} U F;. La partie 7 est gagnée par JO (resp. J1) ssi v, € Fy (resp.
Un € Fl)

On appelle stratégie de JO (resp. J1) une fonction o : Vj — Vi (resp. 7 : Vi — V) telle que :
Dom(o) = {vg € Vo, 3v1 € Vi, (vp,v1) € E} (analogue pour 7).

Une partie 7 respecte la stratégie o (resp. 7) si, pour tout 4,

U(U2i+1) = V2i+42 ( resp. T(”Qi) = 7121‘+1)-

Une stratégie o (resp. 7) de JO (resp. de J1) est gagnante ssi toute partie respectant o (resp.
T) est gagnée par JO (resp. par J1).

1- Montrer que, si A est finie, alors, le jeu associé & A est déterminé.

2- Montrer que, si A est de profondeur finie (i.e. 3L > 0 tel que toute partie est de longueur
< L) alors, le jeu associé a A est déterminé.

3- Supposons que toute partie w du jeu A est finie. Reprendre la question 2 avec cette hypo-
thése plus faible.

Exercice 2 (14 pts) Jeux infinitaires

Une famille de jeux infinis On considére un jeu & deux joueurs JO,J1. Chaque joueur &
son tour joue un mot w € {0,1}* (on note w, le mot joué au n-iéme tour du jeu). Le joueur
JO commence. Le joueur JO (resp. J1) n’a le droit de produire que des mots de {0}* (resp.
{1}7). Le jeu dure indéfiniment ; une partie

T=wW1,Wy...Wx ...

produit le mot infini :

L’ensemble des mots infinis de longueur w est partitionné en deux sous-ensembles

{O,l}w:WOUW1 ot WoNWq = 0.



La partie 7 est gagnée par JO (resp. J1) ssi wo € Wy (resp. weo € W1).

Nous appellerons jeu de Blackwell sur les entiers un jeu de cette forme.

1- Dans chacun des cas suivants, analyser quel joueur a une stratégie gagnante :
1.1 Wo = {u € {0,1}* | u~1(0) est fini }

1.2 On fixe un ensemble F C N, puis on définit Wy = {u € {0,1}* | u=1(0) =
1.3 On fixe un ensemble F' C N, puis on définit Wy = {u € {0,1}* | u=1(0) C
2- On suppose qu'’il existe des ensembles By, B; C {0,1}* tels que

WQZ U U-{O,l}w, le U U-{O,l}w.

vEBy vEB]

F}.
F}

Montrer que, sous cette hypothése, le jeu est déterminé.
3- On note L C {0, 1}* I’ensemble des mots qui dénotent des parties du jeu.

L:=0{0,1}*\ ({0,1}*{0®,1})

On suppose qu’il existe des ensembles By, By C {0, 1}* tels que

WonL=(Jv-{0,1})nL, winL=(]Jv {0,1}*)NL.
vEBy vEB1

Montrer que, sous cette hypothése, le jeu est déterminé.

4*- Lorsque I’hypothése de la qu. 2 (resp. 3) est remplie, peut-on toujours faire en sorte qu’elle
le soit par des ensembles By, B1 finis?

Aide : {0,1}* muni de la topologie produit est compact.

Filtres Soit S un ensemble. On appelle filtre sur S, tout ensemble F C P(S), vérifiant les
trois propriétés :
cloture vers le haut :

VF,GeP(S),(FeFet FCG)=GeF. (2)
cloture par intersection :
VE,GeP(S),(FeFetGeF)=FnNGeF. (3)

non-vacuité de ses membres :

0¢F. (4)

5- Montrer que, si .S est infini, 'ensemble des parties co-finies de S
Fe:={FCS|S\F est fini }.

est un filtre.

6- Vérifier que l'inclusion est un ordre inductif sur ’ensemble des filtres sur S.
On appelle ultra-filtre sur S, tout filtre sur S qui est maximal (pour I'inclusion).
7- Montrer que tout filtre est majoré par un ultra-filtre.

Aide : utiliser le lemme de Zorn.



8- Soit F un utra-filtre sur S.
8.1 Montrer que, pour tout F' C S,

FeFouS\FeF.

8.2 Montrer que, réciproquement, si un filtre F vérifie la propriété de la qu. 8.1, alors c’est un
ultra-filtre.

Indétermination On fixe dans cette partie S := N et on choisit un ultra-filtre F qui majore
le filtre F. (sur N) [il en existe au moins un selon la question 7.
Pour deux parties F, G de N la notation F' =, G se lit “F" est presqu’égal a G” et signifie :

Card(FAG) < o0

ou A est I'opération de différence symétrique sur les ensembles.

9- Soient F,G C N telles que F' =, G. Montrer que F' € F & G € F.
On considére le jeu de Blackwell sur les entiers défini par

Wo :={u € {0,1}* | u=1(0) € F}, Wy :={0,1}*\ W,. (5)
10- Montrer que Wy = {u € {0,1}* | uv=1(1) € F}.
On note les positions des joueurs :
Vo :={e}u0{0,1}*1, V;p:={0}uo0{0,1}*0, V:=VouV; ={c}U0{0,1}*
On veut montrer que JO n’a pas de stratégie gagnante. Pour cela, on fait I'hypothése (HO) :
oo est une stratégie gagnante de JO .

On construit maintenant une stratégie o1 de J1, qui est aussi gagnante et on en concluera que
(HO) est fausse.

Etant donnée une stratégie o; : V; — Vi_;, notons e; : V; — N\ {0} le choix d’entier fait
par le joueur 7 dans la position v; € V; :

O’Z‘(UZ') = U; - iei(vi).

Considérons la stratégie o1 (“par imitation de o(”) de J1 :
- premier coup : e1(0™) :=eo(0™1) + 1
- coups suivants :

— siwg = 0™M1"2 ... 0"2k+1) (avec ng > 2,k > 1)
alors eq(vy) := eg(0m110727 1. .. [m2k+1)

— sivg =0M1"2...Q"2k+1) (avec ng = 1,k > 1)
alors eg(v1) := 1.



Etant donnée une partie 7 jouée selon la stratégie o :

m=0" .17 ... Q" 2K+l [P2kt2 ...

ol nécessairement ng = eg(0™1) + 1 > 2, posons

=0 .10 ekt 2kt L

11- Montrer que 7’ est une partie qui respecte g et que 7~1(1) =, 7'~1(0).
12- Montrer que la stratégie oy est gagnante pour J1. En conclure que (HO) est fausse.

On fait maintenant I’hypothese (H1) :

s1 est une stratégie gagnante de J1 .

Construisons une stratégie so de JO, qui est gagnante.
- premier coup : eg(e) :=e1(0) + 1
- coups suivants :

— siyg =0"1"2 ... 1" (avec ng > 2,k > 1)
alors eg(vg) := er (01 —1Qn2 ... Qn2+)
— siyyg =0"1"2 ... 1"2* (avec np = 1,k > 1)
alors eg(vg) := 1.
13- Montrer que la stratégie sg est gagnante pour JO. En conclure que (H1) est fausse.
14- Montrer que le jeu défini par (5) est indéterminé.



