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Les exercices sont indépendants. La note obtenue a cette moiti¢ de 'examen sera min{exol +
exo2 + exo3,10}.

On peut admettre le résultat d’une question et néanmoins 'utiliser dans les questions qui
suivent.

Exercice 1 (10 pts) Systémes de vote

On considére un entier N (le nombre d’électeurs), un ensemble fini A (I’ensemble des alterna-
tives), 'ensemble £4 des ordres linéaires sur A et une application f : EJX — A (une fonction
de choix).

Neutralité

On voit ici £4 comme I'ensemble des bijections [1,|A|] — A. Pour tout ensemble E, on note
Sg ensemble des bijections de E dans E.

L’application f est dite neutre vis a vis des électeurs ssi, pour tous o € Sy Ny, Pe EJX on a

f(Poo) = f(P)

L’application f est dite neutre wvis a vis des candidats ssi, pour tous 7 € Sy, Pe EJX on a

—

f(roP)=r(f(P))

L’application f est dite neutre ssi [f est neutre vis & vis des électeurs et f est neutre vis 4 vis
des candidats|.

U-croissance

L’application f est dite “unanimement-croissante” ssi, pour tout Pe E% , pour tous a,b € A,

(Vi € [L,N],aPb) = f(P)#b

i.e. si le candidat a est unanimement préféré a b, alors b ne peut pas étre élu.

(On écrira, en abrégé, que f est “U-croissante”).

1- On suppose |A| = 2 et N impair. Donner une fonction de choix f : EJX — A qui est neutre
et U-croissante.

2- On suppose |A| =3 et N = 7. Donner une fonction de choix f : E% — A qui est neutre et
U-croissante.

Aide : on peut s’inspirer de I'idée du vote alternatif vue au TD 1.

Soit a le candidat qui est classé premier le plus souvent par les NV électeurs.

Si a a la majorité absolue (strictement) alors il est élu (f(P) := a).

Sinon : soit b le candidat qui est classé premier le moins souvent par les n électeurs : b est
éliminé. En enlevant b des classements des électeurs on obtient une nouvelle suite P € EJX\ o}
On pose f(P):= f(P).

3- On suppose |[A] =3 et N =38.

3.1 Donner une fonction de choix f : Eg — A qui est neutre.



3.2 L’idée de la question 2 peut-elle étre appliquée pour construire une fonction de choix neutre
et U-croissante? ou est la difficulté ?

Nous cherchons & montrer que, si |A| divise IV, alors il n’existe pas de fonction de choix
neutre.

4- Montrer que, si |A| divise N, il existe 7 € Sy telle que 7 = Ida (la permutation identité)
et 7 n’ a pas de point fixe.
5- Suppposons que |A| divise N. Soit P € L4 : P = (a1,...,ak,...,an). Choisissons 7 € Sy
et posons :

P:=(P,roP 0P ..., 7N 1o P) (1)

5.1 Montrer que, pour toute permutation 7 telle que 7%V = Id,, il existe o € Sp, v telle que
ToP=Poo

5.2 Montrer que, si f est une fonction de choix neutre, et P est de la forme (1) avec 7V = Ida,
alors f(P) est un point-fixe de .

5.3 Montrer que, si |A| divise NV, alors il n’existe pas de fonction de choix neutre pour ’ensemble
d’alternatives A et IV électeurs.

6*- Montrer que, si |A| admet une décomposition en somme d’entiers positifs p;

Al = pi
i=1

ou, pour tout ¢ € [1,m], pged(p;, N) > 2, alors il n’existe pas de fonction de choix neutre pour
I’ensemble d’alternatives A et N électeurs.

Nous cherchons maintenant a caractériser les couples (|A|, N) pour lesquels il existe une
fonction de choix neutre et U-croissante.

7*- Montrer que, s'il existe un entier d € [2,|A|] qui divise N, alors il n’existe pas de fonction
de choix neutre et U-croissante pour ’ensemble d’alternatives A et N électeurs.

Aide : reprendre 'idée de la question 5 mais :

- en choisissant une permutation 7 qui admet éventuellement des points fixes

- en choisissant un ordre linéaire P qui place les points-fixes de 7 en “mauvaise posture” pour
étre élus.

8- Montrer que, si aucun entier d € [2,|A|] ne divise N, alors il existe une fonction de choix
neutre et U-croissante pour I'’ensemble d’alternatives A et N électeurs.



Exercice 2 (10 pts) Equilibres de Nash
On considére le jeu matriciel I', nommé “dilemme du prisonnier” :

| 7] ¢
T (1,1)] (3,0)
0,322

On rappelle que T' évoque “trahir” et C' évoque “coopérer”.
1- Ce jeu a-t-il un (ou plusieurs) équilibre de Nash en stratégies pures ?

Le but de I'exercice est de montrer que, en itérant ce jeu matriciel, on obtient un jeu ou des
comportements de coopération peuvent étre des équilibres de Nash. Le phénoméne nouveau
est que, si le joueur 1 (resp. 2) trahit, il s’expose & une punition du joueur 2 (resp. 1) dans la
suite du jeu.

Le jeu itéré T (oil & est un nombre réel § €]0, 1[) est défini comme suit :

- on note S1 = Sy ={T,C}

- pour tous s; € S1, s3 € Sz, on note r;(s1, s2) le gain du joueur i sur la partie (s1, s2) dans le
jeu T’

- une partie de 'V est un mot infini h = h' - ht--- € (S; x Sy)N\0}

- au t-iéme tour du jeu, J1 (resp. J2), connaissant I’histoire h'---h!~! (qui est le mot vide si
t = 1), choisit un “ coup” h{ € Sy (resp. h} € S»)

- le gain du joueur i (i € {1,2}) sur la partie h est défini par

o0
Ry(h) := (1 —=8)- > _ 8" - ry(hi, hb) (2)
t=1
i.e. le gain du joueur 7 est la moyenne de ses gains, dans le jeu I', aux tours 1,2,...,¢,...

pondérés par les coefficients 80,61, ..., 671 ...

- une stratégie (pure) du joueur i est une application o; : (J,»1(S1 x S2)t™1 — S;

- la partie h(oq, 02) associée au couple de stratégies (o1, 02) est la seule suite h € (S7 X SQ)N\{O}
telle que, pour tout entier ¢ € [1,00] :

ht = (o1 (At . AN oa(hY . AT,
- on note R;(01,09) le gain du joueur ¢ avec le couple de stratégies (o1,02); il s’agit de son
gain sur la partie h(o1,02) (au sens de la formule (2)).
Exemple : pour les parties

h = (C,T)(T,C)(C,T)(T,C)---, K :=(C,T)(C,C)(C,T)C,C)---

1.e. plus formellement = = on a les gains suivants :
plus f 11 , h ((c,m(T,C))~, % (c,7(c,C))~, les g

1 30
— _ 3 _ B L
Ri(h) = (1=8)(0+35+0+36"+...) = 3(1 = 0)d7—55 = 75
(1 2 1 3 3
Ra(h) = (1-0)3+0+35"+...)=(1 6)—1_52__1+5,
Ru(W) = (1-6)(0+ 25+ 0426 4 ..) = —
1) = )=



2- Calculer Rq(R).
Trahir Toujours

Notons TT la stratégie du joueur J1 (resp. J2) définie par : pour toute histoire (h!---hi=1) €
(Sl X Sg)t_l :

TT(h' - A7) =T.

3- Montrer que R;(TT,TT) = 1.

4- Montrer que, pour toute stratégie o1 du joueur J1, Ri(o1, TT) < 1.

5- Montrer que, pour tout & €]0,1[, (T'T,TT) est un équilibre de Nash du jeu I,

Punir Eternellement

Notons PE la stratégie du joueur Ji définie par : pour toute histoire h' --- hi=! € (81 x Sp)! =1 :

PE(R'-- A1) =T si g€ [1,t — 1],k , =T, PE(h'---h'"') = C sinon

i.e. Ji coopére tant que son partenaire coopére, et trahit éternellement, dés que son partenaire
a trahi au moins une fois.

6- Montrer que R;(PE,PE) = 2.

7- Soit tg € [1,00[.Soit h est une partie ot J1 coopére aux tours ¢t € [1,ty — 1] et trahit aux
tours t € [to, o], alors que J2 joue la stratégie PE. Montrer que

Ri(h) = 2+ 6~ 1(1 - 26).
8- Pour quelles valeurs de § le couple (PE, PE) est-il un équilibre de Nash du jeu o7
On dit que (01, 02) est un équilibre de Nash uniforme de la famille de jeux (P(S)(;e]O’l[ si,
360 € [0,1[,¥8 €]dg, 1], (01, 02) est un équilibre de Nash de I'Y.
9- Montrer que (PE,PE) est un équilibre de Nash uniforme de la famille (I'®)s¢0,1[-

Punir et Pardonner
Notons PPy, (ot £ est un entier non nul), la stratégie du joueur Ji définie par :

PPy(ht---h™Y) = Tsidtge[t—k,t—1],[(to=1o0u bt =(C,C)) et bl £ (C,C)],
PPy(h!,...,ht") = C sinon

i.e. Ji coopére tant que son partenaire coopére, et trahit pendant k coups, dés que son parte-
naire (ou lui-méme) a trahi, puis redevient coopératif.
10- Soit & €]0,1[. Montrer que, (PPy,PP;) n’est pas un équilibre de Nash de T,
11- Soit h est une partie ot J2 joue la stratégie PPy et J1 joue la stratégie PP a tous les
tours d’ordre t # tp mais trahit au coup tg € [1, c0].
11.1 Vérifier que

h=(C,C)o~t.(T,C)- (T, T)*- (C,C)*

11.2 Montrer que
Ri(h) =2+ (1 =68)0 11 —86—6%—... =65

12- On note ¢ la racine réelle positive de 1’équation 22 + x — 1 = 0. Soit § €]y, 1[.
12.1 Soit h une partie ou J2 joue la stratégie PPy (a tous les tours), et J1 joue la stratégie



PPy a tous les tours d’ordre ¢ < tg — 1 mais trahit au tour ¢y € [1, 00[. Montrer que

Ri(h) <24 (1 —68)d (1 -6 —5?).

12.2 Montrer que (PPg, PP5) est un équilibre de Nash de I'.

13- Le couple de stratégies (PP, PPy) est-il un équilibre de Nash uniforme de la famille
(M)sej0a?

14- Pour quelles valeurs de k € N\ {0} est-il vrai que (PP, PPy) est un équilibre de Nash
uniforme de la famille (I"S)ge]o,l[ ?



Exercice 3 (10 pts) Logique
On considére dans cet exercice la structure

<A*’ (Sa)a€A>'

Chaque symbole s, est un symbole de prédicat binaire qui prend deux arguments du premier
ordre. Il est interprété, dans cette structure, par : pour tous u,v € A*

Sq(u,v) signifie que v = u - a.

Soit S, une partie finie de A* x A*. On dit que S est systéme de réécriture fini. La relation de
réduction linéaire droite immédiate, notée ld—S> est définie par :

pour tous f,g € X*, f ld—g) g ssi il existe (u,v) € S et a € X* tels que f = au et g = aw.

La relation de réduction linéaire droite, notée ld? , est la cloture réflexive et transitive de la

relation —— .
id S

1- Montrer qu’il existe une formule, dans la logique MSO sur la signature (sg)qca, RI(x,y), &
deux variables libres z,y, qui exprime que x ld—S> in

2- Montrer qu’il existe une formule MSO R(z,y) & deux variables libres x,y, qui exprime que
*
3- Montrer que, pour tout ensemble rationnel de mots L C A*, I’ensemble des descendants de

, *
L pour la relation ld?

*
AG(L) :={ve A" |Jue L,u W v}

est rationnel.

Aide : on se rappellera que les parties rationnelles de A* sont exactement les parties définis-

sables en logique MSO sur la signature (sq)qeA-

Une relation binaire — sur un ensemble E est dite :
- sans-boucle ssi, il n’ existe pas de e € F tel que e =7 e.
- noethérienne ssi, pour toute suite (e,)nen telle que e, — e,y1, il existe n € N tel que
€n = €n+1-
4- Montrer que le probléme suivant est décidable :
donnée : une partie finie de S de A* x A*.

question : la relation ld—S> est-elle sans-boucle ?

5*- Montrer qu'il existe une formule MSO Inf(X), & une variable libre X d’ordre 2, qui ex-
prime que ’ensemble X est infini.

Aide : une partie L de A* est infinie ssi 'ensemble de ses préfixes contient une partie infinie,
totalement ordonnée pour l'ordre préfixe (une “branche infinie”).

6- Montrer que le probléme suivant est décidable :

donnée : une partie finie de S de A* x A*. question : la relation = est-elle noethérienne ?

ldS



