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Exercice 6.1 Poker

On étudie une version (trés) simplifice du Poker : deux joueurs A et B s’affrontent. Le jeu
de cartes ne comporte que 3 cartes 1,2,3. A recoit une carte, B recoit une carte,la troisiéme
carte reste cachée. L’arbre du jeu est représenté sur la figure 1. Les nombres indiqués sont les
gains de J1 (J2 gagne 'opposé de J1 i.e. & chaque partie, la somme des gains de J1 et J2 est
nulle). Un hasard externe produit la “ donne” A;/B; : A recoit la carte i et B la carte j; ces
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FIGURE 1 — Le poker & 3 cartes.

6 donnes sont équiprobables.

On analyse les stratégies possibles de A et B.

1- Montrer que les seuls comportements raisonnables de A,B consistent :

- si Ag/B; : A monte

-si A;/B; : B passe

- si A;/Bs : B monte

- si Ap/B; : A monte (comparer les espérances de A selon qu’il passe ou qu’il monte).
2- Dans le cas A;/Bj, A décide de monter (avec proba p) ou de passer (proba 1 — p). Dans le
cas A;/Bs, B décide de monter (avec proba ¢) ou de passer (proba 1 — q).

On appelle g, (resp. 7;) ces stratégies de A (resp. B).

Calculer le gain moyen r(op, 7,) de A, lorsque A joue o, et B joue 7.

3- Montrer que ce jeu “a une valeur” i.e. qu’il existe un nombre v € R tel que

v = max { min {r(o,, 7 = min { max {r(o,, 7
e (i {r(0y,7)}) = min { max {r(oy, 7))
Calculer v. Pour quelles valeurs (p, q) a-t-on r(0p.74) = v?
4- Montrer que (p,q) est un * équilibre de Nash”.
5- Montrer que, si A joue une stratégie o, # op, alors B posséde une stratégie 7, telle que
r(op, Tq) < V.



6- Montrer que, si B joue une stratégie 7, # 74, alors A posséde une stratégie o, telle que
r(op, Tq) > 0.

Exercice 6.2 Attracteurs et jeu d’accessibilité
Soit G = (Vp, Vi, E, W) un jeu sur un graphe orienté. Pour tout numéro de joueur o € {0,1},
on définit applications P(V) — P(V) :

preq(G,Y)i={veV, |[vENY £0}U{veV; |vE CY}

1- Veérifier que cette application est croissante (pour l'inclusion)
2- Montrer que pour tout Y € P(V) , il existe un plus petit ensemble U tel que

Y CU et pre,(G,U) CU.

On note cet ensemble Attr,(G,Y") ('attracteur de Y pour le joueur o).
3- Montrer que Attr,(G,Y") est le plus petit point fixe de I'application

f: X =Y Upre,(X)

4- En utilisant la .7 de Pexercice 3 de la feuille 4, écrire une expression de Attr,(G,Y) a
partir des applications itérées de f sur le point initial ().
5- On définit I’ensemble W comme :

W := {r | 7 visite 'ensemble A}.

5.1 Donner une stratégie sans-mémoire du joueur o qui est gagnante sur Attr,(G, A).
5.2 Montrer que Attr,(G, A) est 'ensemble des positions gagnantes de o.

Exercice 6.3 Attracteurs et pieges
Soit G = (Vp, Vi, E, W) un jeu sur un graphe orienté. On dit qu’une partie Y € P(V) est :
- un o-attracteur ssi

Y Dprey(Y)

- est un o-piege ssi
Y Cpres(Y)

1- Montrer que toute intersection de o-attracteurs est un o-attracteur.
2- Montrer que toute union de o-piéges est un o-piége.
3- Montrer que les applications X — pre (G, X) et X — prez(G,X) sont duales (I'une de
lautre).
4- Montrer que, pour tout Y € P(V), Y est un o-attracteur ssi V' \ Y est un o-piége.
5- Montrer que pour tout Y € P(V), il existe un plus grand o-piége inclus dans Y ; on note
cet ensemble Piege,(G,Y) (le piege de Y pour le joueur o).
6- Montrer que
V\ Attr,(G,Y) = Piege,(G,V \Y).

7- Montrer que, si Y est un o-piége, alors Attrz(G,Y) est un o-piége.
Aide : montrer que, dans ce cas, Attrz(G,Y) est obtenu par itération de prez(G,*) a partir
de Y.



