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Option Jeux
Examen du 18/05/16

Tous documents autorisés. Durée : 2 heures.

Les exercices sont indépendants. Une annexe rappelle certaines définitions vues en cours/td.
On peut admettre le résultat d’'une question et néanmoins 'utiliser dans les questions qui
suivent.

Exercice 1 (10 pts) Equilibres de Nash
On considére un jeu matriciel G, a 2 joueurs, que l'on notera J1, J2. Une stratégie pure s; € .S;
du joueur i est strictement dominée par une stratégie (pure) t; € S; du méme joueur si :

Vs_j € Sg_i,1i(8i, 5—i) < ri(ti,s—;)

On note alors s; < t;.

On note G — G’ la relation binaire, entre jeux matriciels :

G’ est obtenu & partir de G en supprimant une stratégie qui est strictement dominée.
Exemple : soit le jeu J suivant

| BL | B2 | B3 | B4

(L) |20 ]33] 4]
22165 ] %2 ] (5,2
A3 (3,1) | (4,2) | (5,1) | (6,0)
A [(42) [ G0 ] 6,0 ] (5.1)
On a Ay < Ay, donc J — J1 ou J; est décrit par la matrice de gains

| BL | B2 | B3 | B4
A2 (2,1) [ (3,5 ] (42 ] (5,2
A3] (3,1) [ (4,2) [ (5,1) | (6,0)
A4 (4,2) ] (3,1)](6,0) | (5,1)

Dans ce jeu Ay < As , donc J1 — J5 ou Jo est décrit par la matrice de gains

| BL | B2 | B3 | B4
A3](3,1) [ (4,2) [ (5,1) | (6,0)
A4 (4,2) | (3,1)](6,0) | (5,1)

Dans ce jeu By < By et By < Bj; donc par deux réécritures supplémentaires on obtient
Jo — J3 — Jy oit Jy est décrit par la matrice de gains

| B1 | B2
A3 (3,1) [ (4,2)
A4 (4,2)] (3,1)

1- Montrer que, si G — G’, alors G et G’ ont les mémes équilibres de Nash (en stratégies
pures).



On note —* la cloture réflexive et transitive de —.

Par exemple, on a vu que J1 —* J4.

2- Montrer que, si G —* G’ et si G’ est un jeu 1 x 1 (chaque joueur n’a qu'une stratégie),
alors G' a un équilibre de Nash (en stratégies pures).

3- Montrer que, sous les hypothéses de la question 2, G a un équilibre de Nash unique.

Un jeu matriciel est dit irréductible si aucun des deux joueurs n’a une stratégie dominée
(par exemple un jeu de dimension 1 x 1 est irréductible). On souhaite montrer que, si G —*
G', G—*G" et si G',G" sont des jeux irréductibles, alors G’ = G”.

Pour tout entier & > 0 on note —* la composée de la relation — par elle-méme itérée k fois
ie. G =G ssi G=G" et G =P G ssi IH tel que G — H =+ G,
4- Montrer que, si G — G’ et G — G”, alors, il existe un jeu matriciel H et des entiers
p<1,q<1tels que

G' =P Het G" =7 H.

5- Montrer que si G =P G’ et G — G”, alors, il existe un jeu matriciel H et des entiers
q' <1,p" <p tels que
G' -7 Het G" =" H.

6- Montrer que si G —P G’ et G —9 G”, alors, il existe un jeu matriciel H et des entiers
¢ < q,p < ptels que
G =7 Het G" =P H.

7- Montrer que, si G —=* G', G —* G" et si G',G” sont des jeux irréductibles alors G' = G”.
On considére le jeu matriciel I :

| b1 | D2 | D3 | D4

Cl (3,7 ] (L2 ] (3.3)]0,5)
2 [(7.3) [(2.4) [ (3,5) | (2.3)
G341 [ (3.3) [ (42) | (1,2)
C4 (2,00 (2,2) [ (3,5) [ (0,4)

8- Calculer un équilibre de Nash de I' (en stratégies pures) en "éliminant les stratégies domi-
nées" (i.e. en appliquant la relation — jusqu’a obtenir un jeu irréductible).

Le jeu I a-t-il un équilibre de Nash unique en stratégies pures?

9- Le jeu J a-t-il un équilibre de Nash, en stratégies pures? est-il unique ?

10- Reprendre la question 1 mais du point de vue des équilibres de Nash en stratégies miztes.
11- Calculer un équilibre de Nash, en stratégies mixtes, pour le jeu suivant :

| F1 | F2 | F3 |
E1](2,5)](3,5) ] (6,6)
B2 (3,4)[(43)](7,3)
E3 (4,3)](3,4) ] (5,2)

Est-il unique ?



Exercice 2 (10 pts) Jeu de parité
On choisit comme aréne le graphe de la figure 1, et la partition Vo = {vg, va, v4, vg, v7, V9, V11, V13, V15, V16 },
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FIGURE 1 — Le graphe G.

Vi = {v1,vs3,vs,vs, v10, V12, V14, V17 }. On se donne un coloriage des sommets x : V- — {0,1}
par :
Xﬁl(O) = {?)2, V3, U5, Vg, V9, V10, V13, V15, 1)17}, Xﬁl(l) =V \ Xﬁl(O).
(voir la figure 1 ). La partie 7 € V* U V¥ est gagnée par le joueur JO ssi
- soit la partie se termine dans un sommet de V;
- soit la partie est infinie et

max{c € {0,1} | = passe infiniment souvent par la couleur ¢} = 0

sinon, elle est gagnée par le joueur J1.

On remarquera que J1 gagne lorsque

- soit la partie se termine dans un sommet de Vj
- soit la partie est infinie et

max{c € {0,1} | 7 passe infiniment souvent par la couleur ¢} = 1.

1- Calculer Pieget (G, x (0))1.
Aide : Piege;(G,Y) est le plus grand point fixe de 'application X — Y Npreg(G, X).

1. Voir en annexe les rappels sur les piéges et les attracteurs



2- Calculer
A = Attro(G, Piege (G, x 1(0))).

Aide : Attro(G,Y) est le plus petit point fixe de l'application X — Y U preg(G, X).
Pour tout sous-ensemble de sommets X C V on note

G[X] = (Vo, Vi, E',x")
I’aréne obtenue en prenant
Vi=VvnX, Vi =VnX, V] =VinX,E =En (V' xV')et Vo e V' x'(v) :== x(v).
3- Donner une stratégie positionnelle gagnante de JO sur G[Ay].

Pour tout ensemble X C V on note X :=V \ X (i.e. son complémentaire dans V).
4- On pose

Ay = Attro(G[Ag], Piegey (G[Ao], x 1 (0) N Ap)).

Calculer Ay.

5- 5.1 Donner une stratégie positionnelle gagnante de JO sur G[A4].

5.2 En déduire une stratégie positionnelle gagnante de JO sur G[Ap U A;].

5.3 Montrer que Ag U Ay est un 1-piége (de G). En déduire une stratégie positionnelle de JO
sur G , qui est gagnante sur tous les sommets de Ag U A;.

6- Donner une stratégie positionnelle gagnante de J1 sur G[4g N A1].

7- Montrer que Ag N A; est un O-piége (de G).

En déduire une stratégie positionnelle de J1 sur G , qui est gagnante sur tous les sommets de
AO N /_11.

8- Quel est I'ensemble des positions gagnantes de JO (resp. J1) dans le jeu G 7

ANNEXE
Soit G = (Vp, Vi, E, W) un jeu sur un graphe orienté. Pour tout numéro de joueur o € {0,1},
on définit application P(V) — P(V) :

preq(G,Y) ={veV, |[vENY #0}U{veVi_, |vE CY}.

On dit qu’un sous-ensemble Y € P(V) est :

- un o-attracteur ssi Y D pre,(G,Y)

- un o-piege ssi Y C pre;_,(G,Y).

Pour tout Y C V il existe un plus petit ensemble U tel que

Y CU et pre,(G,U) CU.

On le note Attr,(G,Y) (c’est attracteur de Y pour le joueur o).
Pour tout Y C V' il existe un plus grand ensemble U tel que

Y DU et prei—o(G,U) D U.

On le note Piege,(G,Y) (c’est le piege de Y pour le joueur o).



