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Exercice 1 (10 pts) Equilibres de Nash

On considére un jeu matriciel G, a 2 joueurs, que l'on notera J1,J2. Dans ce qui suit, on
note (T7,T») le jeu G restreint aux sous-ensembles de stratégies T} C S1,T5 C Sy. Le gain du
joueur Ji dans (17, T5) sur le couple de stratégies (s,t) € T} x Th est le méme que dans le jeu
original i.e. r;(s,t).

1- Supposons que G — G’, par suppression de s € S telle que s < t.

G' = (51 \ {5}, 52)

1.1 Soit (¢*,7*) un équilibre de Nash de G'. Pour tout 7 € Sy on a ro(c*,7) < ro(c*, 7).
Pour o € S\ {s} on a ri(o,7*) < ri(o*, 7).
Et pour c = son a:

ri(o, %) < ri(t,7) < ri (o, 7).

Donc (o*,7*) est aussi un équilibre de Nash de G.

1.2 Soit (¢*,7*) un équilibre de Nash de G.

Comme (s, 7*) < r1(t,7%), (s,7%) n'est pas un équilibre de Nash de G, donc o* # s.

Le couple (c*, 7*) est donc aussi un couple de stratégies de G’. Comme I’ensemble des stratégies
de G’ est inclus dans celui de G, (0*,7*) est a fortiori un équilibre de Nash de G'.

2- Supposons que G —* G’ et que G’ est un jeu 1 x 1 (chaque joueur n’a qu'une stratégie).
L’unique couple de stratégies de G’ est clairement un équilibre de Nash de G’. D’aprés la Q1,
par récurrence sur n :

si G =™ G' alors G et G’ ont les mémes équilibres de Nash (en stratégies pures).

3- G’ n’a qu'un équilibre de Nash, donc par 'argument de Q2, G' a aussi un seul équilibre de
Nash.

4- Supposons que G — G’ et G — G".

casl: G =G".

En prenant p :=0,q := 0 et H := G’, la propriété est vraie.

cas 2: G' = (51,52), G" = (51,5%),

ou Si = Sl \ {81}, il = Sl \ {§1}, S1 < t1,§1 < fl,sl 7é S1.

Posons

p = 1, q = 1, H = <Sl \ {81,§1},SQ>.

- si t # sq, alors dans G’ on a §; < 1, donc G — H.
- sit; = sy, alors, dans G/, §; < s; < t1, donc G’ — H.
De méme G — H.

cas 3: G' = (51,95,), G"=(51,5%),

ol Sé == 52 \ {82}, Sg == SQ \ {32}

On conclut, par des arguments similaires & ceux du cas 2 que, en posant
p:=1, q:=1, H:= (51,5 \ {s2,52}),

on a bien G' - H + G".
cas 4 : G/ = <Sl \ {81},SQ>, G// = <Sl,SQ \ {82}>,



ou s1 < t1,89 < to.
Posons

p = 1, q = 1, H = <Sl \ {81},52 \ {82}>.

Puisque, pour tout o € S1,72(0, s2) < r2(0, t2),
Vo € S1\ {s1},r2(0,52) < 12(0, t2)

ie. sy <q to , donc G' — H.
De méme : s1 <g» t1 donc G” — H.

5- Nous raisonnons par récurrence sur l’entier p.

Supposons que G —? G’ et G — G".

p=0:G=G et G—G".

Posons H := G”. On a bien G’ —=! H et G” —=° H, donc ¢’ := 1 et p’ := 0 conviennent.
p=1: ce cas a été traité a la question 4.

p — p+1: Supposons que G'—T1G" et G=1G".

Par définition de la réécriture a 'ordre p + 1, cela signifie qu’il existe un jeu G tel que

GHGq.

On obtient alors H en “composant des diagrammes commutatifs” (voir la figure 1). Par Q4, il
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F1GURE 1 — Diagrammes pour Q5,Q6

existe H et po < 1,q9 <1 tels que
G| P G

Par hypothése de récurrence, il existe un jeu H et des entiers p1 < p,q1 < qo tels que :

G'—H P« H.



On obtient finalement que :
G = ff pitpo._

avec q1 < qo < letpi+po<p+1

6- Nous raisonnons par récurrence sur ’entier q.
Supposons que G =P G’ et G —1 G".

q =0 : En choisissant H := G',p’ := p,q¢' := 0 on a bien

G =9 Het G" =7 M.

¢g—q+1: GGG,
Par Q6, on sait qu’il existe un jeu H et des des entiers pg < p,qo < 1

G/ H P @
et par hypothése de récurrence, il existe un jeu H et des entiers p1 < pg, 1 < g tels que :
H—1H P G
On obtient finalement (voir figure 1) que :
G 90t a fF p1 G”,

avec go +q1 < g+ 1et pr <po <p.
7- Supposons que G —=* G', G —* G” et G',G" sont des jeux irréductibles.
Par Q6, il existe un jeu H tel que

G'—'H*G"

et comme G’,G” sont irréductibles, G’ = H = G".
8- Une succession possible de dominations (suivies d’éliminations) est :

C1< (3,04 < C3,D4 < D2, D1 < D2,02 < C3,D3 < D2.

Le jeu final est ({C3},{D2}). Par Q2,Q3, le jeu I' a un unique équilibre de Nash, en stratégies
pures, qui est (C3, D2).

9- Comme J—*74, en appliquant 4 fois le résultat de Q1, on obtient que J a le méme ensemble
d’équilibres de Nash que J4. On remarque que (A4, B1), (A3, B2) sont des équilibres de Nash
de Jy et qu’il n’y en a pas d’autre. Les équilibres de Nash de J sont donc

(A4, B1), (A3, B2).

10- Supposons que G — G, par suppression de sg € Sy telle que sgp < ¢ (on note S1 = {s; |
iEI}, SQZ{Tj‘jGJ}).

G = (S1\ {50}, 92)
10.1 Soit (¢*,7*) un équilibre de Nash de G'.

ot = pisi, TN=_ 47

el jedJ



ou p; > O,Zielpi =1,q; > O,Zjequ =1et pp=0 (car sg ¢ S1\ {s0}).
Soit o = 3,7 p}s; une stratégie mixte du joueur J1, dans G.

ri(o,7") = Zp;(rl(si,T*)).
el
Soit o1 la stratégie obtenue a partir de ¢ en remlagant sg par t :
o1 =0 — pjso + pot-
On a alors
ri(o,7%) <ri(o1,7°) < ri(c*,77)

donc (0*,7*) est un équilibre de Nash de G.
10.2 Soit (¢*,7*) un équilibre de Nash de G'.

o* = Zpisi.

iel
Si pg # 0, pour tout 7 € Sa, por1(s0,7) < pPor1(t,7) donc

ri(0", 7%) <ri(o” —poso + pot, ")

et (0*,7*) ne serait pas un équilibre de Nash de G. On a ainsi prouvé que py = 0. Donc
o* € conv(S \ {so}) est une stratégie mixte de G’. Comme S7 \ {so} C S, le fait que o*
maximise le gain de J1 contre la stratégie 7* reste vrai pour G'. Donc (o*, 7*) est un équilibre

de Nash de G.

11- En utilisant la succession de dominations : F1 < E2, F'3 < F'1, le jeu se réduit au jeu :

| F1 | F2
E2 || (3,4) | (4,3)
E3 || (4,3) | (3,4)
Soit (paE2+ (1 —p2)E3, 1 F1+ (1 — g1)F2) un équilibre de Nash de ce jeu. Nous le noterons
(o(p2),7(¢q1)). On calcule

ri(p2,q1) = 3peqi +4p2(1 —q1) +4(1 — p2)g1 +3(1 —p2)(1 — 1)
= pd—-2q1)+q +3

D’aprés le théoréme d’ indifférence a 1’ équilibre, si (o(p2),7(q1)) est un équilibre de Nash,
alors cette valeur est indépendante de po, donc 4 —2¢q; =0, d’ ol q; = %
De la méme fagon on obtient :
ro(p2,q1) = 4p2q1 +3pa(l —q1) +3(1 —p2)q1 +4(1 — p2)(1 — q1)
= @(2p2—1)—pa+4

et par le théoréme d’indifférence a ’équilibre, 2po — 1 =0, d’olt po = %
L’unique équilibre de Nash de ce jeu est donc

1 1 1 1
“FE2+ -FE3, -F1+ -F2).
(2 +5E3, 5P+ 5 )



Exercice 2 (10 pts) Jeu de parité
1- On calcule le plus grand point fixe de I'application X +— x~1(0) N preg(G, X).
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FIGURE 2 — Le graphe G.

On itére cette application, en partant de V :

Vo =V, Vi = {vg,v3,05,06,v9, V10, V13, V15, V17}, Vo = {v2,v3,05,06,v9,v15}, V3 =
{va,v3,v5,v6}, Vi=Vs.
Donc

Piege1(g,X_1(O)) = {U27U37U57U6}'

Notos P; ce piége pour le joueur J1.
2- On calcule le plus petit point fixe de 'application f: X — P} Upreg(G, X).
On itére cette application f , en partant de () :
WO - @, W1 = Pl, W2 = {UQ,U3,U4,U5,U6,U7}, W3 = {vl,v2,v3,v4,v5,v6,v7}, W4 =
{1)0, v1,V92,V3, V4, Us, Ug, 1)7}, W5 = W4.
On obtient
Ao = {1)0, v1,V92,V3, V4, Us, Vg, 1)7}.

3- Ag est décomposable en

3
Ao =J F(P).

=0



On définit le rang de v € Ay par :
rg(v) = min{i € [0,4] | v € f{(P1)}.

Une stratégie positionnelle gagnante de JO sur G[Ag] consiste & diminuer le rang du sommet
(si ce rang est non-nul) puis, lorsque v appartient au piége Pj, a jouer dans le piege P;. On
peut ainsi choisir oy :

Vg > V1, V4 +> Vs, ,U7 t> Vg, Vg > V3, U — Us.

Montrons que og est gagnante pour JO :

soit T = (wp, ..., Wy, ...) une partie jouée selon la stratégie og. Pour n > 3, w, € P, C x~1(0).
Donc 7 est gagnée par JO.

4- On calcule le plus grand point fixe de : X — x~1(0) N Ag N preg(G[Ag], X).

On itére cette application, en partant de Ay :

Up = Ao, Ur = {vg,v10,v13,v15,v17}, U2 = {vg,v10,v15}, Uz = {vg,v10}, Us = Us.

En notant P] := Piege1(G[Ao], x 1(0) N Ap), on a obtenu

Pll = {1)9, 1)10}.

On calcule maintenant le plus petit point fixe de g : X + P{ U preg(G[Ao], X).
On itére donc cette application, en partant de () :
Xo=0, X1 ={vg,v10}, Xo={vs,v9,v10,v15}, X3 = {vs,v9,v10,011}, X4 = X3.
On obtient
Ay = {vs, v9, v10, V11 }-
5- 5.1 Pour définir une stratégie positionnelle gagnante de JO sur G[A;], on procéde comme
en Q3 :

2
A= d(P)).
i=0

Le rang d’un sommet v € Ay est défini par
rg1(v) = min{i € [0,2] | v € ¢'(P])}.

Une stratégie positionnelle gagnante de JO sur G[A;] consiste a diminuer le rang du sommet
(si ce rang est non-nul) puis, lorsque v appartient au piége Pj, & jouer dans le piege P/. On
obtient ainsi la stratégie oy :

Vg — V109, V11 > U§.

Cette stratégie est gagnante (pour JO, sur G[A;]) par les méme arguments qu’en Q3.
5.2 Posons
0g,1 ‘= ogUoy.

Soit m = (wp, ..., wn,...) une partie jouée, sur I’ aréne G[Ay U A;], selon la stratégie o ;.
cas 1: wy € Ap.

Alors la partie se déroule dans A et est jouée selon g, donc, par Q3, w est gagnée par JO.
cas 2 : wg € Aj.
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FIGURE 3 — Les O-attracteurs Ag, A;.

1. sous-cas 2.1 dn,w, € Ay.
(i.e. J1 joue (vg,vg) ou (vig,v7) au coup n — 1).
Alors (wy, ..., Wptk,-..) se déroule dans Ay et est jouée selon oy donc, par Q3, 7 est
gagnée par JO.

2. sous-cas 2.2 Vn,w, € Aj.
Alors la partie se déroule dans A; et est jouée selon o1, donc, par Q5.1, 7 est gagnée
par JO.

5.3 - Comme pour tout v € Ag U Ay, 0¢,1(v) € Ag U A4
(AO U Al) NV C p’l“e(](A(] @] Al)

-siv € AgN Vi, comme Aj est un 1-piege (car preg(Ag) = Ag donc Ay C preg(Ay)), vE C Ay
-pour v € Ay NVy, on a vgE = {vg,v9} C AgU Ay et v1oE = {v7,u9} C Ag U A;.
On a vérifié que

(Ao U Al) NV C pTeo(AQ U Al).

Donc Ag U Ay est un 1-piége.
Considérons & nouveau og 1. Soit ™ = (wp, ..., wy,...) une partie jouée selon oy dans G et
commengant en wy € AgU A;. Comme AgU A; est un 1-piége, la partie se déroule entiérement



dans G[Ag U A1] et par Q5.2 elle est gagnée par JO.
6- Soit
T V12 — V13, V14 b7 V15, V17 =7 Vi6-

Soit m = (wp,...,Wn,...) une partie jouée selon 7, dans Ag N A;. Alors, Vn > 2,w, €
{v14,v15,v16,v17}. La partie est donc gagnée par J1.

7- Montrons que Ag N A; est un 0-piége (de G).

Solution 1 : vérification calculatoire.

On teste, pour chaque v € Ag N A1 que v € prej(Ag N Ay).

vi2E D {v13} C AgN A4

visE C {v14} C AgN Ay

viaE D {v15} C AgN A4

visE C {vi7} C AgN A4

vi7E 2 {vig} € Ag N Ay

vi6E C {v1a} C AgN A4

Solution 2 : plus conceptuelle.

Montrons que Ag U Ay est un O-attracteur.

Soit v € preg(G, Ag U Aq).

Sive Ay :ve AgU A;.

SiveAgNVy: Evn (AU Ap) # 0.

-8 EvN Ag # 0 alors v € preg(G, Ag) = Ag C Ag U Aj.

-si EvN Ay # (0 alors v € preg(G[Ao], A1) = A1 C Ag U A;.
SiveAgNVy: Bvn Ay C Ay, donc v € preg(GlAg], A1) = Ay C Ag U Ay,
Finalement

preo(g, A() U Al) - A(] U A4,

(q.e.d) -

Par dualité, Ag N A7 est un 0-piége.

La stratégie 7 de J1 lui permet donc de gagner sur l'aréne G :

pour toute partie commencgant dans un sommet de AgN Ay, comme Ay N Ay est un 0-piege,
la partie se déroule entiérement dans Ay N Ay, et par Q6, elle est gagnée par J1.

8- Par Q5,3, JO est gagnant sur Ay U Ay. Par Q7, J1 est gagnant sur Ag U Aj.



