ENSEIRB-MATMECA- Section Informatique, 2iéme année
Option second semestre, 2015/2016

Information Quantique
DM- a rendre avant le 25 Avril 2016, a midi

Partie I
Un code linéaire classique.

L’encodage ¢ : Fyf — FJ est défini par : pour tout vecteur ligne w € Fy
o(w) =w-G.
1- Soit y € FJ. Tl existe un vecteur w € Fy tel que
y=w-G
ssi Jwy, we.ws, wy € Fy tels que
Y1 =wi Ay2 =wa Ayz = ws Ays = wy et
Ys = w2 + w3 + Wy AYe = w1 + w3 + Wy AYy7 = wyp + w2 + wy
ce qui equivaut a
Yotystyatys =0y +ys vty =0y +y2tyatyr=0; (1)
2- Soit

H =

=]
— O
O = =
— =
S O =
O = O
— o O

D’apres (1), pour tout y € Fy,
yeCs H wy=0.
3- Soit S : Fj — F3 I'application
S(y)=H- Y.
D’ apres la question 2, Ker(S) = C.

Comme S(es), S(eg), S(e7) est la base canonique de F3, on a aussi que

Im(S) = F3.



Par le théoreme de factorisation des applications linéaires on en conclut que :
FJ/C — F3 telle que

S(y+C)=S(y)

est un isomorphisme. Or S est exactement I'application syndrome.
4- 4.1 Calculons la table des syndromes des vecteurs de poids < 1 (elle
découle immédiatement de la matrice H) :

ﬁ
Vect(s)\e:H 0 ‘61‘62‘63‘64‘65‘66‘67‘

S1 001 |1 (111010
S9 0|1 )]0 |1 (10 |1 |0
S3 0|11 01 0|01

4.2 On vérifie que les syndromes des 8 vecteurs de poids < 1 sont tous
distincts.
5- Considérons les applications

0SS0

N.B. chaque image d’une fleche est le noyau de la fleche juste a sa droite.
Remarquons que ¢ est injective et S est surjective.

Définissons : ¢! : C — Fy} comme la réciproque de ¢ (dont I'image est
restreinte a C)

Dom(p~!) = C,Ve € C, (0 t(c)) =c¢,Vu € F3, 0 L(p(u)) =u

et S: F$ — FJ comme Papplication “inverse” de S restreinte aux vecteurs
de poids <1 :

Vu € Fy, wt(S(u)) <1 et S(S(u)) =u (2)
On pose alors B
Vue Ff, o(u)=¢ " (u+ S(S(u))). (3)

N.B. @(u) est indéfini lorsque u + S(S(u)) ¢ C
Soit w € Fy e € Fy de poids < 1.

Ple(w) +e) = ¢ (p(w) + e+ S(S(p(w) +¢)))
= P~ Hp(w) + e+ S(S(e))) (car S(S(p(w))) =0
= v (p(w)

= w



Partie 11
Groupes de Pauli.

Notons My :={I,X,Y, Z} et Cy := {+1,—1,4, —i}.
Avec ces notations :

P:=Cy My

2- On vérifie que X2 =Y? =22 =1.

Pour chaque M € {X,Y, Z}, les valeurs propres de M sont des racines de
X2 —1, donc Spec(M) C {+1,—1}.

Par ailleurs M ¢ {I,—I} donc Spec(M) = {+1,—1}.

1- On calcule les produits :

XY =iZ, YZ=iX, ZX =iY.

On en déduit, par exemple, le produit en ordre inverse : Y X = (—iZX)-X =
—iZ
et, finalement, par trois manipulations analogues

YX =—iZ ZY =—1X, XZ=-1Y.
On en déduit que pour tous «, 8 € Cy,
(aX)(BY) = (iaB)Z, (aY)(BZ) = (iaB)Z, (aZ)(BX) = (iaB)Y

(aY)(BX) = (~iaB)Z. (aZ)(BY) = (~iaB)Z. (aX)(BZ) = (~iaB)Y.

et Cy est clos par produit. Donc P est clos par produit.
On vérifie aussi que : pour tous o € Cy, M € My

(M)t = (a) ML eP.

Donc P est clos par inverse.

Finalement, PP est une partie non-vide de U(2) close par produit et inverse :
¢’ est un sous-groupe de U(2).

3- D’apres la question 1 :

-si P,Q e {X,Y,Z} et P#Q, alors PQ = —QP

-siP,Qe{X,)Y,Z, I} et (P=QouP=1Iou@=1),alors PQ=QP =1.
Comme les coefficients «, € C4 commutent avec les matrices de My on en
conclut que, pour tous P,Q € P, il existe € € {+1,—1} tel que PQ = QP
ie.

P7lQP =<Q.



4- Soient P, Q € P, et |u) vecteur propre de @, pour une valeur propre A € C.
Alors, il existe ¢ € {+1,—1} tel que :

Q(P|w) = (QP)lu)
= e(PQ)|u) ( parla question 3)
= eP(M|u)) (Ju) est v. propre de Q)
= (eN)P|u)
Comme P est inversible et |u) # 0, P |u) est non-nul : c’est bien un vecteur

propre de @ (pour la valeur propre €)).
5- Les coordonnés (en ligne) des matrices I, X, Y, Z dans la base canonique

1 0 0 1
. 1 1 0 , .
de M272((C) forment la matrice i i0 dont le déterminant vaut :
1 0 0 -1
1 1 0 0 0 1
- 1 0]—]1 1 O:_li 1 (—1)—‘_11, 1:—42'.
0 -1 -1 i 0

Ces quatres matrices sont donc linéairement indépendantes, et comme la
dimension de M3 5(C) vaut 4, elles forment une base de My 2(C).
6- Soient P,Q € P, :

P=P® - @FP®  -QPF, Q=Q1® - 0Qr® - ®Q, (4

Alors
P.Q=PQ1® QPQ1L® @ P,Qy et

pL ZPf1®"'®P;;1®"'®Pn_1-
Comme pour tout k € [1,n], PQr € P, P-Q est bien un élément de P,. De
méme, comme pour tout k € [1,n],P,;1 € P, P~! est bien un élément de
P,,. Finalement, P,, est un sous-groupe du groupe unitaire de dimension 2".
7- Soient P, de la forme (4). Pour tout k € [1,n], il existe g, € {+1,—1}
tel que PngkPk = e, Q (par la question 3). Donc

PP = ([ en)@-
k=1



Comme a la question 4, on en conclut que, si |u) vecteur propre de @, alors
P |u) est vecteur propre de Q.

8- L’ensemble My est une base de My 2(C) (vu a la question 5).

Donc M4®- - -®@My (produit tensoriel itéré n fois) est une base de M 2(C)®
-+ ® My 2(C), qui est un sous-espace de dimension 4" = 2" - 2™ de 1’ espace
Mpan 9n (C) qui est aussi de dimension 2" - 2". Donc

My ® - ® My est une base de Man on (C) (5)
Soit B un élément de My ® --- ® My :
B=M® - QM,®- ---® M,

avec, pour tout k € [1,n], My € M.
Chaque matrice By == I ® -+ ® M ® --- ® I est un élément de P, et
B=By---By---B,. Donc B € P,,. Donc

Vectec(My ® - -+ @ My) C Vecte(P,),

et comme, par (5), le membre gauche de cette inclusion est 'espace Man 9n (C),
nous en concluons que :

Man on (C) = Vectc (Py,).
Partie III

Un premier code quantique.

Dans cette partie, on définit un code quantique permettant de corriger les
erreurs de type “flip” .
On encode les gbit |0) (resp. |1)) par

|0) :=]000), |1):=[111).
Un état général a|0) + B |1) (ou «, 8 € C) est encodé par
¥) = a[0) + B 1) (6)

On suppose que cet état a été "altéré” par une erreur (au plus) de type
"flip” i.e. a été transformé en

|y = Py) avec P € {I, X1, X2, X3}.

1- 1.1 On vérifie aisément que |0),|1) sont des vecteurs unitaires, orthogo-
naux.
Le vecteur |0) est invariant par Z, donc

$1 000y = S5 [000) = |000) .



Pour le vecteur |1) on a
S1I111) = (= ()@= [1)el1) = [111) et S |111) = (1)e(— |1))e(— 1)) = [111)

1.2 51, 55 sont linéaires, donc I’ensemble de leurs vecteurs invariants est un
sous-espace vectoriel. Comme |¢)) appartient au s.e.v. engendré par |000) , [111),

il est invariant par S7 et par Ss.

1.3 |1) est vecteur propre de Sy (pour A = 1) et aussi de Sy (pour A = 1).
Comme X1, X9, X3 € P3, par la question I1.7, on conclut que X7 |¢) , X2 |¢) , X3 |¢)
sont des vecteurs propres de Sp et aussi de S5.

On appelle ”syndrome” de I’état erroné |¢)) le couple (A1, Ao) € {+1, —1}2
tel que
Sy =AM |v'), Sa o)y =X |0),
autrement dit, ce sont les valeurs propres pour lesquelles [i)') est vecteur
propre.

2- Remplissons le tableau des syndromes :

M) | T1) | X ) | Xo o) | X |o)
Y -1 -1 |+
Ao T = R

On utilise le fait que, pour tout k, ¢ € [1, 3] tels que k # ¢

Zi Xk = — X7k, ZoXp = XpZ0.

Par exemple :

S1(X1 W) = 2122 X1 |[¢) = Z1 X1 Za |) = —XaZ1Z2 [¢) = — X1 (51 ) = (=1)-(X1 [¥)).

On considere le circuit quantique suivant sur 5 gbits (voir la figure 1).

3- Soit |u) un état de B¥3 qui est vecteur propre de S ; pour la valeur propre
Aj = (—1)% (pour chaque j € {1,2}). Calculons 'effet de la “partie haute”
du circuit (H sur 4ieme qgbit , ¢ — Sy, H sur 4ieme gbit) sur |u) |0) :

H 1
)10} = =5 fu) (10) +11))
e—$1 %W 0) + St Ju) [1)]
= %Hu> (10) +11)) + 1 |u) (|0) — [1)]

= ) Sy u)) 10} + () — S o)) 1)

6



[¥) S 52
|0) H H
|0) H @ H

FIGURE 1 — Circuit détectant un flip

Donc :
-si Ay = 1, i.e. 51 =0, on obtient |u) |0)
-si A\ = —1, i.e. s; =1, on obtient |u) |1)

L’effet de la “partie basse” du circuit (H sur bieme gbit , ¢ — Sy, H sur
bieme @bit) sur un vecteur |u) |s)|0) est, de facon analogue :

-si Ag =1, 1e. s9 =0, on obtient |u) |s)|0)

-si Ay = —1,ie. so =1, on obtient |u) |s) |1).

On a vu & la question 2 que [))" est vecteur propre de S; avec comme
valeurs propres les syndromes. L’enchainement de ces deux circuits produit
donc successivement : [1))’ |s1) |0) puis

|9) [s1) | s2) -
4- 11 suffit de construire un circuit sur 5 g-bits qui calcule :
) [s1) [s2) = X (s1,2) [u) |0) [0},

avec X(0,0) = I, X(1,0) = X1, X(1,1) = X2, X(0,1) = X;.

N.B. X(s1,s2) est l'erreur qui a produit le syndrome ((—1)%,(—1)%2)), et
aussi I'opérateur qui corrige cette erreur. Une fois I'erreur détectée par le
circuit de la figure (1), le circuit quantique de la figure (2) la corrige :

Partie IV

Code de Shor.

Dans cette partie, on définit un code quantique permettant de corriger toute
erreur commise sur un seul gbit (sur un total de 9 gbits). On considere les



il

/ X
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S0 I\TO;J I\TO;J
S NOT I NOT
1 VO VO

FI1GURE 2 — Circuit corrigeant un flip

8 éléments du groupe Py :

S1:= 212y, So:= Ly Zs. Sg:= Ly L5, Sy = Z5-Zg. S5 := Zr-Zg, S¢:= Zg-Zy.
Sp = X®0 @ [®3  Gg .= [®3 g X®6

On encode les gbit |0) (resp. |1)) par

0) := (]000) + |111)) ® (]000) + |111) @ (]000) + [111))

1) := (]000) — |111)) ® (|000) — [111) @ (|000) — |111)).

Soit B B
) = al0) + B1) (7)
1- 1.1 On vérifie que

(0% +1%0° — 1%) = (0°]0*) — (1*[1*) =1-1=0
Comme [0) = (]0%) + [13))®3 et |I) = (|0%) — [13))®3, on en déduit que
(0[1) = 0.
Par des calculs analogues on calcule :
(0]0) =8, (I|]I) =8.

Donc les vecteurs |0),|1) sont orthogonaux et de norme 2v/2'. On pourra
choisir dans la suite de cette partie IV, le nouveau couple de vecteurs uni-
taires et orthogonaux :

10) == 1 (J000) + [111)) ® (]000) + [111) ® (|000) + [111))

2v/2

1. donc non-unitaires, erreur dans I’énoncé, mea culpa




)= —
Invariance par les transformations S; (j € [1,8]) :

Z1Z5 (resp. ZoZ3) fixe les vecteurs de la base canonique de la forme |000) ®|v)
ou [111) ® |v), pour v € B® (car un nombre pair de gbits est multiplié par
(—1)).

De méme Z4Z5 (resp. ZsZg)fixe les vecteurs de la base canonique de la forme
lu) ®]000) @ |v) ou |u) @ [111) @ |v), pour u,v € B? |

et Z;Zg (resp. ZsZy) fixe les vecteurs de la base canonique de la forme
|u) ®]000) ou |u) ® |111), pour u € BS. Or |0),|1) sont dans le sous-espace
engendré par les vecteurs de ces formes. Donc |0),|1) sont invariants par
S1, 52, 53,54, S5, S6.

Comme |000) + |111) est fixé par X ® X ® X, le vecteur |0) est fixé par S7
et Sg.

X1X2X3 envoie (|000) — [111)) ® |v) sur —(|000) — |111)) ® |v) (pour tout v €
BY), X4X5Xg envoie |u) ® (|000) —[111)) @ |v) sur |u) @ (— [000) +]111)) @ |v)
(pour tout u,v € B3). Donc leur produit S7 = X1 X2X3X,X5Xg fixe tout
vecteur de la forme :

(1000) — [111}) @ (|000) — |111) ® (|000) — |111)).

(1000) — [111)) @ (J000) — [111)) @ [¢h) ,

en particulier S7 fixe |1).

De méme Sg envoie le second (resp. troisitme) bloc de |1) sur son opposé,
et donc fixe le vecteur |1).

1.2 Par linéarité des Sj, |¢) est invariant par toutes les transformations S;
G e L8)).

1.3 Comme [¢)) est vecteur propre des Sj, d” apres QIL7, pour toute trans-
formation P € Py, P |t)) est aussi vecteur propre des S; (j € [1,8]). En
particulier, pour tout k € [1,9], les vecteurs [¢) , Xj [¢) , Zk [¢) , Yy [¢) sont
des vecteurs propres de toutes les transformations S; (j € [1, 8]).

Soit |[¢') = P |y) ou P (I’ “erreur” ) est 'une des transformations I, Xy, Y, Zx
(k € [1,9]). On appelle ”syndrome” de 1'état erroné |¢)), le 8-uple (A1,...,As) €
{+1,—-1}8 tel que
Vi€ (1,8, S;lv')y =X\ v).
2- Soit @ 'une des transformations S; (pour un entier j € [1,8]) et soit
Aj € {+1, -1} tel que QPQ ! = AjP.



Alors

Q(P¥) = (QPQ™H)(QI¥))
=  (QPQY|¥) ( parla question 1.2 )
= APY)
Le syndrome (););¢[1,g ne dépend donc que des SjPS;l : il est entierement

déterminé par P.
3- Calculons la table des syndromes pour les erreurs I ou X (k € [1,9]) :

)\\P : I X1 X2 X3 X4 X5 X@ X7 Xg Xg
A1 1]-1}-111 1 1 1 1 1 1
A2 171 -1|-1]|1 1 1
A3 171 1 1 -1|-1|1 1 1 1
A4 171 1 1 1 -1|-1|1 1 1
As 171 1 1 1 1 1 -1|-1]|1
A6 171 1 1 1 1 1 1 —-11-1
A7 171 1 1 1 1 1 1 1 1
A8 171 1 1 1 1 1 1 1 1

puis la table des syndromes pour les erreurs Zi, (k € [1,9]) (nous les nom-
merons (/,Lj)je[Lg]) :

pA\P
M1
M2
H3
12!
M5
He
K
Hs

=== =] =] =] = =~

1 1 1 —1({-1|-1|{-1}]-1|-1

4- Comme Z; X} = 1Y} on a aussi, pour tout ) € Py :

QYQ ™ = —i(QZQ™)(QXwQ ™)
En prenant (Q = S; on obtient :

QYiQ ™" = —i(X;(Zk) Z) (N (Xk) X)) = Aj(Zi) A (Xi) Y.
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Le syndrome \;(Y}) calculé par 'opérateur S; sur I'erreur Y}, est donc :
Aj (Vi) = A (Zk) - A (Xk).

5- Le calcul du syndrome A\, (k € [1, 8]) se fait en suivant la méme méthode
qu’a la question IIL1.3; Le calcul du syndrome py (k € [1,8]) se fait aussi en
suivant la méme méthode qu’a la question II1.3; L’enchainement des deux
circuits, produit donc, & partir de |¥)’ ® |08> un état

W) @ [s152535455565758)

avec
A = (=1)°* pour k € [1,6], pr = (—1)°* pour k € [7, 8]
)

Si \\I/>' = X} |¢), le syndrome correspondant est codé dans sy, ... sg

Si W) = Z; [4), le syndrome correspondant est codé dans s7, sg

Si W) = Y |¢) = iZk Xk |), le syndrome correspondant est codé dans
$1,...,88. Voir le circuit de la figure 3.

6- Pour corriger toute erreur de type Xy , il suffit d’ utiliser la méthode de
la question II1.4 (sur les gbits 1 & 6); pour corriger toute erreur de type
Zy , il suffit d’utiliser la méthode de la question II1.4 (sur les gbits 7, 8).
En enchainant les deux circuits toutes les erreurs de type X, Z; sont donc
corrigées (voir le circuit de la figure 4).

En fait , comme Y} = iZ; X} , sur un état de la forme Yy |¢) = iZp Xk |)
le circuit correcteur produira

(ZiXk) - (1Zk Xy [h)) = i ]1)

i.e. 'état corrigé (au coefficient i pres). Cet état est physiquement indiscer-
nable de I'état correct [1).
7- Supposons que

W) =P @ Ee " P [Y)
ou E € Mys(C). On a vu a la question II1.5 qu'il existe des coefficients
a, B,7,6 € C tel que

E=aol +BX+~Y +6Z.

L’effet du circuit détecteur-correcteur D sur cet état sera (par linéarité de
D) :
D-E-|¢) =alp)+B|¥) +iv|d) +5[¢) = Ay)

11
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o e “

FIGURE 3 — Circuit détecteur de Shor

avec

A=a+p+iy+90.

I’ état corrigé A - [¢) est donc physiquement indiscernable de ’état correct

).
Partie V

Construction d’un code quantique a partir d’un code classique.

Nous appliquons ici la méthode CSS (Calderbank-Shor-Steane) au code de
Hamming de la partie I; nous obtenons ainsi un code quantique sur 7 gbits
qui corrige toute erreur commise sur un seul gbit.

On considere les 3 éléments du groupe Py obtenus a partir des 3 lignes de la

12



i
L

il

il

il

il

S1 NOT

VU T
S2
s3 7\Tf);;
S V-G
S4 i "
£ INU1
S5
S6 |

VU1

87

FIGURE 4 — Circuit correcteur de Shor : les flips
matrice H de la partie I :
01 11100
H=|101 1010
1 101 001

S1 = Xo X3 Xy X5, So:= X1 X3X4Xs, S3:=X1Xo X4 X7,

puis, en faisant de méme avec 'opérateur Z (au lieu de X)
Sy 1= Z2Z374 75, S5:= Z1Z3742¢, Se¢ = Z1Z422477,

1- 11 suffit de vérifier que ces transformations commutent deux a deux.
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S1

52

S4

S5

Se
S |

7 INU1
S8

F1GURE 5 — Circuit correcteur de Shor : les phases-flips

2- 2.1 Soit |u) un vecteur et
6
@) = ([T +55)) - lu)
j=1

Soit £ € [1,6]. Par QV.1, S, commute avec tous les S; et aussi avec I. Donc
Selu) = Se(TTj=1( + 55)) - [u)
= Se(I+ S) (LI +55)) - |w)
= (I+S);(I+S)) [u)  car Se(I+Se) =Sp+ S2=T1+S,
= ([T5=1 (1 + 7)) - Ju)

= @)

14



2.2 Posons

6
lwo) = (] [(Z +55)) - [07) M::HI+%WHW

=

Il
—

J

Remarquons que |O7> , |17> sont invariants par Sy, S5, Sg Donc

3 3
vo) = (T +$))) , o) = (JJ@+83)) - [17)
Jj=1 7j=1
On calcule :

3
H(I + Sj) =14+ X1X2X3X4(X5X6X7 + X5X¢ + X X7 + X5X7)
j=1

D’ ou
o) = 8(|07) + [1%) [|111) + [110) + 011) + |101)])

lv1) = 8(|17) +|0%) [000) + |001) + |100) + 010)])

I’image de ces deux vecteurs par la projection orthogonale sur le sous-espace
engendré par [1111110) , [0000001) sont les deux vecteurs [1111110) ,|0000001),
qui sont linéairement indépendants. Donc le sous-espace des vecteurs inva-
riants par les Sj (j € [1,6]) est de dimension > 2; donc il possede au moins
deux vecteurs orthogonaux unitaires |0}, |1).

3- Pour tout vecteur-colonne u € Fy, et P € P on note

7 S1
P”::HP,;““, H -u=|s
k=1 S3

4- Notation : écrivons chaque S; sous la forme :
Sj =S4 Sjk---Sjr
Le choix des S est calqué sur la ligne j de la matrice H i.e.
Sjk = Xg st hjp =1, Sjp =1Isihjp =0,
Pour j € [1, 3] comme chaque X}, anti-commute avec Zj, on a :

SikZit S = (=1)larr Zin, (8)

15



En effet :

-siup =0, Z.* = I qui commute avec S;

-sihjr =0, 95, =1 qui commute avec Z;:’“

sihjp =letu, =1, G2 S 0 = XpZe Xy ' = (1) Z

Dans le produit SjZ“S;l = (TTi_, Sin (T, Z;:’“)(szl S;,i), les trans-
formations agissant sur le k-ieme g-bit commutent avec les transformations
agissant sur le {-ieme g-bit (pour k # ¢), donc

S;i2"87 = (e Si) [Tt Z2) ([Tey Sid)
= [T (SinZ% S5 0)

= TTi_y (—1)han .z par Iéquation (8)
= (—1)22:1 hjkuk . Zu
= (_1)s]~ zu

Par un raisonnement analogue, en échangenat les roles de X et de Z dans
le raisonnement précédent, on obtient que, pour tout j € [1,3] :

SngquS:;rlj = (—1)¥ X"

5- Les tables de syndromes de ce code quantique sont donc :

)\\P 1 Zl ZQ Zg Z4 Z5 ZG Z7
A1 111 -1|-1|-1|-1]|1 1
A2 1]-111 -1|-1|1 -1|1
A3 1]-1]-1]1 -1|1 1 -1
MNP T X0 | Xo | X | Xu | X5 | X6 | X7
A4 1)1 -1|-1|-1|-1]|1 1
As 11-111 -1|-1|1 -1|1
A6 1]-1]-1]1 -1|1 1 -1

6- Par la méme méthode que pour les parties III et IV, on obtient un circuit
qui détecte les erreurs et calcule les syndromes : voir la figure 6. et un circuit
qui, prenant en entrée le vecteur erroné et le syndrome, rétablit le vecteur
correct (& un facteur i pres dans le cas d’une erreur de type Yj), voir la
figure 7 pour la correction des erreurs de type Z (phase-flips) et la figure 8
pour la correction des erreurs de type X (flips).
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FI1GURE 7 — Circuit correcteur CSS : les phases-flips
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FIGURE 8 — Circuit correcteur CSS : les flips
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