ENSEIRB-MATMECA- Section Informatique, 2iéme année
Option second semestre, 2014/2015

Information Quantique
DM- a rendre avant le 7 Avril 2015, a midi

Partie I

Automates finis réversibles.

Automates a groupe 1- Choisissons A; =< {a},{0,1}, {0}, {0}, >
ou 71 est définie par le tableau :

1 a
0|1
10

On vérifie que, pour tout i € Q et tout u € {a}* :
T*(t,u) =i+ |u| (mod 2)

Donc
L(A;) = {a" | n est pair}.

Choisissons Ay :=< {a,b},{0,1,2},{0},{1}, 72 > ou 7o est définie par le
tableau :

T2 alb
0112
120
2 0|1

On vérifie que, pour tout i € Q et tout u € {a,b}*, :
T(i,u) =i+ |ulg — |ulp  (mod 3)
Donc
L(A2) = {w € {a,b}" | |lw|s — |[w|p =1 (mod 3)}.
2- Supposons que L est un langage a groupe, reconnu par un automate
fini “a groupe” A =< X,Q,I,T,7 >. L’application pg : X* — Sg est
un homomorphisme du monoide X™* dans le groupe des permutations de Q).

Comme ce groupe a pour cardinal |@Q|!, on sait que tout élement de ce groupe
vérifie gl9' = 1. Posons k := |Q|!. Pour tout w € X* :

pa(w®) = (pa(w))* = 1dg.



Soient maintenant deux mots quelconques u,v € X*. On a :

paluwtv) = pa(u) o pa(w)® o pa(v) = pa(u) o pa(v).
Comme, pour tout mot m, le fait d’ étre accepté (ou non) par A ne dépend
que de p4(m), I'égalité ci-dessus entraine que :

Yu,v € X*, uww*v e L < uv e L.

N.B. Nous avons prouvé un lemme plus fort que celui demandé par I’énoncé,
car le nombre k£ donné par notre solution est indépendant du mot w.

3- Considérons le langage L := (ab)* .

Posons w := a. Pour tout entier k > 0 : aa’b ¢ L mais ab € L.

Ce langage L ne vérifie donc pas le lemme d’itération de la question 2, donc
il n’est pas “a groupe”.

Automates réversibles 4- Choisissons A3 :=< {a,b},{0,1,2},{0}, {0}, 73 >
ou 73 est définie par le tableau :

3| al|b
01—
1]-10
(le trait “-” indique une absence de transition). On vérifie que L(.A3) = (ab)*.

5- Supposons que M est un groupe et m - m = m. En multipliant les 2
membres par m~! on obtient que m = 1/, qed.

6- Soient R € I(Q). Supposons que Ro R = R. Soit x € Dom(R). Alors
il existe y,z € @ tel que (x,y) € R et (x,z) € Ro R. Comme R est une
application, (y,z) € R,

Comme R=RoR,y==zet (y,y) € R.

On a donc (x,y), (y,y) € R. Mais comme R est injective, z = y.
Finalement R est 1’ identité restreinte au sous-ensemble D = Dom(R).
Réciproquement, on vérifie que toute restriction de 1’ identité a un sous-
ensemble de () est un idempotent.

7- Soient e, f sont des idempotents du monoide (I(Q),o,Idg). D’apres la
question 6, il existe des parties D, D’ C Q@ telles que : e = Ipet f=1p.
Donc eo f =Ipnp = foe.

8 - Montrons le “ lemme de relevement des idempotents” : si ¢ : M; — My
est un homomorphisme surjectif de monoides et M; est fini, alors Vey €
Mo, (62 =eg-e9 = de; € Mi,e;1 =e1-€1 et eg = @(61)).

On vérifie que, pour tout monoide fini M et tout m € M, il existe un entier



0 <k < |M]| tel que : ¥ = 22~
Soit eo un idempotent de Ms. Comme ¢ est surjective, il existe my; € M;
tel que ¢(m1) = ez. Soit k > 0 un entier tel que m¥ = m?*. On a :

p(mf) = p(m1)* = mj =my
(puisque ms est idempotent). Posons e; := m¥. On a bien ¢(e1) = es et
2
61 = e1.

Supposons maintenant que L est un langage reconnu par un automate fini
réversible A =< X,Q, I, T,7 >. Considérons le monoide M4 (“le monoide
transition” de .A) défini par :

Dy :={pa(w) |we X"}, Mg:=(Da,o,1dq).
Il s’agit d’un sous-monoide de (I(Q),o,Idg), donc dans ce monoide, les
idempotents commutent.
Définissons une application ¢ : D4 — X*/ =p, par :

p(pa(w)) = [wl=, .

Cette définition est bien posée car, si pg(w) = pa(w') on a aussi w =g, w'.
De plus

p(pa(w) - pa(w’)) = plpalw-w'))

et

e(pale)) = lel=,
ce qui montre que ¢ est un homomorphisme de monoides. Il est surjectif :
tout élément de X*/ = est de la forme [w]=, qui est aussi de la forme
P(pa(w)).
Par le lemme de relevement des idempotents, si e, f sont des idempotents de
X*/ = ils sont de la forme e = p(¢'), f = ¢(f’) pour des idempotents €', f’
de M 4. Par la question 7, €/ f' = f’¢’ et, en appliquant ¢ & cette égalité,
ef = fe. On a prouvé que, dans X*/ =y, les idempotents commutent.
9- Notons L = a*b*. On a alors

a=y a2, b=, b2, mais ab Erba

puisque, par exemple a(ab)b € L mais a(ba)b ¢ L. Le monoide syntaxique
X*/ =L, ne vérifie donc pas la condition nécessaire trouvée a la question 8.
Donc L n’est pas réversible.



Partie 11
Automates finis avec multiplicités.

Séries formelles reconnaissables 1.a- Soit £ € K. Posons :
A=< X {q}, (k),(1),7 > ou 7 est définie par le tableau :

T ||lxeX

do qo0
La série constante : w — k est bien égale a
w—k-pa(w) -1
puisque p4(w) = Idg.

1.b- Posons : A; =< {a,b},{qo0,q1},(1,0),(0,1)t, 71 > olt 71 est définie par
le tableau :

n| a [b]
Qo || 90 +q1 |
q1 q1 q1

On vérifie que

SA) = Y fwlw

we{a,b}*
Cherchons un a.f. avec mutiplicités dans R qui reconnaisse
Sy = Z cos(|w|0)w.
we{a,b}*

On remarque que, pour tout entier n :

_ cos(9) —sin(8)\" (1
cos(nf) = (1 0) <sin(9) cos(f) 0
L’automate pourra étre construit en choisissant :

P00, et () g (1),

On définit donc Ay =< {a,b},{q0,q1},(1,0),(1,0)", 752 > ol 7 est définie
par le tableau :
™ | a | b |
qo || cos(8)go — sin(#)q1 | cos(0)qo — sin(f) ¢
q1 || sin(6)qo + cos(8)q | sin(6)qo + cos(6)q1

4



On vérifie que

S(Ag) = Z cos(|w|f)w

we{a,b}*
2- Supposons que, pour tout w € X* :
Sl == Il . ,ul(w) . Tl, SQ == Il . ,U,Q(’U)) . Tl.
ou I; € KW,y X* — K44 T; € K9x1,

2.aPosons I = k-1

(k-S1)(w) =1 p(w)-Ti.

0 Ty

2.b Posons I = (I, ;) € K'xditdi, x) = (Ml(m) ledQ)T = < >
( 1 2) ,u( ) Ody xdy ,UQ(CC) Ty

Alors :

(S1482)(w) =T - p(w) - T

autrement dit,la somme directe des représentations linéaires de S, S5 représente
S1 + 5.

2.c Posons [ =11 ® I € K442 y(x) = py(7) @ po(z) € KArdexdirdz
T=T T, c Kidx1 Alors :

(5108)(w) =T pw(w)-T

autrement dit, le produit tensoriel des représentations linéaires de S7, S
représente S1 ©® Ss.
2.d On construit une représentation linéaire de dimension dy + ds :

0
I = (Il IlTlfg), T = ( %1’2,1>

et pu(x) € K(dtd)x(ditd) ogt définie par :
_ () Ml(ﬂ?)T112>
wle) <Od2,d1 p2(z)

On montre, par récurrence sur la longueur de w que :

— Iu’l(w) Zuv:w,u 6#1(U)T1]2,u2(v)
M(w) B <0d2,d1 ;é:U'Q(w) )



On en conclut que :

(h LTIo) - p(w) - (%@;) = (L (w) (v e S1(w)I2p2(v)) + LT Ihpa(w)) - <

= Y Si(w)Sa(v) + LT1 S5 (w)

UV=W,UFE

= (S1-52)(w).

3- On a vu & la question 1.b que S; = Zwe{a,b}* wl,w est reconnue par
I'automate A;. Comme tous les coefficients des transitions de A; sont dans
Q, 57 est Q-reconnaissable.

En échangeant p(a) et p(b) dans Ay, on obtient un automate A} qui re-
connait S| =3, o {a,p}+ [w]pw. Comme Pensemble des séries Q-reconnaissables

est clos par combinaisons Q-linéaires, S; — S| = > wefapp ([Wla —[wlp)w est
Q-reconnaissable.
4- Soit 8 € R. En nous inspirant de la question 1.b on définit I’ automate :

Ay =< {a,b},{q0,q1},(1,0),(1,0), 74 > olt 74 est définie par le tableau :
74 | a | b |

qo || cos(0)qo — sin(8)q1 | cos(0)qo + sin(0)q
a1 || sin(@)go + cos(@)ar | —sin(@)ao + cos()ay

et 'on a
S(A) = Y cos((jwla — |w]y)0)w.
we{a,b}*
Comme ’ensemble des séries Q-reconnaissables est clos par produit de Ha-
damard, >_, ¢ o p1+ cos? ((Jw]q — |w|p)8)w est Q-reconnaissable.

Langages a seuil 5- Soit L C X* un langage reconnaissable. Il est reconnu
par un a.f. déterministe A =< X, Q,I,T,7 >oul, T CQet T C QxX xQ.
Supposons que @ = {0,1,...,n —1}.

On définit un automate Ag =< X, Q, Ig, Ty, 7@ > avec multiplicités dans
Q en posant :

Ig (resp. Tg) est le vecteur-ligne (resp. colonne) tel que :

IQJ,J‘:lSijGI, IQ,L]':OSij%I, TQ,J'J:lSijET, TQ7j,1ZOSij¢T.

(en quelque sorte on “ traduit” le booléen 0 (resp. 1) par le nombre rationnel
0 (resp. 1)). On définit :

10 = 1{(@2,1,d) €Qx X xQx Q| (¢,4,4) € 7})

Ol,dl
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On vérifie que, pour tout w € X* :
S(Ag)(w) = 1 si w € L(A), S(Ag)(w) =0 si w ¢ L(A).
Donc 1
L ={we X" S(Ag)(w) > 5}.
Par ailleurs, comme les coefficients de S(Ag) sont dans {0,1} C Q,

1

Vw e X*,|S(Ag)(w) — =| > 7

DO =

Le seuil % est donc isolé.
6- Notons

Ss= Y (lwla—lwl)w,

we{a,b}*
choisissons 6 = Z= et notons
V2

Sy = Z cosz((\w\a — |wlp)0)w.

we{a,b}*

{w € {a,b}" | [w]a > |wlp} = {w € {a,b}" | S3(w) > 0}

{we{a,b}" | lwla # |wlp} = {w € {a,b}" | =Sa(w) > —1}.
Or, par les questions 2.a,3,4 S3 et —S4 sont des séries R-rationnelles.
7- Supposons que S, reconnue par A a d états, vérifie (2).
Notons V4 = vect({I - pua(w) | w € X*}). Ce sous-espace de R? est de
dimension finie (en fait < d). Donc il existe une partie de {I - pg(w) | w €
X*} , de cardinal < d, qui est une base de V4 : fixons une telle base

Bu=A{I"pa(w;)|jeJ}

Notons u; = I - pa(w;) (pour tout j € J).
L’espace vectoriel V4 admet une norme || * ||; définie par :

1Y Al = 1l
JjeJ Jj€J

Comme V4 est de dimension finie, les normes || *||; et ||*||2 sont équivalentes
sur V4. Donc il existe une constante K € R telle que :

Vi € Vg, |||y < K - |||



Posons :

C'=K-C
Soit @ € vect({] - pa(w) | w € X*}) : il est de la forme
0= \ij.
jeJ
Pour tout w € X* :

- pa(w)llz = 1 225es A - @5 - pa(w)]l2
12 es A - pa(wiw)2

< (jes D - I - pa(wiw)ll2
< X jes ) -C par (2)
= [l - C
< K -z - C par définition de K
= C" a2
8- Soit W C X* un ensemble infini de mots. Soit wg,wy,...,Wy,... une

numérotation des mots de W (i.e. n — w,, est une injection de N dans W).
Comme la boule fermée de rayon C, B(0,C'), est un sous-espace compact
de R?, il existe une sous-suite (Ippa(wep(n)))Jn>0 qui converge dans B(0,C).
Donc

Ve > 0,3n < m tels que || - pa(wy) — I - palwy)] <e.

9 *- Supposons que le langage L soit défini par (1), avec S, A vérifiant (2)
et (3) et qu’il existe un ensemble infini W = {w; | i € N} de mots tels que
i#jjw{lL;&wle.
Posons
o )
7|

Par la question 8, il existe des entiers ¢ # j tels que
11 pa(wi) = I pa(w;)] <e.
Mais w,” I + wj_lL. Choisissons un mot w’ € X* tel que :

wiw' € L < wjw ¢ L.



On a donc :

1S(wiw') = S(wjw)| = |I-pa(ww') T =TI pa(wjw') - T
11+ pa(wiw’) = I+ pa(wiw’)| - |17
= (L pa(wi) = I pa(w;)) - pa)] ||
C' - palwi) = I - pawy)l - [T ( par la qu.7)
C e ||T| ( par le choix des entiers i, j

J.

IN

IN N

Or les deux nombres S(w;w’), S(w;w') sont de part et d’autre de A, donc
|S(wiw') — S(wjw')] > 26

ce qui contredit 'inégalité juste au-dessus.
10- Soit L un langage défini par une série rationnelle bornée et un seuil isolé
A. Par la question 9, il n’existe pas d’ensemble infini W = {w; | i € N} de
mots tels que ¢ # j = w;lL =+ w;lL. Donc L n’a qu’un nombre fini de
résiduels. Donc L est rationnel.
11- Supposons que S soit définie par un Q-automate A, que le seuil A soit
rationnel et que 'on connaisse des nombres rationnels C,§ vérifiant (2)(3).
Etape 1 : On calcule une base de V4 : il suffit de calculer, selon I'ordre
croissant des longueurs des mots w, les vecteurs I - p4(w). Notons Vy , le
sous-espace engendré par les mots w de longueur < n. Pour chaque longueur
n:
-5t Van = Vangr alors Vg, =Vy
- sinon dim(V4,,) < dim(V4 p41)
Ce calcul s’ arréte donc apres au plus d étapes et fournit une base B de V4.
Etape 2 : On transforme la base B en une base B’ de V4 qui est orthogonale.
(Méthode classique en algebre linéaire).
Etape 3 : Soit B' = (¢],...,¢€},).
Posons 7

min{|[€fflz [ 1 < i< d'}

K =

On vérifie que :
Vi € Va, iy < K - ||l

Etape 4 : Posons (comme & la question 9)



On définit la relation binaire R, sur X™* par :
Re(u,v) < [T+ (pa(u) — pa(o))] <e.
On a vu a la question 9 que
R.(u,v) = u 'L =v"'L.

Etape 5 : Il existe un entier N tel que : pour tout mot w € X* si |w| < N
alors il existe des préfixes w; < wo = w tels que

Re(wy, wa).

(Nous dirons dans ce cas que N est suffisant pour €). En effet la boule
B(0,C) de V4 (muni de la norme ¢3) admet un recouvrement fini

N g
U B(%;, 5)
=1

pour des points 7; € R%. Donc, si |w| < N, il existe un indice i € [1, N]
et deux mots distincts wi,ws de I'ensemble des préfixes de w, tels que I -
pa(w) € B(v;,5), I-pa(wz) € B(v;,5) et donc Re(wy, ws).

Etape 6 :Comme R. peut étre calculée, on peut déterminer un entier N
qui est suffisant pour e.

Etape 7 : Considérons I’ automate fini A’ suivant sur X :

- ’ensemble des états est Q' := X<V (I'ensemble des mots de longueur < N)
- létat initial est € (le mot vide)

- ’ensemble de transitions est

= {(w,z,wz) | wr € Q" U{(w,z,v') | v < w,w € Q,Re(w,w)}.

- I’ ensemble des états finaux est Q' N L.

On vérifie que :

- tout mot w a un calcul dans cet automate fini, partant de I’état initial

- tout état u atteint en lisant w vérifie que w™ 'L = u~LL. (qed).

12- Reprenons le langage Ly = {w € {a,b}* | |w|, > |w|p} de la question
6. La série S3 n’a que des coefficients entiers, donc le seuil 0 est isolé. Le
langage L3 a une infinité de résiduels, donc n’est pas rationnel.

13- Reprenons le langage Ly = {w € {a,b}* | |w|, # |w|p} de la question 6.
La série —S5, est définie par la représentation linéaire :

1= (10,000 = (50) eoas)) @ (@) o))
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u(b) = M(a)ilaT = (1,0, O’O)t'

Comme les matrices u(a), u(b) sont des produits tensoriels de matrices or-
thogonales, elles sont aussi orthogonales, et pour tout w € X*, u(w) est
orthogonale, donc [|u(w)|| = 1. La représentation linéaire (I, u,T) vérifie
I'inégalité :

11 ()| < I} flp(w)]] = 1,
donc elle est bornée. Le langage L4 a une infinité de résiduels, donc n’est
pas rationnel.
(Le seuil (—1) n’est donc pas isolé, d’apres la question 9; on peut aussi le
vérifier directement).

Partie ITI

Automates finis quantiques & une mesure.
Séries 1- Soit S est une série MOQ définie par
2
S(w) = |1 - p(w) - P|

ou d, u, I, P vérifient les conditions de I’énoncé. Soit w € X* et € > 0.
Comme toutes les matrices pu(w) (pour w € X*) sont unitaires, 1’ensemble
{u(w™) | n € N} est une partie de la boule unité de C**? qui est compacte.
Donc cet ensemble possede un point d’accumulation. Supposons que P # 0
et posons

L 1S
RN TTENE

Il existe ny < no tels que

[p(w") = p(w™)|| < e1.

Choisissons k := ng — nj. Comme p(w™) est unitaire,

i (w"2) = p(w™) || = u(w"™) - (p(w®) = p1d)] = [|(p(w®) = pdd))].

Donc
p(w®) — pId)| < e1.

11



Il en résulte que, pour tous mots u,v € X* :

I - pw(uw* ) Pl| = I p(wv) - Pl < (I pluwv) - P) = (I - p(uv) - P
= |- (n(uw*v) — p(wv)) - P||
< M- (") = pId)] - |12
< Ml e
_°
2- |1 - 1P

En tenant compte du fait que |7 - u(uw¥v) - P|| 4+ |1 - p(uv) - P|| < 2||I|| - || P||
on obtient alors :

I - pluw*o) P> = I - p(uv) - P|?| I - p(uwo) - P = |IT - p(uv) - Pl| - 2|1 - || P])

9
e 2P
2- |1 - 1P
= E&.

<
<

Dansle casou P=0:
[ - () - P2 = || - puw) - PJ2| = 0 < .

(qed)

Langages a seuil 2- Soit Ay =< X, Q, Iy, Ty, 79 > un automate a groupe
et L =L(Ap).

On suppose que @ = {0,1,...,n— 1} et que 'unique état initial est 0. Pour
chaque lettre x € X, on définit u(x) comme la matrice de la permutation
pa(x), I:=(1,0,...,0) et T = (to,...,tj,...,tn—1) avec

ti=1sijeTy, t;=0sij¢T)
et enfin le projecteur P € C™*™ est défini par
P:=T-T.
On vérifie que, pour tout mot w € X* : si (0,7) € pa(w) et j € Ty
I p(w)-P=(0,...,1,...,0)

(vecteur avec toutes les colonnes nulles sauf la j-ieme, qui vaut 1)
et si (0,5) € pa(w) et j ¢ Ty

I p(w)-P=(0,...,0,...,0)



(vecteur nul).
Donc

|- p(w)-Pl>P=1siwel, |I-ww) P|>=0siwé¢lL

et finalement )
L={we X" |1 plw)- P> ).

De plus, comme 1’ application w ~ || - u(w) - P||> ne prend ses valeurs que
dans {0,1}, le seuil 5 est isolé.
3- Choisissons un nombre 6 € R tel que % ¢ Q,

F= 00wt = (50 oey) 0= (C ) P

Pour tout w € {a,b}*, I - p(w) = (cos((|w|a — |w|p)8), — sin((|w|q — |w|p)h))
d’ ou
I+ p(w) - PIJ* = sin®((Jwla — [w]s)6))-

et

I+ p(w) - PII* > 0 & |w]q # [wl-
4- Soit L est un langage MOQ-is défini par u, I, P. Notons, pour tout mot
w € X*, S(w) = ||I - u(w) - P||?. Soient w,u,v € X*. Posons € := § (ol §
est un nombre réel réalisant la condition d’“isolement” (3)).
D’apres la question 1, il existe un entier £ > 0 tel que :

S (uwPv) — S(uv)| < e =4

Mais si S(uwkv), S(uv) étaient 1'un au-dessus, 'autre au-dessous du seuil A
alors on aurait

|S (uw*v) — S(uv)| > 20

ce qui contredirait I'inégalité précédente.
Donc

1S (uwkv)| > X\ < [S(uv)| > A

ie.
ww*v € L & v € L.

5- Prenons L := (ab)*,u := a,v := b, w := ba. Pour tout entier k # 0 :

w € L et uwbv ¢ L

13
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donc L ne vérifie pas le lemme d’itération de la question 4. Donc (ab)* n’est
pas un langage MOQ-is.

6*- On adapte la preuve de la partie IT question 10 comme suit.

On note S’ (w) := ||I - u(w) - P||. L” hypothese (2) de la partie II est vérifiée
par la série S’ avec C' := ||I||.

Posons C := 1. Par le raisonnement de la question II-7 on prouve que, pour
tout w € X* et @ € vect({I - pa(w') | w' € X*}) :

i p(w)]| < C"- |,

Supposons que le langage L soit défini par (1). On a vu que S’ vérifiant (2)
et on suppose que (S, \) vérifie (3).

Supposons maintenant qu’il existe un ensemble infini W = {w; | i € N} de
mots tels que i # j = w;lL #* w;lL.

Posons

ol 0
21|
Par 'argument de compacité de la question I1-8, il existerait des entiers i # j
tels que

- p(wi) = 1 - p(wy)]| < e.

Donc
|S(wiw') — S(wjw)| = ||I - plwiw')P|* = |T - p(wjw’) - P|?|
< - (p(wi) = p(wy)) ()| - 2|1
< e 2|1
p— 5-

Or les deux nombres S(w;w’), S(w;w') sont de part et d’autre de A, donc
|S(wiw') — S(wjw')] > 26

ce qui contredit 'inégalité juste au-dessus.
7- Le seuil A utilisé pour résoudre la question 3 ne peut pas étre choisi isolé,
puisque le langage {w € {a,b}* | |w|, # |w|p} n’est pas rationnel.

Partie IV

Automates finis quantiques multi-mesures.

1*- Soit A =< X,Q, Iy, Ty, 70 > un automate réversible et L le langage
qu’il reconnait (on peut supposer que @ = [0,|Q| — 1] et I = {0}). Nous
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construisons tout d’abord un nouvel a.f. & groupe B =< X, Q',I',T",7" >
comme suit.

Q =Qx{0}uQ x {1}
Pour chaque lettre x € X, ug(z) est une permutation de Q' vérifiant les

conditions :

si (p,q) € pa(z) alors ((p,0),(q,0)) € pus(x)

siVg € Q,(p,q) ¢ pa(z) alors ((p,0), (p,1)) € us(z).

Une telle bijection existe car,

{((»,0),(,0)) | (p,q) € pa(x)} U{((p,0),(p,1)) | Vg € Q,(p,q) & pa(x)}

est une injection partielle de Q' dans @Q’.

I'=1{(p,0) | pe Lo}y, T :={(p,0)|peTp.

le langage L est alors ’ensemble des mots w € X* tels que
il existe un calcul de B lisant w, n’ utilisant que des états de @ x {0},

partant de I’ et se terminant dans 7”.

On construit maintenant un quintuplet I, u, U, P, A\ permettant de recon-
naitre L comme un langage a seuil.

Le vecteur I vaut (1,0,...,0) (1 dans la colonne 0 et 0 dans les autres co-
lonnes).

Pour toute lettre z € X, U(x) est la matrice, de dimension |Q’| x |Q'|, de la
permutation pg(x), P(z) (resp. P) est la matrice (en ligne) de la projection
orthogonale sur le sous-espace vect(Q x {0}) (resp. vect(T x {0})), U est la
matrice identité. On pose p(z) = U(z)P(x). Alors, pour tout w € X* :

I p(w) = (er)o<rgiqr-1
avec
cp = 1ssi [k <]Q|—1et ((0,0),(k,0)) € up(w) et tous les états du calcul
de B lisant w et partant de (0,0) sont dans ¢ x {0}].
I p(w) - U - P = (di)o<k<|qr-1

avec
drp =1ssi [k <|Q'| —1et ((0,0),(k,0)) € ug(w) et tous les états du calcul

15



de B lisant w et partant de (0,0) sont dans @ x {0} et k € Tp).
Finalement :

we Lo |l ptw) U-PI?> ¢
et comme tous les nombres ||I - p(w) - U - P||* valent 0 ou 1, ce seuil 3 est
isolé.

2- Tout langage MOQ-is est MMQ-is : il suffit de remarquer que I’ on peut
choisir P(z) = P = U =1 dans la définition d’une série MOQ. Donc toute
série MOQ est aussi MMQ.

Le langage (ab)* est réversible, donc MMQ-is (question 1).

Par contre il n’est pas MOQ-is (question III-5).

3*- Tout langage MMQ-is est rationnel : il suffit de reprendre les arguments
utilisés dans la question II-10.
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