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Option second semestre, 2013/2014

Information Quantique
Corrigé de 'examen du 19 Mai 2014

Notation : la note finale est
min (20, note-ex1+note-ex2+note-ex3).

Exercice 1 (/15 pts)
Intrication, corrélation.

1- |®1) est intriqué (vu en cours).
|2) == 5(|00) +01) +[10) +[11)) = Z5(|0) +[1)) ® 5 (0) +1)). Donc |P2)
est factorisable.

V3 |®@3) = (a]0) +b|1)) @ (c|0) + d|1)) ssi :

ac=1, ad=1,bc=0, bd=1

Mais bc = 0 = (b =0 ou ¢ =0) = bd = 0 ou ac = 0 ce qui est incompatible
avec bd = ac = 1. Donc v/3 |®3) est intriqué. Mais 1’ ensemble des vecteurs
factorisables est clos par produit par les scalaires (par bilinéarité de ®).
Donc I’ensemble des vecteurs intriqués est clos par produit par les scalaires
non-nuls. On en conclut que |®3) est intriqué.

V5 |®4) := (a]0) +b|1)) @ (c|0) + d|1)) ssi :

ac=1, ad=0, bc=0, bd =2

Mais ad = 0 = (ac = 0 ou bd = 0), ce qui est impossible. Donc |®4) est
intriqué.

2- Supposons que le vecteur [®) = >=; o o519 tiij [1)®|J) est factorisable :
|®) =u®vavec u =up|0) +ui|l), v=1u9|0)+v1|1).

Alors

too to,1

= UpVpU1V1 — U1VoUOV1 = 0.
t1o0 11

Donc le rang de la matrice T := (ti,j)(i,j)€[1,2]><[1,2] vaut 0 ou 1.
Supposons que le rang de T vaut 0 ou 1.
Sirg(T) =0 alors [®) =0=0®0.



Si rg(T) = 1 alors, choisissons un indice ig € {0,1} tel que (¢;,,0,%ti5,1) #
(0,0) et notons A € C un complexe tel que

(t1—i0,05 t1—i0,1) = Altig,0, tig,1)-

Posons
Ui = L,u1—jy 1= A, 00 1= tig,0, V1 := tig 1.

On a bien, pour tous (7,5) € {0.1} x {0,1}

tm:uivj.
Donc
|[®) = (u0[0) +u1 (1)) © (w0 [0) + w1 [1)).
Les déterminants associés aux vecteurs |®g) , ..., |P4) valent :
Lo _1 i1 1fro1f_1 1of_2
210 1) 2" 4]l 1} 7 3]0 1] 3 5|0 2| 5

On retrouve ainsi que seul |®y) est factorisable et que les autres états sont
intriqués.
3- Supposons que |P) est factorisable :

|©) = |u) ©v).

Alors,
(Uo @ Uy) |®) = (Ug |u)) @ (Ur |v)),

donc (Up @ Uy) |®) est factorisable.
Supposons que (Uy ® Uy) |®) est factorisable. Alors, par le raisonnement
ci-dessus, appliqué aux transformations unitaires U, L U’ ! on obtient que

Ut @ U (Uo @ Uh) @)

est factorisable, i.e. que |®) est factorisable.
4- Soient |®) et | V) factorisables et de norme 1. Alors

@) =|u) @ |v), [¥) = |u) @ |V).
On sait que (u|u) - (v[v) =1 On peut donc réécrire

@) = Ju1) @ |vr)



ot |u1) = ——A— |u),|v;) = —2A— |v) sont maintenant, des vecteurs de
V (ulu) V (vlv)

norme 1. De méme, on peut réécrire
|¥) = u1) @ Jor)

ol les vecteurs |u}), |v]) sont de norme 1. Il existe des transformations uni-
taires de déterminant 1, Uy, Uy telles que :

Uo ]u1> = ‘u'1>, U1 ‘1)1> = ‘Ui> .
Donc

(UoUh)|®) = (Uo®Ui)(Ju1) @ [v1))
= |uy) @ ]v1)
— o).

5- Soient Uy, Uy des transformation unitaires, de déterminant 1, telles que

(Uo @ Uh) |[®1) = |Py4) -

Notons, pour j € {0,1},U; = <gﬂ ;_@j>. On aurait alors :
j j

L[(Oéo(JélJFM) 00)+(cvo B1—Boa) |01)+(Bocr —aipBr ) |10)+(Bo B1+ainer) |11)] = | @)

V2

Ce qui entrainerait que :

apar + Bofi = —=, Pofi +apon) = —=

2v2
NG

SIS

donc que

V32

N
qui est clairement faux. On en conclut que Uy, Uy n’existent pas.
6- 6.1 Supposons que |®) est un état factorisable :

@) = [u) ® Jv). (1)
Notons Xy := X, X; := Y. Pour tout € C notons B, := Ker(X; —nl) ,

Hiy = Ker(1® X1 —nl), Ho,y, 1= Ker(Xo ® I —nl), prg , la projection or-
thogonale de B; sur son sous-espace B;,, et Pry ;n la projection orthogonale

3



de H sur son sous-espace H; .
On sait que

Pr({X¥ = Xet Y = u}) = [|prog 0.5 0 Pryg1, [ P) [&

(comme dans l'exercice 22, Q1, du polycopié¢). La décomposition (1) de |®)
entraine que :

Pryg1, |®) = |u) @ (prp, , V)
er,O)\(er,Lu @) = (PYBO,A lu)) ® (pFBl,u V)

donc
Pri{¥ =Xet Y =p}) = [(prg,n|u) @ (pra, , [0)|
= |prggalu) I” - lIprs, 0 o) [P (2)
Pr({X = A}) = |lpryoa(lw) @ [0))|
[(Prs,, [0) @ [o) |7
= [prgyp [u) |- (3)

car (v|v) = 1.

Pr({y =pu}) = llpru(lu) @ [0)]
= |lw) ® (prs, . [v)II?
= |lprg, ulv) I (4)

car (u|u) = 1.
11 découle de (2)(3)(4) que,

Pr({X = A et ¥ = u}) = Pr({X = A}) - Pr({) = u}).

Comme cette égalité est vérifiée pour tous les nombres complexes A, u, les
variables aléatoires X, ) sont indépendantes.

6.2 De fagon générale, si X',) sont des v.a. indépendantes alors leur cova-
riance est nulle. Donc, lorsque |®) est factorisé, Covar(X,)) = 0.

7- 7.1

EX) = > Pr(X=X)X
Ae{+1,-1}
1

145 (1)

(= CY I



De méme E(Y) = 0.

E(IX) = > Pr(x=))-]AP
Ae{+1,-1}
_ 1 5 1 2
= 3 1 +2 (—1)
=1

De méme E(|Y)?) = 1.
7.2

EX-Y) = > Pr(X =XV =p) A
re{+1,-1},pe{-1,4+1}

= 51240 (1) +0- (~1)(1)5 - (~1)(-1)

el SR

Donc Var(X) = 1,Var()) = 1,Covar(X,Y) = 1 et la corrélation de X',
vaut 1.
8- Par des calculs similaires :

E(X) =E(Y) =0, E(1X]?) =E(YP) =1, E®@-Y) =1

d’ou il découle que la corrélation de X,) vaut 1.

9- Comme, d’apres la question 7, dans 'état |®1) les observables X', ) ont
une covariance non-nulle, d’apres la question 6, I’état |®1) n’est pas factori-
sable i.e. est intriqué.

De méme, comme d’apres la question 8, dans 1'état |®4) les observables X', Y
ont une covariance non-nulle, I’état |®4) est intriqué.

Exercice 2(/10 pts)
Borne de Tsirelson.

1- Supposons que U : H — H est unitaire. Alors, pour tout v € H tel que

lu| =1 ona |[|[Uul|] =1<1-|ul, donc ||U| < 1. Par ailleurs, il existe un
vecteur unitaire u tel que [|[Uu| = 1. Donc sup{||Mu| | v € E,|u|| =1} =
lie ||U|=1.

2- Ces opérateurs sont unitaires, donc ils ont tous une norme qui vaut 1.
3- Soient M, N sont des application linéaires de E dans F.



On vérifie que, pour tout u € E, ||[Nu|| < ||N| - ||ul|. Pour tout u € E tel
que |jul| =1:

[M - N M- | Nul]
M- [N -

et

(M + N)ull [Mu+ Null
[Moul| + [ Null
M [[Jeel + [N

M+ [N -

IN A

Donc
[M - N|| < [|MI] - | N[ et [[(M + N)[| < [[M][ + [|N].
4-
4Gy = (Y| Ag® By + Ag ® By + A1 ® By — A1 ® By) [¢)

Sachant que pour tous vecteurs |u) , |v),

| Culo) [ < () [ - (o) |
et que || |¥)||=1,0na:

4Gy I¥) || - 1[40 ® By + Ao ® Bi + A1 @ By — A1 @ B1) [¥) ||

<
< [[Ao® By + Ao ® By + A1 @ By — A1 ® By) [¥) |

Utilisons maintenant les proriétés de la norme des opérateurs vue a la Q3 :

AGy = 1[40 ® (Bo + B1) [)] + [A1 ® (Bo — B1) [¢)]|
< 140 © (Bo + B1) [¢) || + |41 @ (Bo — B1) [4) ||
= (Ao @ DI @ (Bo+ B1)) [9) | + (A @ DT @ (Bo — Bu)) [¢) ||
= I(T@ (Bo+ B1)) [¢) | + [T (Bo — Bu)) [¢) || car (A; @1) est unitaire
= [®o) +|@1) [| + [ [®o) — [®1) |

5- Comme les Bj; sont unitaires, les I ® B; sont aussi unitaires, donc les
vecteurs ®; sont unitaires.
Pour deux vecteurs quelconques |u),|v) on a :

{u+vlu+v) = (ufu) + (v]v) + 2R ((uv)).



Donc, pour les vecteurs unitaires |®g), |®1) et tout € € {1,—1} on a :
<(I>0 + E‘I)l‘q)o + 8@1> =24 2872((@0‘@1»,

d’ou :

o) + @) [+ [[[®0) — [@1) || < V2 + 2R({Do|®1)) + v/2 — 2R((@0] 1))

6- La fonction f: x> /2 + 2z + /2 — 2z, est dérivable sur | — 1, +1], et

V2-2—-V2+42z
N 4 — 2 ’

f(x)

Comme [’ est positive sur | — 1,0] et négative sur [0,1], f atteint un maxi-
mum au point 0 et ce maximum vaut f(0) = 2v/2.
7-
7.1 En combinant les résultats des questions 4,5 et 6, on obtient que 4G, <
2v/2. donc

V2

G, < —
V=9

7.2 On a vu en cours que la valeur |¥) = %(\Ow +|11)) permet d’atteindre

une espérance de gain exactement égale a g On peut conclure que ce
choix de vecteur partagé pour Anne et Benoit mazimise leur gain moyen

(dans I’ensemble de toutes les stratégies décrites au début de lexercice).

Exercice 3(/15 pts)
Transformation de Fourier quantique.

1-
wN:(eN)N:eZiW:L

2- Soit m un nombre entier tel que 0 < m < N.Posons :

2iTm

C(N,m) = (W™ =e v,

2.1 Comme la période de la fonction x +— €™ vaut 1, C(N,m) = 1 ssi

% est une multiple entier de 1, i.e. un entier, ce qui n’est pas vrai. Donc

()N £ 1.
2.2 En utilisant la factorisation : XV —1 = (X — 1)(2?:01 X7) on obtient :

N—

(@MY 1= (" =1 W™)).

J=0

—



Par Q1 on sait que le membre gauche est nul. Par Q2 on sait que (w™—1) # 0.

Il s’en suit que
N

(™) = 0.
=0

—_

J
2.3- Soient 0 < j<f< N -—1.
Sachant que la base (e;);e[o,ny—1] st orthonormée, on obtient :

N—-1
(FlelFlen) = 5 O () (5)

k=0
D’apres Q2.2, si j < ¢ alors le membre droit de (5) est nul. Si j = ¢, le
membre droit de (5) vaut 2[;01 1 =1. La base (F(e;));e[o,n—1] est donc
orthonormée, ce qui montre que F est unitaire.
3- Comme le produit tensoriel de deux e.v. E, F' sur un corps K est un espace
de dimension dim(F) - dim(F) sur K, I'espace B®" est une espace vectoriel
de dimension 2" sur C. On le munit d’une forme sequilinéaire hermitienne
positive non-dégénérée en posant

(b1 by boler.ocyoen) = ] (biles) (6)
J€[Ln]

(voir polycopié, chapitre 9).
4- Appliquons la définition (6) aux vecteurs |k),|¢) :

(klO)y = (k.. kj. kollr ..ty by = T (kle5)
j€l,n]

Si k = { alors le membre droit ci-dessus vaut [[ e,y (kj|k;) = 1 (car les
vecteurs k; sont de norme 1.

Si k # ( alors le membre droit ci-dessus vaut [[;cp ) (k;|¢;) qui comporte
au moins un terme (k;|¢;) ou k; # ¢; ce qui entraine que (k;[¢;) = 0 = (k|().
La famille (|5));efo,n—1) est donc orthonormée. Comme elle a la cardinalité
2" c’est bien une base orthonormée de B®".

5- On calcule :

1 0 1 0 1 0 1 0
Ro=< );R1=< );R2=< .>;R3= 14i |3
0 1 0 -1 0 i 0 L

N—-1 n <j
> (W) k) = R)(10) + €72 1)) (7)
k=0 /=1



Développons le produit tensoriel du membre droit en combinaison linéaire
des vecteurs de la base (|k))xe(o,n—1]- Le coefficient de k) vaut :

n

. ky

H e227r2€ ) H p2imi0 He2zm27
=1

k=1
— Q2imi i ke2

2imyj —

e l]zf"] Z?:l ké2n 14

2imjk
= e N

qui est aussi le coefficient de |k) dans le membre gauche. L’égalité (7) est
donc établie. En multipliant les deux membres de cette égalité par \/127L
obtient :

on

J—_- 227r 1 ]
i = 5 ® 1) 0
7- Soit .
j=> 2"
k=1
Alors

] . . —k—
6227r27 — o2m iy k2" k—¢

—2

. . 7]@
e2l7r D hmn_er1 Jk2"

27041 in—t42edn

i L
8- En remplagant, dans le membre droit de (8), le terme 23 par 'expres-
sion obtenue a la question 7, on obtient

F5) = 57z (10)+€*7 29 [1))@(|0)+€*7 2913 |1))@...0(|0) +€>7 *172- 7 [1))

2n/2
9-Siji=0: Hj1) = 55(10) +[1)) = J5(|0) + >3t [1))
Siji=1:Hlj)=75(0)—1)) = %(\0> +e™ 1)) = Z5(10) + €200 [1)).

10- Par la question 9 :

|]1j2> I’ng \/_ (|0> 2i7r0.j1 |1>) ® |j2>



Sijo =0,

%(\m—i—e%”&jl ) ®l0) & (j0) + e 1) @ o)

= (|0) + ™2 1) @ |2) -

Si jo = 1, alors 'action de cRy consiste a multiplier le premier gbit par

2im0.0j2 " donc, dans ce cas aussi

1 =€
1

V2

11- De facon générale, I’action de la porte cR, consiste a multiplier le coef-

(10 + X091 1)) @ [j2) FF (10) + €202 (1)) @ |ja) .

ficient du vecteur |1) (dans I’état du premier gbit) par o = 2im0biba e
(avec by = 0), ce qui revient & ajouter le bit jy, en position ¢ apres la vir-
gule, dans le nombre binaire qui multiplie 2¢7 en exposant de e. L’application
successive des portes cRs...cR, conduit donc a

J1275 - - - gn) = (|0) 4+ ¥ 72T 1)) @ |jggis..jin) -

Remarquons que l'ordre d’application de ces (n — 1) portes est indifférent.

12- La succession de portes agissant sur le deuxiéme qubit |ja) s’exprime par
la formule trouvée a la question 11, appliquée a Uentier n — 1 (au lieu de n)
et ou I'on renomme les indices 1,2,...,n— 1 en 2,...,n. On obtient ainsi :

ljads - dn) = —= (|0) + 209207 1)) @ |j3...5n)

V2

13- Une fois que tous les qubits ont été traités, I’état obtenu est :

1

W(‘w + e2im0.9152...9n ‘1>) ® (\O> + e2im 0.52...n ‘1>) ® .0 (’0> + 27 0-Jn ‘1>)

i.e. que le facteur le plus a gauche est celui de Q11, le suivant (de gauche a
droite) est celui de Q12, etc... et le plus & droite est (|0) + €27 0-Jn |1)).
Pour obtenir F|j), il reste & “inverser” l'ordre des gbits, i.e. appliquer la
transformation unitaire INV,, ot INV,, : [1,n] — [1,7n] est Iapplication m —
n 4+ 1 —m. On vérifie que la permutation INV,, est le produit de |n/2]
portes SWAP (classiques). Le circuit SWAP a n gbits est le circuit quantique
correspondant.
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