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Exercice

Le parcours en profondeur (rappelé ci-dessous) d’un graphe orienté permet de classifier les
arcs du graphe en quatre sous-ensembles (de l’arbre, retour, avant, transversauz).
Modifier I'algorithme de parcours en profondeur de fagon & comptabiliser dans quatre variables
le nombre d’arcs de chaque sous-ensemble et afficher les valeurs obtenues.
Réponse :

PP (G)

1 pour chaque sommet u de X

2 faire visité[u] <- ’NON’
3 pilul <- nil

4 temps <- 0
nb_arcs <- 0
arcs_arbre <- avant <- retour <- transversaux <- 0
5 pour chaque sommet u de X
faire si visité[u] = ’NON’
7 alors Visiter_PP(u)
Afficher(arcs_arbre, avant, retour, transversaux)

(o))

Visiter_PP(u)
1 visité[u] <- ’EN COURS’
d[u] <- temps <- temps + 1
pour chaque v de Adj[u]
faire si visité[v] = ’NON’
alors pilv] <- u
nb_arcs <- nb_arcs + 1
arcs_arbre <- arcs_arbre + 1
6 Visiter_PP(v)
sinon si d[v] < d[ul
alors si visité[v] = °’0UI’
alors transversaux <- transversaux + 1
sinon retour <- retour + 1
sinon avant <- avant + 1
7 wvisité[ul] <- ’0UI’
8 flul <- temps <- temps+1

(G2 VI V)



Probléme

On appelle tournoi un graphe orienté ayant n sommets x1,xs,...x, et tel qu’entre deux
sommets x;, z; il existe soit un seul arc d’origine x; et d’extremité x; soit un seul arc d’origine
, -, . . N —1 .

xj et d’extrémité x;. Ainsi le nombre d’arcs d’un tournoi & n sommets est % Un tournoi

ayant b sommets et 10 arétes est donné sur la figure ci-dessous.

Question 1. On se donne un graphe (sans arcs paralléles !) défini par listes de succes-
seurs. Donner un algorithme qui vérifie que ce graphe est un tournoi. En évaluer la complexité.

Réponse :

Initialiser & O une matrice M[n,n];
nb_arcs <- 0;
pour tout sommet u de G faire
pour chaque v de Adj[u] faire
si (u = v) alors
retourner faux; // il y a des boucles
sinon
i <- min(u,v);
j <- max(u,v);
si (M[i,j] <> 0) alors
retourner faux; // il y a 1l’arc opposé
sinon
M[i,j] <- 1;
nb_arcs <- nb_arcs+i;
retourner (nb_arcs = n*x(n-1)/2);

Complexité O(n?)

Question 2. Sur le graphe donné en exemple quel est ’arbre obtenu par le parcours en
largeur depuis le sommet 17 Montrer que cet arbre peut étre aussi obtenu par un parcours en
profondeur depuis ce méme sommet : pour cela vous donnerez, pour chaque sommet, ’ordre
des successeurs qui permet d’obtenir cet arbre.

Réponse : Si le sommet 1 est l'origine du parcours en largeur, on obtient un arbre ou le
sommet 1 est la racine et les autres quatre sommets sont fils de 1 (avec 'ordre qu'ils ont dans
la liste d’adjacence de 1).

On peut obtenir le méme arbre par parcours en profondeur et parcours en largeur du
graphe donné si 'ordre des sommets adjacents & 1 est : 4,2,5,3 (et n’importe quel ordre pour
les successeurs des autres sommets).

On appelle chemin hamiltonien un chemin qui passe une fois et une fois seulement par
tous les sommets

'Deux arcs sont paralléles s’ils ont méme origine et méme extrémité.



Question 3. Donner sur le tournoi dessiné plus haut un chemin hamiltonien.
Réponse : 1,3,5,2,4

Question 4. Montrer que tout tournoi ayant 3 sommets admet un chemin hamiltonien.
Réponse : Il n’y a que 2 tournois & 3 sommets, & isomorphisme preés :

Ty = ([1,3],{(1,2),(2,3), 3, 1)}), T = ([1,3],{(1,2),(1,3),(2,3)}),

Tous deux admettent le chemin hamiltonien (1,2, 3).
Question 5. Soit 7' un tournoi ayant n — 1 sommets et un chemin hamiltonien
T1,%2,...Tp_2,Tn_1. On suppose que 'on ajoute un sommet x,, & ce graphe et que, pour
chaque sommet x1,2,...%,_2,Zy_1, O0 ajoute soit un arc (z,,z;), soit un arc (x;,x,), 1 <
j < n, de fagon a former un tournoi 7" sans chemin hamiltonien.
Dans quels sens sont alors orientés les arcs entre x1 et x, et entre x,,_1 et x,, 7 Est-il possible
d’avoir un arc orienté de x; vers x, et un autre de x,, vers x;4; pour 1 <j<n—17
En déduire que 7’ a nécessairement un chemin hamiltonien.
Réponse : On suppose ici que n > 3.
5.1 Si (2, 1) € Apr alors xy,, 21, . .., 2,—1 st un chemin hamiltonien dans 7”. Donc (x,,z1) ¢
Aq ce qui entraine que (x1,x,) € Apr.
De méme, si (z,—1,2,) € Aps alors x1,...,2Zy—1, %, est un chemin hamiltonien dans 7", donc
(ajn,:L‘nfl) € Aps.
5.2 Si (xj,xn) € A et (xn,xj41) € Ap alors x1,...,25,Tp, Tjq1,...,Tp—1 st un chemin
hamiltonien dans 7”. On en conclut que, lorsque les 4 premiéres lignes de la question 5 sont
vraies, l'assertion “ (z;,2y,) € A et (zn,2j41) € Ap” est fausse.
5.3 Appelons “hypothése H” les 4 premi‘eres lignes de la question 5 et montrons que cette
hypothése est absurde.
Supposons (H).
Par (5.1) : (z1,2n), (Tn, Tn-1) € Apr.
Soit

j=max{i € [1,n —2]| (x;,z,) € Ap'} (1)

Comme 1 <n —2et (x1,2,) € Ay, I'ensemble qui apparait dans le membre droit de (1) est
non-vide et par suite j est bien défini.

Par maximalité de j, soit j = n—2 et par (5.1) (z,,2j41) € Agv, s0it j <n—2et (zp,Tj41) €
Api. Donc (zj,2,) € Apr et (zp,zj41) € Apr, ce qui contredit (5.2). L’hypothése (H) est
absurde. Finalement : si 7" vérifie les 3 premiéres lignes de la question 5, alors 7" posséde un
chemin hamiltonien.

Question 6. Déduire des questions 4. et 5. que tout tournoi admet un chemin hamiltonien.

Réponse : Pour tout entier n > 1 nous notons P(n) la propriété suivante :

tout tournoi & n sommets posséde un chemin hamiltonien.

Nous prouvons par récurrence sur n que ¥n > 1, P(n).

Base

Tout graphe & un ou deux sommets posséde un chemin hamiltonien.
Pas d’induction



Soit n > 3. Supposons P(n — 1) et démontrons P(n).

Soit 7" un tournoi a n sommets. Choisissons un sommet s de 7”. Soit T le sous-graphe de T"
engendré par S7v — {s}. Le graphe T est un tournoi a n — 1 sommets, donc, d’aprés P(n — 1),
T posséde un chemin hamiltonien. La question 5. nous permet de conclure que 7" aussi a un
chemin hamiltonien. Nous avons prouvé P(n).

Question 7. Donner un algorithme qui, & partir d’un tournoi 7', construit un chemin
hamiltonien.

Réponsel :

Soient x1 et x2 deux sommets quelconques;
L <- (arc(x1,x2)); // ou L <- (arc(x2,x1));
pour i de 3 & n faire
si arc(xi, premier_sommet (premier_arc(L))) alors
ajouter_Tete(L, arc(xi, premier_sommet(premier_arc(L)))))
sinon si arc(dernier_sommet(dernier_arc(L))) alors
ajouter_Queue(L, arc(dernier_sommet(dernier_arc(L))))
sinon {parcourir L jusqu’d (trouver dans L un arc(x,y) et arc(x,xi) et arc(xi,y)
supprimer(L,arc(x,y))
inserer(L,arc(x,xi))
inserer(L, arc(xi,y))
}

retourner L
Réponse2 :

cheminHamiltonien (int n){
sin=2{
si arc(xl -> x2) alors renvoyer x1,x2
sinon renvoyer x2, x1
}
Sinon {
u = cheminHamiltonien(n-1);
Si arc(xn -> ul) alors remvoyer (xn , u);
Sinon Si arc(u_{n-1} -> xn) alors
renvoyer (u, xn)

Sinon
soit le premier i tel que ui -> xn et xn -> u_{i+1}
renvoyer (ul, wu2, ...ui, xn, u_{i+1}, ... un);



Réponsed :

pour i de 1 & n faire /*ajouter sommet numéro i*/
ji=i-1;
tant que j>0 et existe arc de sommet i & sommet C[j] faire
Clj+1]1:=C[j];
ji=j-1;
fintantque;
Clj+11=1i;
finpour;

Réponsed : On vérifie que, pour tout graphe G, la fonction f calculée par le parcours en
profondeur a la propriété suivante :

Vu,v € Sg, (u,v) € Ag = flu] > flv].

Il en résulte que, lorsque G est un tournoi, l'algorithme suivant calcule bien un chemin
hamiltonien.

Chemin-hamiltonien (G):
faire PP(G)
trier (S, Ch ) /* par ordre decroissant de f[u]. * /
afficher (Ch)



