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Plan de I'exposé

e Définitions
— Réseaux communicants : probleéme du routage
— Topologie : graphe simple connexe n sommets, m arétes

— Modele du schéma de routage

e Routage dans les graphes planaires

e Plongement en k-page des graphes, partitions non croisées, ensem-
bles dominants



Tables de routage
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e nlogd bits par routeur,
e contrble des chemins (plus

courts chemins),
e routage “direct’”: temps

O(logn) (linéaire).

message vers le sommet 3
message vers le sommet 1

Résultats : pour tout graphe de genre borné par v > 0, nous constru-
isons des tables compactes de routage de taille nlog(v+ 1) 4+ O(n)
bits (pour les graphes planaires : 8n bits) avec temps poly-log pour
|'extraction locale du plus courts chemin

= la représentation “aide” au routage



Difféerents modeles pour le routage

Schéma de routage = algorithme qui construit les fonctions de routage
pour chaque graphe

e avecC ou sans modification des entétes,

e sChéma de routage universel ou dédiég,

e avec facteur d'étirement borné (s = 1 pour les plus courts chemins),

e approche centralisée ou distribueée.

Nous considérons les schémas de routage universel sans modification
d'entéte et de plus courts chemins



Une approche centralisée

Chaque sommet contient la carte complete du réseau.

Pour router de w a v, on appliqgue un algorithme de plus courts

chemin (Dijkstra/Bellman: O(m + nlogn))

Avantages :

— faible complexité mémoire si le graphe peut étre décrit succinte-
ment (codage compact du graphe, Cayley, ...).

Inconviénents

— Temps local d’extraction du plus court chemin : Q(n)

— Complexité exponentielle : temps/taille de I'entrée = Q2(n)/O(logn)



Approche distribuée

e Les sommets ne possede pas la description complete de |la topologie

mais ...
Théréme (Gavoille - Pérénnes 1996) : Il existe des graphes ou tout

schéma de routage selon les plus courts chemins nécessite Q2(nlogd)
bits/routeur.

. alors que

nlogd bits/routeur suffisent avec les tables de routage



Graphes de genre ~

Le genre d'un graphe G : plus petit entier ~ tel que G se plonge sur

une surface de genre ~ (isomorphique a une sphére avec ~ trous) sans
aréte qui se croisent.

Graphes planaires : =20

e Aucune borne fine connue pour le routage dans les planaires :

— Graphes de genre ~ avec p-plans (Frederickson - Janardan '88) :
O(d(p + v)logn) bits/routeur O(logn) temps d’'extraction de la
route ... mais pire cas avec p = ©(n), méme pour v =0.

— Graphes planaires (Frederickson - Janardan '89) : O(nl/3logn)
bits/routeur en moyenne ... mais O(nlogn) bits sur certains
sommets dans le pire cas. De plus s#=1 ! ...



Routage dans les planaires

e Codage compact des graphes planaires a n sommets

— Théoriquement :  |lim, ., U(n) = " (Denise, Vasconcellos,
Welsh '96) avec 3.24 < logec < 6.25 (Tutte '62)
— codage avec 6.25n bits mais non “efficace’.

— En pratique : codage avec 9n + o(n) bits (Chuang & al. '98)
avec test d’adjacence en temps O(1)

— Né&cessite un calcul de plus courts chemins :  O(n) pour les
planaires (Klein & al. '94)

= Aucun schéma de routage de plus courts chemins connu pour les
planaires qui utilise moins de nlogd bits de mémoire locale (nlogn dans
le pire cas) avec un temps d’extraction poly-logarithmique.



Table compacte de routage pour les planaires a n sommets

Table de routage temps de

taille en bits routage
nlogn O(logn) table de routage standard
(en bit-opération)
6.25n 2¢n 77 “Information-theoretic’ upper
bound (Denise & al. '96, Tutte '62)
9n 4+ o(n) O(n) codage compact des graphes

planaires non étiquetés avec temps O(1)
pour I'adjacence (Chuang & al. '98)

et algo. de plus courts chemins optimal
(Klein & al. '94)

8n + o(n) O(log?t€n) | arbres en k-pages + ensembles dominants
(en bit-operations) [cet exposé]




Table compacte de routage avec

plongement en k-pages et ensemble dominants

Classes de graphes Mémoire requise (en bits) | Temps
graphes planaires 8n + o(n) O(log?t€n)
graphes planaires et 9n — 8d + o(n) O(log?t€n)
sommets de degré d > g
graphes de genre ~ nlog(y+ 1) 4+ O(n) O(log?t€n)
graphes en k-pages 2nlog k + 4n + o(n) O(log?t€n)




Plongement en k-pages et nombre de pages

Plongement en k-page :

e ordre linéaire des sommets (dessinés sur une ligne ou un cercle)

e partition des arétes en Lk pages telle que deux arétes d'une méme
page ne se croissent pas.

Nombre de page d'un graphe : plus petit entier k£ tel que G posseéde un
plongement en k pages.

Théoréme (Yannakakis '86) : si G est planaire, son nombre de pages
est au plus 4.

Exemple:

nombre de page de G = 1 si et seulement si G est outer-planaire
nombre de page de K, = [n/2]



Codage d’'un k-pages

Coder un graphe de nombre de page k : 9kn bits suffisent (Jacobson
'89). Optimal 7

Théoreme 1 : Le nombre de graphes connexes a n sommets non
etiquetés de nombre de page U, 5, 1 <k <n/2, vérifie

ok (2k — 1))"/* 7"
s > 1)

- okn—O(klogk)

= Q(kn) bits sont nécessaire pour coder un graphe en k-pages.

Théoréme 2 : Tout graphe non étiquetés en k-pages et m arétes peut
étre représenté avec 2mlogk + 4m bits. De plus, avec un supplément
de o(m) bits, il est possible de tester I'adjacence en O(1) opérations
entieres.



Schéma de routage dans un k-page

e Le sommet w contient un arbre recouvrant de poids minimum 1,
enraciné en wu

e Pour aller de w a v le routage consiste a sélectionner I'unique ancéstre
de v dans T qui est la racine (o) d'une “région”

e On stocke Ry, le “graphe-région”, a la place de T'.



tree - region graph
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Remarque sur le ‘“graphe-région”

Classes de graphes Nombre Codage (en bits)
arbres non étiquetés enracinés 1 1( ) (Catalan) 2n — O(logn)
arbres étiquetés sans racine n™—2 (Cayley) nlogn — O(logn)
partition non croisées ( )( ) (Narayana) | 2n — O(logn)
arbres sur k—page 77 4n + 2nlog k + o(n)

e Une partition Py U...U Py, sur un en-
semble ordonné P,n = |P|, est non H m
croisée si pour tout a,b,c,d € P tels o o
que a <b<c<d,sia,cec P etbdc P, oo 10 11
, alors ¢+ =7. (’ \Q

e Rp est l'union, sur toutes les pages, ° ° o o

de la représentation de k partitions non
Croisées. () ( @) ) )




Codage et cheminement dans le “graphe-région’” Rp

e Une chaine S; de parenthéses typées (2k types) pour les arétes

e Un vecteur binaire Pp indiquant la position de chaque sommet dans
ST . |PT| = |ST| 22(7?,— 1—d+2)

RTff\oo ooo/\of\o(\o/mojl
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\ \ \ N7y 1 !

ST()((([)([)() [ O C D CH dH )y ) 1 1 )

PT 1 10000 1 10 1 10 1 10 1 10 1 1 100 10 1 1 1 1 1

Lemme : L’algorithme Routel s’exécute en O(Lwlogn + w?log?n)
bit-opérations avec des tables de routage de taille 2nlogk + 4n + o(n)
bits avec w tel que n/w =o(n) et L ~ dist(u,v)

Probleme : si L > wlogn



Vers un routage en O(wlogn) étapes : ensembles dominants

e Yv € Rp, D1 = {v' | d(v,v") <wlogn}, !
D1 est un ensemble wlogn-dominant,

e [, peut étre construit en temps linéaire
(Upfal - Peleg '89) et |Dq1| < #gn,

e la liste Dy codable sur |Dq|logn =
n/w = o(n) bits.

<wlogn

Théoreme 3 : On peut router selon les plus courts chemins dans un

graphe k-page de n sommets en O(chIog2 n) bit-opérations avec des
tables de taille 2nlogk + 4n + o(n) bits.



Applications

Théoreme (Malitz '88) : k= O(\/7) .
Choisissant w = O(log*/?2n) :

Corollaire : Tout graphe pondéré de n sommets et de genre v > 0O
posséde des tables de routage selon des chemins de colts minimaux de
taille nlog(v+ 1) + O(n) bits/sommet, et avec une extraction de la
route en O(log?T€n) bit-opérations/sommet, constante ¢ > 0.

Corollaire : Tout graphe planaire pondéré de n sommets possede
des tables de routage selon des chemins de colts minimaux de taille
8n4o(n) bits/sommet, et avec une extraction de la route en O(log?t¢n)

bit-opérations/sommet.



Conclusion

On peut monter que, pour une famille donnée d’'arbres recouvrants de
poids minimum, Q2(nlog k) bits sont requis pour router selon les chemins
définis par les arbres de la famille (la borne du Théoréme 3 est fine).

Problémes ouverts :

e Est-ce que Q2(n) bits sont requis pour router selon des plus courts
chemins dans un graphes planaire ou outer-planaire (k= 1) 7 La
meilleure borne inférieure est (. /n) bits pour les arbres (Eilam,
Gavoille, Peleg '938).

e Si le facteur d'étirement est s > 1 7



