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. Facteur d'étirement moyen : critére mesurant I'évolution d'Internet 7
(Krioukov, Fall, Yang — INFOCOM 2004)

. Indépendance des noms : schéma d'Awerbuch, Bar-Noy, Linial
et Peleg (J. of Algorithms, 1990)

. Une nouvelle solution

(en commun avec Abraham, Malkhi, Nisan)



1. Introduction
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Calcul distribué de la route



Deécision locale

Chez
port port port

4 1 # 2 # 3 JEAN

identité (ou adresse)
en-téte

port d’entrée
informations locales M. IANIS

LaBR] '



Question récurrente en théorie du Calcul Distribueé :

De quoi ai-je € besoin » localement pour résoudre la tache ?
(ici calculer la route)

connaissance
quantité d’information
structure de données pré-calculées

besoin

Ex: Dois-je connaitre tout le réseau pour router ?



Réseau ?

e Un graphe G = (V,E) connexe, a priori non orienté, simple,
sans boucle, dans un premier temps plutdt statique

e n entités, n = |V|

e Arétes valuées w: F — IR{;", fonction de colt d entre les som-

mets définissant une (=distance),

d(z,z) < d(z,y)+d(y,z) (inégalité triangulaire)



Algorithme de routage ?
ROUTEg,;(h;, q;) = (hiy1,pi)

- h; = en-tétes

- p;,q; = numeéro (local a z;) de port € {0,1,...,deg(z;)}
- port spécial 0 = émetteur / récepteur

- p; et g;41 sans relation a priori

Probléme

Etant donné G, décrire ROUTE,, pour tout z; € V



Criteres de qualité d’'un algo. de routage

e Longueurs (colits) des routes : s = facteur d'étirement

p(u,v)

_ p(uv)
d(u,v)

s(u,v)

u d(u,v) v

e taille des structures de données de chaque sommet (en bits),
équilibre entre les sommets

Compromis : étirement vs. taille des informations



Autres criteres

e Taille des en-tétes, en-tétes modifiables ou pas 7

e Temps de décision (complexité en temps de ROUTE,,)

e Temps de calcul / mise a jour des structures de données



Cas d’école : routage XY
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24

T > 1
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SIS
Il

rety>y
rety <y
rety=y

retourner
retourner
retourner
retourner
retourner

(34

« droite »
« gauche »
« bas »

« haut »

£ arrivé »



Cas d’école : routage XY

(1,1) (1,2) (1,3) 14)

(2,1) 2,2) (2,3) 24)
3.1) (3.2) (3.3) 34)
(> retourner « droite »
r <1 retourner « gauche »

ROUTE(; H(z,y) = z =1t et y>j retourner < bas »
xr=1¢et y<jy retourner € haut »
xr =1 et y =4 retourner « arrivé »

\

INFORMATION = O(logi+ log j) bits/sommet



Cas d’école : routage XY

(1,1) (1,2) (1,3) 14)

(2,1) 2,2) (2,3) 24)
3.1) (3.2) (3.3) 34)
(> retourner « droite »
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ROUTE(; H(z,y) = z =1t et y>j retourner < bas »
xr=1¢et y<jy retourner € haut »
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\

INFORMATION = O(logi+ log j) bits/sommet
ETIREMENT = 1
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Cas d’école : routage XY
MARC YON JEAN TIANIS
ALIX PIERRE ALICE PAUL
LEA BOB MARIE ERIC

e
ROUTE (B) ={ 7
?

INFORMATION =7
ETIREMENT = 7?




Schéma de routage UNIVERSEL

Objectif : Pour le passage a |'échelle, on souhaite calculer un
algorithme de routage pour tout graphe (voir pour tout graphe
d’'une classe donnée assez grande, comme, par exemple, les graphes
de diamétre logarithmique).

On parle de schéma (ou méthode) de routage universel.



Cas un peu moins d’éecole :

Schéma de Thorup et Zwick [TZ01]
(SPAA & STOC 2001)



Cas un peu moins d’éecole :

Schéma de Thorup et Zwick [TZ01]
(SPAA & STOC 2001)

Caractéristiques :

- Schéma universel

- Information : O(y/n) bits/sommet (mé&me si degré > /n)
- Etirement : s <3

- En-tétes et adresses : O(logn) bits

Notation : g(n) = O(f(n)) pour g(n) = O (f(n) - (logn)?1))



Cas un peu moins d’éecole :

Schéma de Thorup et Zwick [TZ01]
(SPAA & STOC 2001)

Caractéristiques :

- Schéma universel

- Information : O(y/n) bits/sommet (mé&me si degré > /n)
- Etirement : s <3

En-tétes et adresses : O(logn) bits

Notation : g(n) = O(f(n)) pour g(n) = O (f(n) - (logn)?1))

Options :

- Décision : temps O(1)
- Construction déterministe (aprés dérandomisation)
- Généralisation : O(nl/*) bits/sommet et s < 4k — 5, entier k > 2



A propos de I'optimalité du schéma TZzZ01

e Si s < 3 = information Q(n) bits

e si information o(y/n) bits = s> 5 , preuve 7
Ce schéma réalise donc le meilleur compromis possible pour une
information locale sous-linéaire.

Remarque :

e Si s < 1.4 = information ©(nlogd) bits



Question de fond :

Est-ce que ce schéma est vraiment utile 7 Pourquoi optimiser
le compromis information/étirement 7



2. Facteur d’étirement
&

Evolution d'Internet

Compact Routing on Internet-Like Graphs
Krioukov, Fall, Yang
INFOCOM 2004



Etude du schéma TzZ01

e sur des graphes aléatoires avec loi en puissance pour la distri-
bution des degreés :

Pr(deg(z) = k) ~ k7
(v ~ 2.1 pour graphe Internet inter-domain n = 11 000)

e facteur d’'étirement moyen, sur toutes les paires du graphe :
s~ 1.1, jusqu'a 70% de plus courts chemins (s = 1)

e taille des tables autour de 50 entrées pour 11 000 sommets.



Simulations, analyses et tests sur des graphes réels. Pour les sim-
ulations, utilisation du générateur PLRG (modéle Ajello, Chung,
Lu — STOC 2000). En faisant varier v = 2...3, ils calculent Ia
distribution des distances : distance moyenne d et I'écart type o.

Pour le graphe d’'Internet inter-AS (n = 11000), cela suit une
Gaussienne avec d ~ 3.4 et ¢ ~ 0.9.

Etude théorique de 3 = f(d,o) pour TZO1.
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Leurs conclusions

« Cela donne lI'impression que la topologie d’Internet a soigneuse-
ment été tissée pour avoir une distribution des distances min-
imisant le facteur d’étirement moyen du schéma TZ01, bien que
Jjusqu’a présent I'évolution d’Internet n’a rien a voir avec le facteur
d’'étirement. Cela suggére que ce facteur peut étre un indicateur

du critere d’'optimisation influencant I'évolution de la topologie du
graphe d’Internet. »



Observation.

Le schéma TZ01 calcule et affecte de nouvelles adresses aux som-
mets. Ces adresses sont optimisées et dépendent de la topologies.

LEA BOB MARIE PIERRE ERIC PAUL
ALIX MARC ALICE IANIS JEAN YON
optimisatio
des adresse
(1) 12 (13) (14) 15 (16)

Un schéma posséde I'indépendance des noms si le nom d'origine
(avant la construction des algorithmes de routage) est conservé et
peut étre utiliser dans 'algorithme.



3. Schéma d’Awerbuch, Bar-Noy, Linial et
Peleg [ABLP9O0]

Improved Routing Strategies with Succinct Tables
J. of Algorithms, 1990



Schéma ABLP90

Caractéristiques :

Schéma universel

Indépendance des noms

Information : O(n+/n) bits en tout sur n sommets
Etirement : s <3

En-tétes : O(logn) bits

Constructible en temps polyndmial

Généralisable en O(nlt1/k) bits pour s < 2% — 1, entier k > 1



Etape 1 : voisinage défini par le volume

x — B(x) ensemble contenant les k plus proches voisins de . On
casse les égalités de la méme facon pour tout les sommets (par ex.
par ordre lexicographique). Ici on choisit k ~ /n.

n=16k=4
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Etape 2 : ensemble couvrant

On construit un ensemble R intersectant toutes les boules B(z).
Algorithme glouton = ||R| < nIn(2n)/k = O(/n)

Puis,
- x — 7z Un sommet de RN B(x)
- r — T, arbre couvrant de colt minimum et de racine r € R



Etape 2 : ensemble couvrant

On construit un ensemble R intersectant toutes les boules B(z).
Algorithme glouton = ||R| < nIn(2n)/k = O(/n)

Puis,
- x — 7z Un sommet de RN B(x)
- r — T, arbre couvrant de colt minimum et de racine r € R



Algorithme de routage de x vers

Sizé¢ R :
Si 1 € B(xz) alors routage dans B(z) sinon routage vers ry.

En r, € R :

Routage dans I'arbre T, en convertissant  en « étiquette d'arbre »,
un nombre noté € {1,...,n}, pour le routage efficace dans 7.,.
En-téte : (rg, )

A Ce routage nécessite la modification des en-tétes.



Algorithme de routage de x vers

Sizx & R :
Si 1 € B(xz) alors routage dans B(z) sinon routage vers ry.

Dans ce cas x a besoin de connaitre les noms des sommets de
B(x) ainsi que le port permettant de s’y rendre par un plus court
chemin ; aussi le port pour aller vers r, par un plus court chemin.
En tout cela fait O(y/n) bits pour z.

En r, € R :

Routage dans I'arbre T, en convertissant  en « étiquette d'arbre »,
un nombre noté € {1,...,n}, pour le routage efficace dans 7.,.
En-téte : (rg, )

A Ce routage nécessite la modification des en-tétes.



Routage dans un arbre 7,

1

® numérotation DFS
® routage par intervalles
® O(nlogn) bits en tout




Chaque sommet r, a besoin de stocker une table de convertion
y — Lr.(y), ce qui codte O(nlogn) bits par sommet, mais seule-
ment |R|nlogn = O(n+/n) bits en tout. De plus chaque sommet
intermédiaire participe aussi au routage dans |R| arbres (|R| jeux
d’intervalles). Comme chaque contribue pour n—1 intervalles, cela
rajoute en tout |R|nlogn = O(n\/n) bits.

INFORMATION = O(n+/n) bits en tout,
mais certain sommets ont Q2(nlogn) bits. Ce n’est pas distribué !

ETIREMENT : s <3




Question de fond :

Peut-on avoir o(n) bits/sommet (table distribuée) et I'indépendance
des noms ? Dans un arbre avec s = 1 par exemple ?



Question de fond :

Peut-on avoir o(n) bits/sommet (table distribuée) et I'indépendance
des noms ? Dans un arbre avec s = 1 par exemple ?

Sans l'indépendance, OUI.
Avec l'indépendance NON.

LEA | [[1aN1S| | BOBLL [MARIE| fpaurll [MARCl |ALIX
JEAN] PIERRE[™ 71 ycE{ERIC YON

En comptant les arrangements possibles des noms, on montre que
la racine doit stocker Q2(nlogd) bits. Et méme, Q2(nlogn) bits si
s < 3 dans le cas d'une étoile a n feuilles !



4. Une nouvelle solution

en collaboration avec Abraham, Malkhi et Nisan

Hebrew University of Jerusalem, 2003



Nouveau schéema

Caractéristiques :

- Schéma universel

- Indépendance des noms

- Information : O(y/n log D) bits/sommet
- Etirement : s <3

- En-tétes : O(log D) bits

- Constructible en temps polynomial

- Généralisation : en cours ...

ou D est le diamétre normalisé. Souvent, D < no(l), Si bien que
log D = O(1).

MaXy-£y d(z,y)

minw#y d(z,y)




Etape 1 : voisinage

Comme pour ABLP90, x — B(x) ensemble contenant les k plus
proches voisins de x, avec k = O(+/n).

On va poser V = {1,...,n} fix€, numérotation non modifiable par
le schéma (indépendance des noms)



Etape 2 : coloration (1/2)

Pour tout sommet z — c(z) € {1,...,|v/n]} tq

- Vi, le nombre de sommets de couleur i est O(1/n)
- Yz, B(xz) posséde toutes les couleurs.




Etape 2 : coloration (1/2)

Pour tout sommet z — c(z) € {1,...,|v/n]} tq

- Vi, le nombre de sommets de couleur i est O(1/n)
- Yz, B(xz) posséde toutes les couleurs.

Ici, cas optimal : on utilise 4 couleurs pour |B(xz)| = 4



Etape 2 : coloration (2/2)

Théoreme. Une telle coloration ¢ existe pour tout graphe. De
plus elle peut étre construite en temps polynomial et décrite par
un programme de longueur O(y\/n) bits.



Etape 2 : coloration (2/2)

Théoreme. Une telle coloration ¢ existe pour tout graphe. De
plus elle peut étre construite en temps polynomial et décrite par
un programme de longueur O(y\/n) bits.

Preuve (I'idée).

1. Choisir aléatoirement un polyndme P de degré O(y/n) a coef-
ficients dans Zp, ou p ~ y/n est premier.
Alors,

c(r) = P(x) modp

2. Dérandomiser.



Etape 3 : sommets spéciaux

R = {x]|c(x) =1}

Puis,

e r— 1, UN sommet de RN B(x)

e r — T, arbre couvrant de colt minimum et de raciner € R



Etape 4 : routage dans un arbre 7, (v2.0)

Théoréme [FGO01,TZO01]. I existe w +— £(w) € {0, 1}’~C tq la route
de u vers v peut étre déterminée par une fonction de ¢(u) et de
¢(v) indépendante de I’arbre. De plus k = O(log? n/loglogn).

(C’est optimal [FG02])

Ainsi, si I'étiquette /-(v) est contenue dans I'en-téte, un sommet
w de T, pourra router dans I'arbre en stockant seulement O(1) bits

(sa propre étiquette), et ce méme si degp.(w) > (log n)O1),



Etape 5 : chemins concis (1/2)

- V= ay
| ® Ou
_ s v = by_
‘ | s - t—1
U = ag

b; = sommet de B(a;) le plus loin sur P, a;41 le voisin de b,
p; = port de I'aréte (b;,a;41)-

La suite (bo,p1,..-, 04, Pi+1,.-,b—1,p¢) €st appelée chemin concis
de P et t est sa taille.



Etape 5 : chemins concis (1/2)

< V = a¢
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,_\_/’U:bt_l

b; = sommet de B(a;) le plus loin sur P, a;41 le voisin de b,
p; = port de I'aréte (b;,a;41)-

La suite (bo,p1,..-, 04, Pi+1,.-,b—1,p¢) €st appelée chemin concis
de P et t est sa taille.

Idée : disposer d'un routage « tout en-téte » qui ne charge
pas les sommets intermédiaires (# du routage dans les arbres)
en s'appuyant sur le routage des boules.
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b; = sommet de B(a;) le plus loin sur P, a;41 le voisin de b,
p; = port de I'aréte (b;,a;41)-

La suite (bo,p1,..-, 04, Pi+1,.-,b—1,p¢) €st appelée chemin concis
de P et t est sa taille.

Idée : disposer d'un routage « tout en-téte » qui ne charge
pas les sommets intermédiaires (# du routage dans les arbres)
en s'appuyant sur le routage des boules.



Etape 5 : chemins concis (2/2)

Le schéma a un étirement paramétré par e = 2= (¢=1) ¢ > 1 entier.
On note '= MaX,ecp(z) 4z, w) le rayon de B(z).

Propriété. Si|x e B(y)| et |b(x) > eb(y)| alors tout plus court

chemin de x a y est un chemin concis de taille au plus|t = 1 4+ log(1/e) |

Preuve. Il faut montrer que V1 < i < ¢, d(ag, a;) = 2" 1b(ag). ]

FACILE




Algorithme de routage (squelette)

de u vers v
. Si v e B(u) alors router dans sa boule
. Calculer ¢ = c¢(v)

. Siec=1 ou ¢ = c(u) alors on se débrouille avec ses tables
locales

. Sinon router vers w € B(u) tq c¢(w) = ¢, puis w se débrouille



Informations stockées par « (1/2)

e coefficients du polyndme pour calculer la couleur

e noms des sommets de B(u)UR ainsi que le port pour s'y rendre
par un plus courts chemins

e |'étiquette 4,.(u) de routage de u dans T}, Vr € R.

qui représentent O(1/n) bits

. plus



Informations stockées par v (2/2)

. pour tout sommet v de la méme couleur que c(u), on stocke
les informations pour réaliser le plus courts parmi les 3 suivants :

routage A

stoque 4., (v)

routage B

stoque 4., (v)

routage C

stoque un plus court chemin
concis de taille <2t+1

représentent O(y/nlog D) bits en tout pour w.



Analyse du facteur d’etirement

Cas 0. ve B(u)UR, alors s =1.



Analyse du facteur d’etirement
Cas 0. ve B(u)UR, alors s =1.

Maintenant, la route passe par w € B(u) avec c(w) = e¢(v)
(si c(u) = e¢(v) alors w = u)

On va montrer que |s < 3+ 4¢|,
puis prendre ¢ = 2~ (t=1) < 1/(4D), par ex. ¢t = [log D] + 4.

On pose d = d(u,v).



Analyse du facteur d’etirement

Cas 1. b(w) < eb(u).
Dans ce cas, on considére le routage A en w: u ~» w ~» Ty ~ 0.

d(u, w) + d(w, rw) + d(rw,v) <
d(u, w) + d(w, rw) + [d(rw, w) + d(w,uw) + d(u,v)] <
b(u) 4 b(w) + b(w) + b(u) + d <

(3 4 2¢)d.



Analyse du facteur d’etirement

Cas 2. Sur tout plus court chemin entre u et v, il n'existe pas
d'aréte (x,y) avec z € B(u) et d(y,v) < (1 —&)b(v).
Dans ce cas, on considére le routage B en w: u ~» w ~ 1y ~» v.

d(u,y) +d(y,v) =d = b(u) + (1 —&)b(v)

= |b(u) + b(v)

< d+eb(v) <

d+ (¢2d)

car b(v) <d—+b(u) < 2d



Analyse du facteur d’etirement

Cas 2. Sur tout plus court chemin entre u et v, il n'existe pas
d'aréte (x,y) avec z € B(u) et d(y,v) < (1 —&)b(v).
Dans ce cas, on considére le routage B en w: u ~» w ~ 1y ~» v.

d(u,y) +d(y,v) =d = b(u) + (1 —&)b(v)

= |b(u) + b(v)

< d+eb(v) <

d+ (¢2d)| car b(v) < d+ b(u) < 2d

d(u,w) + d(w, ry) + d(ry,v) <
b(u) 4 [b(u) 4+ d 4 b(v)] + b(v) <
2(b(u) +b(v)) +d <

(3 + 4¢)d.



Analyse du facteur d’etirement
Cas 3. Entre u et v il y a un telle aréte (z,v).

Comme d(y,v) < (1 —¢)b(v), on a y € B(v) mais aussi b(y) > eb(v).
Donc il existe un plus court chemin concis de taille <t entre y et v.
Comme z € B(u) est voisin de y, on donc a un plus court chemin
chemin concis de taille <t+ 1 entre u et v.

w € B(u) et b(w) > eb(u) (cas 1). Donc il existe un chemin concis
de w a u de taille t. Au total, il existe un chemin concis entre w
et v de taille < 2t+ 1. En considérant le routage C, on a alors un
routage de colt au plus u ~ w ~» u ~» v, c'est-a-dire 3d. ]
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Nouveau schéma (bis)

Caractéristiques :

- Schéma universel

Indépendance des noms

Information : O(y/n) bits/sommet (pour tout diamétre D)
Etirement : s <3

En-tétes : O(log?n/loglogn) bits

Constructible en temps polynomial

Décision :

temps O(1) par sommet



Questions ?



