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e Comment coder “efficacement” un graphe planaire a n sommets 7

e Quelle est la quantité maximale d'information que peut contenir
un graphe planaire a n sommets 7

e Combien vaut p(n), le nombre de graphes planaires a n sommets 7

(graphes sans boucle ni multi-aréte, non étiquetés, non dessinés)



p(n=1,2,3,4,5,6...)=1,2,4,11,33,147, ...
p(4) =11
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Assymptotique sur p(n) 7 sur logsp(n) 7



1
O(n)

Tpn < p(n) < 22"7°.15

T, = nombre de triangulations du plan avec n sommets
(dont une faces a été fixée)

256

In ~ S5 ( 27

mn
> ¢ > 0 constante

= 3.24n+(logn) < logrp(n) < 6.24n+ ©(logn)
avec 10g,(256/27) ~ 3.24...



Théoreme. Pour tout n assez grand,

Bn —O(logn) < logyp(n) < an + O(logn)
avec 0 =~ 4.71... et a = 5.01...

B 7?7 Nombre de graphes planaires étiquetés 2-connexes
(non dessinés)

~ ©(n 57y . 28"

a| 77?7
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Nombre de graphes planaires étiquetés

5.22
< 2 "onl

# a < 5.22

Nombre de cartes planaires enracinées simples a n sommets

-~ 25.098n—|—0(n)

= a < 5.098



Remarque. Soit ¢g(n) le nombre de graphes planaires connexes.
Alors,

p(n) < (n+1)-gln+1) < (n+1)-(n+1)° qn)
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= |logap(n) < logsq(n) + O(logn)




Codage d’un graphe planaire (connexe) :
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Codage d’un graphe planaire (connexe) :
1. Construction d'une carte particuliére du graphe

2. Triangulation spécifique des faces de la carte
+ 2 sommets (= “super-triangulation’)



Codage d’un graphe planaire (connexe) :
1. Construction d'une carte particuliére du graphe

2. Triangulation spécifique des faces de la carte
+ 2 sommets (= “super-triangulation’)

3. Codage de la “super-triangulation”
+ codage de certaines arétes a supprimer



Partie 1

Preliminaires



Arbres de Schnyder — réaliseur

'Schnyder "89] Toute triangulation du plan (=planaire maximal
dessiné) a une partition de ses arétes internes en trois arbres (1p,17,15),

chacun enraciné en un sommet de la face extérieure telle que :
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pour tout sommet interne :



Une triangulation ...




un réaliseur




un autre réaliseur.




Un cw-triangle




“Super’-triangulation

p;(v) = pére de v dans 7;

Une super-triangulation d'un graphe planaire connexe G est un
réaliseur (1p,717,7>) tel que :

1. V(G) = V(To) .

2. E(Iy)) CE(G) CE(TqguTyUTs) ;

3. (Tp,77,7>) ne contient pas de cw-triangle ;

4. (v,p1(v)) € E(G) pour tout noceud interne v de T5.



Un graphe G ...




. une super-triangulation de G




avec les nceuds internes verts ...




et sans cw-triangle.




Partie 11
Construction d’une

super-triangulation



Arbres ‘‘plus-a-gauche”

Un arbre plus-a-gauche défini pour une carte M/ de GG est un arbre
enraciné T de G (pas nécessairement couvrant) obtenu en par-
courant N/ de la maniére suivante :

1) racine de T' = un sommet de la face extérieure de I ;
2) pour tout sommet v




Arbres ‘‘plus-a-gauche”

Un arbre défini pour une carte de G est un arbre
enraciné T de G (pas nécessairement couvrant) obtenu en par-
courant de la maniére suivante :

1) racine de T' = un sommet de la face extérieure de :
2) pour tout sommet v

dernier sommet - O
déja visité a
"gauche" de v

C




Arbres ‘‘plus-a-gauche”

Un arbre défini pour une carte de G est un arbre
enraciné T de G (pas nécessairement couvrant) obtenu en par-
courant de la maniére suivante :

1) racine de T' = un sommet de la face extérieure de :
2) pour tout sommet v

dernier sommet - O premier sommet
déja visité a déja visité a
"gauche" de v "droite" de v

C



Arbres ‘‘plus-a-gauche”

Un arbre défini pour une carte de G est un arbre
enraciné T de G (pas nécessairement couvrant) obtenu en par-
courant de la maniére suivante :

1) racine de T' = un sommet de la face extérieure de :
2) pour tout sommet v

premier sommet
déja visité a
"droite" de v

dernier sommet
déja visité a
"gauche" de v

C

i N



Arbres ‘‘plus-a-gauche”

Un arbre défini pour une carte de G est un arbre
enraciné T de G (pas nécessairement couvrant) obtenu en par-
courant de la maniére suivante :

1) racine de T' = un sommet de la face extérieure de :
2) pour tout sommet v

premier sommet
déja visité a
"droite" de v

dernier sommet
déja visité a
"gauche" de v

C






















Observation. Il existe toujours une carte de G possédant
un arbre plus-a-gauche T’ qui couvre tous les sommets de G.






























Aretes rouges : 3 cas

Cas 1: v a un premier voisin a ‘“droit”




Aretes rouges : 3 cas

Sinon, Cas 2: v a un frére a “droit”

1% 1%

N



Aretes rouges : 3 cas

Sinon, Cas 3: p1(v) = p1(po(v)).
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Partie III
Codage



Branches (déf. & propriété)



Branches (déf. & propriété)




Branches (déf. & propriété)




Branches (déf. & propriété)




Branches (déf. & propriété)




Aréetes utiles, aretes manquantes
Soit S = (Tp,T1,15) une super-triangulation de G. On pose:

1) I'ensemble des arétes “utiles” :

Ug := {(v,p1(v)) | v feuille de T}



Aréetes utiles, aretes manquantes
Soit S = (Tp,T1,15) une super-triangulation de G. On pose:

1) I'ensemble des arétes “utiles” :

Ug := {(v,p1(v)) | v feuille de T}

2) I'ensemble des arétes “manquantes’” :

Mg .= E(G) \ E(Tp) \ {(v,p1(v)) | v nceud interne de 15}

Remarque. Mg C E(1%) U {(v,p1(v)) | v feuille de 15}



Arétes utiles




Arétes manquantes




Théoréme. Si S = (1p,T1,T1>) est une super-triangulation de
G, alors (1»,Ug, Mg) détermine de maniére unique G.



Arbre T5




+ face extérieure
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Les arétes de Ty sont dans G



Les arétes (v, p1(v)), v noeud interne de 75, sont dans G




et les arétes manquantes




C'est G ! (une carte de G)




[Dessin d'origine de (]




Bourgeons (déf. & propriété)

1 bourgeon=, i

= 1101



Bourgeons (déf. & propriété)

1 bourgeon=, i

= 1101



Bourgeons (déf. & propriété)

N/

1 bourgeon=,

v bourgeon = pi(v+1) € {v,p1(v)}




4. Comptage



(T5) An(f,b) = nombre d’arbres a n nceuds, f feuilles et b bourgeons
(Ug) Bn(f,b) = nombre maximum d’ensembles Ug pour un 15
(Mg) Cpn(f) = nombre maximum d’'ensembles Mg pour une S

Donc,

0<b<f<n

g(n) < n2 ' O<T<afx<n {An(fa b) - Bn(f,b) - Cn(f)}




Cn(f) 7

(arétes manquantes connaissant S)
Mg C E(To) U{(v,p1(v)) | v feuille de 1%}
Mgl <n+f

= Cn(f) g2nt/



(arétes utiles connaissant T5)



(arétes utiles connaissant T5)




(arétes utiles connaissant T5)

t = #v 1q
p1(v+1) = p1(v) Bn(f,b) < n2 - max, {(’;) . ((n—t}fl()f—b))}



(codage de T5)

T € W = {0,1}2"T9)  avec n=#0=+#1, f=7:(01) et b=#(1101)

Xp CW ta Xp ={ mots de la forme (A;B;)’A,411 }
avec A; = (01)7T suite maximale de blocks consecutifs de 01

Ex: £ =[010101] By [0101] B, [01] B3---B, [0101], z € X,

An(f,0) < nP). max | X, |



010101] By [0101]| B> [01]| B3--- B, (0101

Cas 1: B; =17

Ce cas crée exactement

- un bourgeon, |...011...1/01...
- un motif 10 (une feuille).

Cas 2: B, = 1*0t
Ce cas crée exactement : un motif 10 (une feuille).

Soit w le nombre total de 1 utilisés dans le cas 1,

. f w n—w—f+p—> n—f
An(f,B) < n3-rp,%u><{(p)'(§)'(b)'( b )'(p—b)}



D’ou

g(n) < n¢ - max {A-B-C}
1,b,t,p,w

A= 0 0G- 0TI G0
5= ()"

Numériquement,

l0odo g(n)Y/™ =~ 5.03...



5.01

Lemme. Si G est maximal (3n — 6 arétes avec un som-
met pointé), alors G posséde une seule super-triangulation.
(Réaliseur sans cw-triangle, ,an)

Comme (71»,Ug) ~ S,

g(n) < n0<1>-frgwtax { min{A-B,T,}-C }
) 77p7w

Numériquement,

l0g»o q(n)l/n ~ 5.007...



Adjacence en temps O(1)
avec 5.03n bits ?

La prochaine fois ...



