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O(∆ log n) :';�>
O(∆ + T _W`ba ) :BcedLfhg(> O(∆ + T _W`ba ) :BcidLf�g(> O(∆ · T Zi[ ] ) :BADCFE^;W;�>

O(∆2 + log∗ n) :3XWj(>
JFK�KF���
	��W�M
����h�k��"�
��%�W�
���O�L�1"WS T%�W�P���QU��
��)

*,+.- /1032 465�*�+7- -98�5�*,+.-
O(log n) :';=j9VNX9;�> O(log n) :3X9;�> 2O(

√
log n) :mlnf�do;=j(> O(

√
n log n) :mlnf�dR;�Y�>

O(∆2 + log∗ n) :3XWj(> O(∆ + T R_W`ba ) :mlnf�d7;=j(> O(∆ + T R_W`ba ) :mlnf�dR;=j(> O(∆ log ∆ log n) :mlnf�do;�Y�>

l,���p±¯rf£ /�lnm�r�{®�¯q7r�~#��q\�p±¯r�Á_�³{Çy ��·¸�-�|r�r��_y s���±¯���|�¯��¥f�²���iØ 5�ê s���±¯���}�¯�p¥�Ã(��{}m �|r�z}�;r�~�{
{®�Ì��{®mpr��2Ã�r#±¯±ÿê �k���WÃ(� �p�}����±�r�q7z�º

(∆ + 1)
êgs���±����}����¥ ���p�]u��îÁp��qj�²±H�Ç����r#�Kr#����r#�k{Àx_r#{�º

�¯�2{®m�r0����z|{®�|�¯���_{®r��%z}r�{}{}�¯��¥�¹\5d���(�<���}���p±¯r�qqp�º�{}m�r��p��{��²{}�¯��� T r ÖL�|r�z|��¹ T Rr )
��r#z}~��|�¯�;r�zE�

�H�p�îÃ(�¶�p���Kr#�á�;������������{®m�r�~���q7��±¯r�Á_��{Çy-��·;������±¯¥����}��{}m�q�ÖN�}r#z}��¹²�®�����p��q\����r#�¶��±¯¥����}�³{®m�qj×
z}��±³´_����¥sp�¹
t 45	 3 �8�vu 	�$���'��

�68:7 w 
H>yx{zW|7}�~ ;=<?U �H@:> D
5����°�2¥���´�r��5¥��®���pm

G
º ±�r#{

CG(v)
��r����²{®r¶{®m�r<z|r#{0��·Å��±¯±!�K��z}z}����±¯r¶~#��±¯���}z�Ã(m���~�mÙq\�Ayé�;r

��z}z|�¯¥���r#�é{®��´�r��|{}r�Á
v ∈ V

º�{��p�²r��f�W´�r#�-��±¯±�¥��}r#r��pyé~���±����}����¥�z���·
G
¹ 5d���E{}�}r�r#z�º ÃÅr¶md�A´�r

{®m�r°·N��±�±¯�WÃ(�¯��¥����}���;r��g{Çy�¹
�bã i iÂ« ����Ñ&½�Ô

T
*�½°Ò�ÔC¼®½�½°Ò�Ð;¾

v
ÓWÍ�Ýj½ � ½�¼�ÔÇ½|Ü2Í�� T

Ó � �
'jÔf'pÒ�Ô,Ôf'd½�Ý7ÒAÜ�ÏSÝ �_Ý�¾�Ï¯Ó�ÔUÒ�Ða��½
��¼�Í�Ý

v
ÔÇÍjÒ�ÐJÍ�Ô 'd½�¼ � ½�¼�ÔÇ½|Ü.Í�� T

Ï¯Ó
d
� �x'd½�Ð

max CT (v) ≤ d + 1
�

��¼®ÍWÍ��0�Es�����z}����r��Å���j���}���³{®�}���|y�¥��}r#r��py7~���±¯���|�¯��¥-��·
T
¹,�ó· �0´�r��g{®r�Á

vc

�}r#~�r#��´�r#z�z|��q\r(~#��±¯���
c > 1

ºJ{}m�r��À�³{¸q��pz|{°�;r¶�����}�²~�r���{¸{}���j´�r#�|{®r�Á
vc−1

Ã(mp�¯~�mÀ�¯z¸��z}z|�¯¥���r#�À~���±����
c − 1

¹ yÅy
�¯�����p~#{®������ÃÅrnrA�²z}�¯±³y-���}�W´�r8{®md�²{

vc

q��pz|{á�;r�{}m�r8r��p���K���¯��{á��·;�E�d�²{®m¶���
T
Ã(��{}m

c
´�r��g{®�¯~#r�z#¹

x_�¯��~#r(�ky\��z|z}��q7�p{}�¯���¶{®mprE±�����¥�r#z|{b�d�²{}m\��·
T
Ã(��{}m\����r(r������;�����k{b���

v
md��z

d+1
´�r#�|{®��~�r#z�º

~�±¯r����}±³y\{}m�r-~���±����(��z|z}�¯¥���r���{®�
v
���2{®m�r-~���±¯���|�¯��¥�~��������²{Er�Á_~�r�r#�

d + 1
¹

8GT5�>8GI



� ÐéÔf'd½\ËÅÍ�Ý�ß;Î¯½|Ü�ÏSÔL¿�Í����-Ï¯Ó�ÔL¼�Ï *&�HÔÇ½}¾�Ê8¼|Ò�ß)'ÙËÅÍ�Î¯Í�¼�ÏSÐH» ¢

�bã i iÂ«�� ��à �îß�ßdÍWÓW½�Ô 'pÒ�Ô�Ô 'd½�¼®½À½|Ü�Ï¯Ó�ÔNÓ�Ò�Ð
n Ú � ½�¼�Ô ½|Üf»�¼|Ò�ß)'

G
Ó � �
':Ô 'pÒ�Ô �AÍ�¼�ÓWÍ�Ýj½

` �
g(G) ≥ `

Ò�Ð;¾
χ(G) > `/2

� �x'd½�Ð � Ô 'd½�¼®½�¾HÍW½�Ó7ÐJÍ�Ô0½|Ü�Ï¯Ó�Ô°ÒÀ¾�Ï¯Ó�ÔL¼�Ï *&�_ÔÇ½}¾fÒ�Î »HÍ�¼�ÏSÔf'HÝ �AÍ�¼
Ôf'd½ jAq�r�� ~�ß;¼®Íp*�Î¯½�ÝY
,'HÏ(�
' ��Í�Î¯Í�¼®Ó¸Ò�ÎSÎ_»�¼|Ò�ß)'�Ó0Í��¸Ò�ÔáÝjÍWÓ�Ô

n � ½�¼�ÔLÏ(��½�ÓEÏSÐ.Î¯½�Ó�ÓEÔ 'pÒ�Ð `/2− 1¼�Í��HÐ;¾�Ó&�
��¼®ÍWÍ��0�Ex_�����;��z}r¶{}md�²{¸{}m�r��|r¶r�Á_�¯zg{®z-�2���¯zg{®�|�¯���p{}r��f��±�¥����|��{®mpq � Ã(mp�¯~�mÀ·N���°��±�±!¥��®����mpz°��·
�²{(q\��z|{

n
´�r#�|{®��~�r#z��p�}�H����~�r#z��¶¥��|r�r#�py2~���±¯���|�¯��¥

c �
���.��{(q\��zg{

d
�|�������pz�¹Q��±�¥����}�³{®m�q �

q���z|{á�Krn�²��±¯r�{}�°��z|z}�¯¥���·N���á����y�´�r��g{®r�Á
v ∈ V

�¸~���±����
c � (v) ∈ CG(v)

º���z|�¯��¥¸���p·N���|qj�²{}�¯���
���K���p{2{®m�rÀ¥��®����m zg{®�}�p~#{®�p�}rÙ�²{����¯zg{����p~�rf�²{�q7��z|{

d
����±³y�¹ lnmk��z#º¸��·-·N����{ÇÃÅ�:¥��®���pm�z

G = (V, E)
���p�

G′ = (V ′, E ′)
Ã(��{®mf����z|{}�¯��¥��p�¯z}mpr��À´�r#�|{®��~�r#z

v ∈ V
º
v′ ∈ V ′ ÃÅr\m��W´�r

G[Nd(v)] = G′[Nd(v
′)]
ºJ{}m�r��À{®mpr¶~���±����}����¥j��·b¥��}����m

G
���}�H����~#r��f��yÀ��±�¥����|��{®mpq � m���z

{®m�r-���|���Kr#�|{Çy�{}md�²{
c � (v) ∈ CG(v) ∩ CG′(v′)

¹
-��WÃ-º!±�r#{

G
�;r�{®mpr7¥��®����mf��·Å¥����|{®m

g(G) ≥ `
��r�z|~��}���Kr#�Â���é{®m�r7��z|z}��q7�p{®�����f��·b{®m�r

±¯r�q7q\�p¹�Ø r#{
v ∈ V

�;r��²�}���³{®�®�²�}�¯±³yé~�m���z}r��J¹�ÉÂr\���WÃ ������±³y5{}m�rj�p�}�W´�r#� ���}���;r��g{ÇyÙ·N���
¥��®���pm�z

G
�����

G′
v ≡ G[N `

2
−1(v)]

Ã(�³{®mi´�r��|{}�¯~#r�z
v
�����

v′ ≡ v
º(���p{®���¯�p�¯��¥

c � (v) ∈
CG(v) ∩ CG′

v
(v)

¹����îÃÅr#´�r��#º8{®m�r�¥��}����m
G′

v

�¯z¶~�±�rA���|±�yÄ�À{}�}r#rÂÖNz}����~�r���{<��z<��~#yH~#±¯�¯~��²���
~������pr�~#{}r���×Å�����2��±�±d´�r��g{®��~�r�z���·

G′
v

�²�}r¸��{n���p�¯z|{®����~#r¸��·&�²{�q\��z|{
`/2− 1

·N�|��q
v
¹��Er#��~�r

�ky Ø&r#q\q\� £ÀÃ�rf���p{®���¯�
max CG′

v
(v) ≤ `/2

ºE����� Ã�r5~����p~�±¯�p��rÀ{®md�²{2·N���2¥��®���pm
G
º

c � (v) ≤ `/2
¹8x_����~�r

v
Ã���zE���}�p��{®�}���}��±�y7~�m���z|r���º�ÃÅr�md�A´�r

c � (v) ≤ `/2
·N������±¯±

v ∈ V
¹QÉÂr

md�A´�r�{}mH�pz����p{®���¯�pr����0~���±����}����¥-��·
G
��z|�¯��¥��²{�q7��zg{

`/2
~���±¯���|z�ºkÃ(m�r��|rA��z8��y\��z|z}��q7�p{®�����

{®m�r-~�m��|��qj��{®�¯~��H�pq��Kr#�
χ(G)

��zn±µ���|¥�r��Å{®md���
`/2

ºd�¶~�����{®�}������~#{®������¹
�bã i iÂ«�� Ö
�ü¢��S× �¸Õ!Í�¼\Ò�ÎSÎ

n, k ∈ N
�
4 ≤ k ≤ n

�éÔ 'd½�¼®½�½|Ü�Ï¯Ó�ÔNÓ�Ò�Ð
n Ú � ½�¼�ÔÇ½|Ü.»�¼|Ò�ß)' G �Ó � �
'%Ô 'pÒ�Ô

χ(G) ≥ k
Ò�Ð;¾

g(G) ≥ 1
4

log n

log k

�
� ç ª ç d dN«�ª ä�	��(Õ�Í�¼-Ò�ÎSÎ � Ò�Î �d½�Ó�Í�� n ≥ 216 Ôf'd½�¼®½�½|Ü�Ï¯Ó�ÔSÓ�Ò�»�¼|Ò�ß)' G

Í���Í�¼|¾H½�¼
n � Ó �)�
'�Ô 'pÒ�Ô

χ(G) ≥ log n

log log n

Ò�Ð;¾
g(G) ≥ 1

4
log n

log log n

�

��¼®ÍWÍ��0� 5����E�²�ky�¥���´�r#�.´²��±���r-��·
n ≥ 216 º;�p�p{ k =

⌈

log n

log log n

⌉ ����Ø r#q\q\�<�p¹�ÉÙr0��q\q7r��p�³ê
�²{®r#±�y0���p{®���¯��{}md�²{á{}m�r��|r8r�Á_��z|{®zQ�¸¥��®����m

G
��·;���|��r��

n
z}��~�m¶{}md�²{á{}m�r�·N��±�±¯�WÃ(�¯��¥�~���������{}�¯���pz

���}r¸·N��±³Æd±¯±�r��x/

χ(G) ≥ k =

⌈

log n

log log n

⌉

≥ log n

log log n
,

Ög£î×

g(G) ≥
⌈

1

4

log n

log k

⌉

≥ 1

4

log n

log log n − log log log n + 1
≥ 1

4

log n

log log n
,

ÖU �×

Ã(m��¯~�m%~���q7��±�r#{®r#z8{®m�r-���|�_�²· ¹
s���q����¯�p�¯��¥5s����|��±¯±¯���|yÂ¤ÀÃ(��{®m Ø r�q7qj�5 ÌÖL�p�p{}{}�¯��¥

l = 1
4

log n

log log n

×�ÃÅr%�¯q7q\r#���µ�²{}r�±³y
���p{��²�¯��{®md�²{(·N������±�±�´²��±¯��r#z(��·

n ≥ 216 º����\���¯zg{®�|�¯���p{}r��.��±¯¥����}�³{®m�q ~A���.z}��±³´�r-{®m�r jAq�r�� ~
���}���p±¯r�q ���j±¯r#z}z�{}md��� 1

8
log n

log log n
− 1

�|�������pz�·N���Å��±¯±;¥��®�²��m�z��²·&���}��r#�8�²{�q\��z|{
n
¹�lnmk��z�ºpÃÅr

qj�AyjÃ(�|��{}r¸{®m�r°·N��±�±¯�WÃ(�¯��¥�{®m�r#���}r#q.¹

 h ãHç ª ã i � � �x'd½�¾�Ï¯Ó�ÔL¼�Ï *&�HÔÇ½}¾jÔCÏSÝj½ ��Í�Ý�ß;Î¯½|Ü�ÏSÔL¿�Í�� jAq�r�� ~�Ï¯Ó

Ω
(

log n

log log n

) �

�5� ����= E
Y
Y



! Ë��ÅÊ(Ò � Í�ÏSÎSÎ¯½ � �����0Î³Ò�Ó�ÏSÐH» �	� ���¶ÍWÓWÍ�
,Ó
��Ï �	� �����kÓ���ÐJ½�¼ �	� ���-Ò � Ò�¼�¼|Ò

�68
� w 
H>^~��6zW|7}�~ ;=<?U ��@C> D

 h ãHç ª ã i � � �x'd½�¾�Ï¯Ó�ÔL¼�Ï *&�HÔÇ½}¾jÔCÏSÝj½ ��Í�Ý�ß;Î¯½|Ü�ÏSÔL¿�Í�� ~W� q�r�� ~%Ï¯Ó

Ω (
√

n)
Ò�Ð;¾

Ω(∆)
�

��¼®ÍWÍ��0�Es�����z}����r����\·L��q7�¯±³y���·�¥��®����mpz {Gd}d=4,5,6,...

md�A´H�¯��¥
n(Gd) = 5

2
d2 − 1

2
d + 1

�����
∆(G) = 2d

º!Ã(mp��z}r��|r����|r�z|r���{��²{}��´�r2�¯z��pr�����~#{®r#�Ä�¯� 5,�¯¥��p�}r�£�¹��Qr#�|{}�¯~�r#z
v0

º
v1

º8¹#¹�¹�º
vd

���������
���
���������
���

���������
���
���������
���

���������
���
	�		�		�	
	�	


�

�

�


�

���������
���

���������
���

�

�

�


�


���������
���
���������
���

���������
���
���������
���

���������
���
���������
���

���������
���
���������
���

���������
���
���������
���

���������
���
���������
���

������������������ ������������������ ������������������  �  �  � !�!!�!!�! "�""�""�"#�##�##�#

K2d−1 K2d−3 K2d−5 K5 K3 K1

K1 Kd−4 Kd−3 Kd−2 Kd−1

vd vd−1 vd−2 v3 v2 v1 v0

K2K4K6K8K2d−2

5!�¯¥����|r�£ /�� ¥��}����m2Ã(m��¯~�m%�}r01k���¯�|r�z
Ω(d)

{®��q\rE{®� ~W�²êó~���±����8�¯�2{}m�r-���¯zg{®�}�����p{}r���q\�H��r#±
�¯�����p~�r°���d��{®m2��·�±¯r#��¥�{}m

d
¹Qx_��q7r°�����p��{®�����d��±�~#��q\�;����r#��{®zn���|r°~����p��r�~�{®r��2{}�¶�d���|{}�¯~#��±µ���

´�r��g{®��~�r�z<{®�5r��pz}���|r%{}md�²{<´�r#�|{®r�Á
vi

���p{®���¯�pz<�5~#��±¯���
d − i + 1

�¯�ÌrA�²~�m ~W�²êó~���±����}����¥À��·
Gd

º({®md��{2�¯z\~���q7�K����r���{
Kr

��r��p�¯~#{}z��Ä~���q7��±�r#{®r.¥��®�²��m�Ã(��{}m
r
´�r��|{}�¯~#r�z������ �Â�;��±��

±¯�¯�pr��;r#{ÇÃÅr�r#�5z|��~�m5�j~���q\�;����r#�k{¸�����
vi

��±¯±¯�pz|{®�}�²{®r#z�{}md�²{�rA��~�mÀ��·�{}m�r�´�r��|{}�¯~#r�z°��·
Kr

�¯z
~������pr�~#{}r���{}�

vi

¹�x_��q\��±µ���|±�y�ºHÃ(m�r#��{ÇÃÅ��~���q7�;����r���{}z
Kr1

�����
Kr2

���|r�~#������r#~#{®r#��ºJr���~�m
´�r��g{®r�Á�·N�}��q

Kr1

�¯zb~����p��r�~�{®r��2{}��rA�²~�m�´�r��g{®r�Á�·N�}��q
Kr2

º_{}mH�pzÅ·N���|q\����¥���~�±¯�31k��r
Kr1+r2

¹
ÉÂr�md�A´�r

deg(vi) = d + i
ºJm�r#��~�r�{}m�r�´�r��|{}�¯~#r�z¸��·,{®m�r����²{®m������;rA���E�¯�.{}m�r ~^��z}r&1k��r#��~�r

�¯�2{®m�r°���}��r#�
vd

º
vd−1

º ¹#¹�¹#º
v1

º
v0

¹bu.���|r��W´�r#��ºdÃÅr�md�A´�r |N>(vi)| = d − i
º������%��{n��znrA��zgy

{®�7���p{��²�¯�2�¯�p����~#{}��´�r�±�yj{®md�²{����.�²�ky ~^�²êÇ~���±¯���|�¯��¥��²·
Gd

{®mpr0z|r#{E��·!~���±����}z(��z|r������
N>(vi)�¯z {1, 2, . . . , d− 1} ºkm�r#��~�r�{}m�r¸���p±�y<�;��z}z|�¯��±�rE~#��±¯���Q·N��� vi

�¯�j��� ~^�²êÇ~���±¯���|�¯��¥-�¯z
d− i + 1

¹
�E�WÃ�r�´�r#��º��³·n´�r#�|{®r�Á

vd

ÃÅr��}r2{}�À�Kr2�|r�q7�î´�r�� ·N�}��q {}m�r2¥��®�²��m�º�{®m�r2~#��±¯���}z���·E��±�±Å�²{®m�r#�
´�r��g{®��~�r�z���·8{®mprj�d�²{}mÂÃÅ����±¯�Â��r�~#�}rA�²z}r���y

1
¹%lnmH�pz�ºáÃÅr�md�A´�r�z|m��WÃ(�Ä{®md��{�{®mprj~���±¯���0��·

v0

��r��;r����pz����f{®m�r7r�Á_�¯zg{®r#��~�r��²·�´�r#�|{}r�Á
vd

/���·
vd

r�Áp��z|{}z�º
v0

q���z|{����p{®���¯�5~���±����
d + 1

º
��{®m�r#�|Ã(��z}r��³{�q���z|{����p{��²�¯��~#��±¯���

d
¹E��zE´�r��g{®�¯~#r�z

vd

�����
v0

���}r��²{��j���¯zg{����p~�r��²·
d
·N�}��q

rA��~�mÙ��{®m�r#��º,�����5�¯�p·N���|qj��{®�¯���À�¯�f�����0q\�H��r#±�~A���Ù���}������¥��²{}r7����±�yf��{0{}m�r7z}�;r�r��Â��·8���pr
´�r��g{®r�ÁÀ�;r����|�������JºK{®mpr�~���±����}����¥<~A���p����{°�;r�~#��q\�p±¯r#{}r��é����±�r�z}z�{®md�²�

d
�}���p����z�º�������{}m�r

~�±µ�²�¯q ·N��±¯±��îÃ(z#¹

$ % 
�
À�8� u 	�$��%'����²	-� ���8�&�8�,� ���2�#���&��6'&*��1�	-�!������� �

� 8:7 w 
H>yx{zW|7}�~ ;=<?U �H@:> D
ÉÂr8�|r�~���±¯±p�²·S{®r#� �ÿ£�ºN ²¤p�_{®md��{��

(j, k)
êó��r�~#��q7�K��z|��{}�¯������·;�¸¥��®�²��m

G = (V, E)
�¯z��������|{}��{®�����

{C1, C2, . . . }
��·

V
z}��~�m%{®md�²{n{}m�r°·N��±¯±��WÃ(�¯��¥�~#�������³{®������z(���|r¸·N��±�Æd±�±¯r#�x/

8GT5�>8GI



� ÐéÔf'd½\ËÅÍ�Ý�ß;Î¯½|Ü�ÏSÔL¿�Í����-Ï¯Ó�ÔL¼�Ï *&�HÔÇ½}¾�Ê8¼|Ò�ß)'ÙËÅÍ�Î¯Í�¼�ÏSÐH» �

} rA��~�m�z|����¥��}����m
G[Ci]

º�~���±¯±�r��j� ��Î �kÓ�ÔÇ½�¼�ºp�¯z�~������pr�~#{}r��%�����2�²·!�p�µ��q7r#{}r��Å�²{nq7��z|{
j
º

} {®m�r�z}��~A��±�±¯r#� ��Î �kÓ�ÔÇ½�¼-»�¼|Ò�ß)'Hº����_{�������r���·N�|��q
G
��yÀ~#����{®�®�²~#{®����¥�r���~�m

Ci

����{®�����pr
´�r#�|{®r�ÁKº;��z8´�r#�|{®r�Á.~���±����}r#��Ã(��{®m.�²{(q7��z|{

k
~#��±¯���}z�¹

�bã i iÂ«�� ��Ê8Ï � ½�ÐjÒ (j, k) Ú ¾H½
��Í�Ý�ßdÍWÓ�ÏSÔCÏUÍ�Ð�Í��8Ò�»�¼|Ò�ß)' � Ô 'd½�¼®½�½|Ü�Ï¯Ó�ÔSÓ(Ò�¾�Ï¯Ó�ÔC¼�Ï *&�HÔ ½}¾ O(j ·k)ÔCÏSÝj½�Ò�Î »HÍ�¼�ÏSÔ 'HÝ �AÍ�¼�ÓWÍ�Î � ÏSÐH»\Ô 'd½ jAq�r�� ~¶ß;¼®Íp*�Î¯½�Ý+�
��¼®ÍWÍ��0�Et°�p~�rn{®m�r

(j, k)
êÇ��r#~���q7�K��z}��{}�¯�����¯z�¥��³´�r��JºkÃÅr(md�A´�rE�°z}��{}�d�²{}�¯�������¶Ã(m��¯~�m<{®m�r(~#±¯��z ê

{®r��|r���¥��}����m2�¯z8��±¯�|rA���py\~���±¯���|r��fÖN�Kr#�}md���pzn����{(¥��|r�r��p�¯±�yp×�¹álnm�r-��±�¥����}�³{®m�q {}m�r������|�_~#r�r#��z
��~�~#���}������¥2{®��{®m�r7��z|z}��¥���r��Ù~���±����}z0/¸Æd�}zg{�~#±¯��zg{®r#�}z0��·�~#��±¯���

1
�²�}r<���}�H~�r#z}z|r��Ä���5�����®��±�±¯r#±Uº

{®m�r#�À~�±¯�pz|{®r#�}z¸�²·Q~���±����
2
���}r����}�H~�r#z}z}r#�f�¯�é�d�²�®��±�±¯r�±Cº;�����éz|��·N���|{}m�¹��Ç��z|�¯��r�rA��~�mf~�±���z|{}r��#º

�.±¯r�����r#����z�r#±¯r�~�{®r#�Ä�¯�Ù���}��r#�0{}��~#��±¯±�r�~#{���±�±á{®m�r\�¯�p·N���|qj��{®�¯���é·N�}��q {}m�rj�|r�±µ��{®r��Ù~�±���z|{}r���¹
lnm��¯z����;r��}�²{®�����¶~�±�rA���|±�y��}r&1k�����}r#z

O(j)
�|�������pzQ{}�-�}r#{}�}��r#´�r���±�±_{}m�r(�¯�p·N���|qj��{®�¯�������;���p{�{}m�r

~�±¯�pz|{®r#��¹álnmprE±�rA����r#��{®m�r#�j¥��|r�r��p�¯±�y���z}z|�¯¥��pz��-z}���³{����p±¯rn~���±¯���á{}��r���~�m\´�r��|{}r�Á\��·K��{}zb~#±¯��zg{®r#�
�}r�z|�Kr#~#{}�¯��¥0{®m�r�¥��}r#r��py7~#��±¯���|�¯��¥-���|���;r��|{Çy�º_�C¹ür²¹�ºkr���~�mj´�r#�|{}r�Á\¥�r#{}zÅ{}m�rEz|qj�²±¯±¯r#z|{Q~#��±¯���Q�;��zgê
z}�¯�p±¯r°Ã(��{}m.�|r�z}�;r�~�{�{}�j��{}z���±¯�|rA���py�~���±����}r#����r#�¯¥�mk�;�����}zn·N�|��q ��{®mpr���~�±¯�pz|{®r#�}z#¹n��¥������%{}m��¯z
�}r&1k�����}r#z

O(j)
�}��������z#¹�-E��{}r�{®md��{8~�±���z|{}r��|zn��·&~���±����

1
md�A´�r¸�p�¶~�����zg{®�}���¯��{®zÅÃ(��{®mj�}r�z|�Kr#~#{

{®�À{®m�r2�²{®m�r#�¶~�±¯�pz|{®r#�}z#¹N�Ç�:{}m�r2~A��z|r���·�~#±¯��zg{®r#�}z<��·�~���±����
2
ºb{}m�r2¥��}r#r��pyÄ~���±����}����¥éq\�Wy

�Kr#¥��¯�\����±�y7��·S{®r��bÃ8�²��{®����¥
O(k)

zg{®r#��z�·N���Å��±¯±d{}m�r���r#�¯¥�mk�;�����|zÅ·N�}��q�~#±¯��zg{®r#�}z8��·�~���±����
1
{®�

�Kr<~���±¯���|r���¹7s����pz}r&1k��r#��{®±�y�ºá��~���±����}����¥2��·b{®m�r<±¯��z|{-~#±¯��zg{®r��|z-�¯z-~���q7��±�r#{®r<��·S{®r��
O(j · k)�}�����p��z�¹

lnmpr�·N��±¯±��îÃ(����¥<{®m�r#���}r#q��¯z����p{��²�¯��r#�é���¯�|r�~�{®±�y�·N�|��q�Ø r#q\q\��¢_ºK{��p�k�¯�p¥��¯��{®����~�~#������{
{®m�r8�|r�z|��±�{}z,��·��ü ²¤p�HÃ(m�r��|r(�

(2O(
√

log n ), 2O(
√

log n ))
êó��r�~#��q\�;��z|��{®�����0��·;����y

n
êó´�r��|{}r�Á�¥��®�²��m

�¯zn���|�î´H����r��%�¯�
2O(

√
log n ) ���¯zg{®�}�����p{}r��2{®��q\r²¹


 h ãHç ª ã i � � �x'd½�¼®½�½|Ü�Ï¯Ó�ÔSÓjÒé¾�Ï¯Ó�ÔL¼�Ï *&�HÔÇ½}¾ÀÒ�Î »HÍ�¼�ÏSÔ 'HÝ��AÍ�¼<Ô 'd½ jAq�r�� ~2ß;¼®Íp*�Î¯½�Ý ¼ �HÐdÐdÏSÐH»
ÏSÐ

2O(
√

log n ) ÔCÏSÝj½&�
� ª ç���ç ¨cgN©|g ç������ �x'd½�¼®½¸½|Ü�Ï¯Ó�ÔSÓEÒ¶¾�Ï¯Ó�ÔC¼�Ï *&�HÔ ½}¾

O(∆+T _W`6a ) Ò�Î »HÍ�¼�ÏSÔ 'HÝ �AÍ�¼ jAq�r�� ~ � 
,'d½�¼®½
T _W`6a ¾H½�ÐJÍ�ÔÇ½�Ó�Ò=��ÐJÍ�
�Ð.�Wß�ßd½�¼ *�Í��HÐ;¾ÄÍ�ÐÌÔ 'd½.½|Ü_½
� �HÔLÏUÍ�Ð ÔLÏSÝj½.Í���Ò�Ð Ò�Î »HÍ�¼�ÏSÔf'HÝ �AÍ�¼jÔ 'd½
r�� ~<ß;¼®Íp*�Î¯½�Ý ÏSÐ

G
�

��¼®ÍWÍ��0�Ex_�����;��z}rn{}md�²{b�
(∆+1)

êó~���±����}����¥��²·K¥��®����m
G
��zQ��±¯�|rA���_y����|�W´_����r��J¹álnm��¯z���������~#r�z

�%�d�²�|{®�³{®�����f��·�{}m�r7´�r��g{®r�ÁÙz|r#{��¯��{®�%�¯���pr��;r�����r#��{�z}r�{®z
V =

Þ�à
1 ∪

Þ�à
2 ∪ . . . ∪ Þ�à

∆+1

¹ �ó{
�¯z¶rA�²z|y {®�5z}r#r%{}md�²{<���Ì{}m�r

i
êó{}mÌ�}�����p�:ÃÅr.~����:z}�¯q���±�{®����r�����z}±³y ��z|z}�¯¥��Ì{}m�r%q\�����¯q��pq

�K��z|z}����±¯r�~#��±¯���E{®���²±¯±&´�r��g{®��~�r�z°·N�|��q Þ�à
i

º�{®�p�k�¯��¥j�¯��{®����~#~����p�k{°{}m�r¶~�����z|{}�®�����k{}z¸�¯q7�;��z}r#�
�ky\{®m�r�~���±����}zÅ��·&´�r��g{®��~�r�z8·N�|��q Þ�à
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i−1

¹�lnmH�pz�ºd��¥��|r�r#�py�~#��±¯���|�¯��¥���· {®mpr¸¥��®�²��m
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(∆,∆+1)

Þ�à
(∆−1,1)

//

��

Þ�à
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Þ�à
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ji > j
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Þ�à
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c(v)
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z}r#{}z�Þ�à
(j,k) ⊆ H(j,k)
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r
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z|{}r���z#º�rA��~�m2�²· Ã(m��¯~�m2±¯��z|{}z
r
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i
êó{}m�z|{}r���º
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{®md�²{

1 ≤ j ≤ ∆
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j − k = ∆ − i
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z}r#{�Þ�à
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