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Graphes de recouvrement multichemins

Cyril Gavoille'* Quentin Godfroy 8 Laurent Viennot

Cet article concerne des graphes de recouvrement (ckaam@mésspanneurs qui approximent des multichemins
entre des paires de sommets de graphes non orientesafemets. Habituellement un spanneld’étirements pour

un grapheG est un sous-graphe couvrant tel que la distance Hagistre deux sommets quelconques est au pfas

la distance dan&. Nous étudions ici des spanneurs qui approximent dessyei@lus généralemeptchemins arétes
disjoints ave@ > 1 pour toute paire de sommets.

Pour un graphé& non orienté nous construisons un 3-spanneur 2-mu|tidhnemie(30(n3/2) arétes. Autrement dit,
pour toute paire de sommaetsv la longueur du plus court cycle d¢ la contenant est au plus le triple de celle dans
G. On montre que cette construction est optimale en ternteaeligent et de nombre d’arétes. Dans un second temps
il est construit un2,8)-spanneur 2-multichemins contenadn®2) arétes, ce qui revient a dire que pour toute paire
de sommets, v la longueur du plus court cycle dakkla contenant est au plus du double de celle dargus une
constante additive de 8. Pour pruelconque on observe gu'il existe pour tous entiees p un p(2k — 1)-spanneur
p-multichemins possédaf(p- n“l/k) arétes, en laissant ouverte la question de savoir s'il@sgiple a méme taille
de réduire I'etirement ak2- 1 pour toutp > 1.

Mots-clefs : spanneur, distance, flot, cycle

1 Introduction

Cet article concerne le calcul de spanneurs peu denses plgegrpour une métrique de graphes multi-
distance. Habituellement les spanneurs sont définisctel@e la distance standard des graphes, c’est-a-dire
la longueur d’un plus court chemin. En réalité la notiogtehd a toute métrique de graphe décroissante,
c’est-a-dire une fonctio® qui associe a tout graph& une métriquedg sur ses sommets et telle que le
retrait d’arétes ne peut faire diminuer la distance engtexdsommets (i.8dy > g pourH sous-graphe de
G). Dans ce sens, U, 3)-spanneuH d’un grapheG pour une métrique de grapbest tel que pour toute
paire de sommets,v on ady (u,v) < a-dg(u,v) + . On nommea, B) I'étirement—noté simplemert si
B=0.

Ici nous nous intéressons a la distance multicheminsetanneurs définis relativement a cette distance.
On définit la distancg-multichemins a l'aide dg-multichemins : unp-multichemin joignanu a v est
simplement défini comme un sous-graphe conteparitemins arétes disjoints enueetv. Le poids d’'un
tel multichemin est défini comme la somme des poids degs@réinsi, la distance est définie comme le
minimum des poids observés quand on parcourt I'ensemBlendétiichemins possibles entuetv.

1.1 Motivation

Les spanneurs ont surtout été étudiés dans le cadralgstdace habituelle des graphes comme introduits
par Peleg et Schaffer [5], puis étendus aux graphes sdliJéll existe une abondante littérature sur les
spanneurs reposant sur la distance de graphes dont onqexértun survol par Pettie dans [7]. Entre autres

il est bien connu que pour tokit> 1 on peut extraire de n'importe quel graphe valugagétes un spanneur
d’étirement(2k — 1,0) et comprenan®(n'+1/k) arétes. La preuve repose sur un algorithme glouton fondé
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sur une modification de I'algortithme de Kruskall. Il est @oturé que le compromis étirement-taille est
optimal.

Considérer seulement un sous-ensemble de liens est enecpigation incessante des protocoles de
routage par état de lien dans les réseaux ad hoc [3]. Celésole probleme de calculer un spanneur pour
la métrique de graphe multichemins. Par ailleurs les sparssont un ingrédient clef dans la conception
de schémas de routage compact [6]. Concevoir des sparmmaliishemins est ainsi la premiére étape vers
le routage compact multichemins.

La raison de considérer des chemins arétes disjointsrepa® des chemins sommets disjoints est que la
distance résultant n’est une distance que dans le cas desrcharétes disjoints. Plus précisément si I'on
définit d«& (u,v) comme le coit minimum d’un ensemble dehemins sommets disjoints allant dév
I'inégalité triangulaire n’est pas forcément satisfaPourp = 2 on peut facilement construire un grapgbe
tel que entrel, v etv, w la distance soit finie tandis que entretw elle ne le soit pas. Le choix de la somme
des longueurs suit le méme raisonnemdgllest le choix le plus naturel pour étendre la distance haltétu
des graphes dans le cadre du routage multichemins.

1.2 Nos contributions

Nos résultats sont valables pour des graphes non orientiéisarétes et pour la métrique multi-chemins

dP pourp > 1. Nos contributions sont les suivantes :

1. Nous observons que tout graphe (non orienté) multeanéalué possede yamultichemingp- (2k —
1)-spanneur ave®(p - n'+/K) arétes. La construction est fondée sur une applicatemative de
I'algorithme standard de spanneur sur le gra@he

2. L'analyse précédente peut étre raffinée dans le casggtiphes non valués pour montrer que la
construction qui produit un 2-multichemins®2spanneul{= p = 2) réalise en fait un 2-multichemins
3-spanneur avec le méme nombre d’arétes.

3. On montre aussi que toutes les bornes inférieures eaablr les spanneurs standard (p.es 1) se
transposent telles-quelles pour gesupérieurs. En particulier le compromis taille-étirernde notre
second résultat est optimal.

4. En utilisant une approche difféerente on montre qu'il gsssible de construire un 2-multichemins
(2,8W)-spanneur de taille - n®2 + n arétes, o0V est le poids maximal des arétes du graphe et
® = 1,62 le nombre d’or.

2 Préliminaires

Dans la suite, on considére un graphe non orienté mutearvaluéG avecw comme fonction de
poids. Lecolt de n'importe quel sous-graplie est la somme du poids de ses arétes. On le wite) =
Y ece(H) W(E). On posew(H) = 0SiE(H) = @.

2.1 Distance multichemins

On définit unp-multichemin deu av comme un sous-graphe @scomposé de chemins arétes disjoints
allant deu av. On définit ladistance p-multichemirentreu etv not'eedg(u,v) comme le poids minimum
d’un p-multicheminP lorsqueP parcourt I'ensemble dggmultichemins possibles allant deav. On pose
dg(u,v) = +oo s'il n’existe pasp chemins disjoints entre etv. Il est possible de montrer qu® est une
distance (la symmeétricité et la réflexivité sont éviths et la preuve de l'inégalité triangulaire repose sur
une application du théoreme de la coupe minimum et du flodmam).

La distance multichemins peut se calculer avec une recaeep-flot de colt minimum (voir p.ex. [4])
dans le graphe ou I'on a remplacé chaque aréte par detgsade capacité un orientées dans le sens
contraire. Lap-distance est alors réalisée en comptant les arétesspians un sens mais pas les deux.

2.2 Spanneurs itératifs

Un s-spanneur p-ératif H de G est un sous-graphe (couvrant) @del queH = Uip:1 Hi ou H; est un
1-multicheminss-spanneur d&\ Ij;jiHj. On remarque que de tels spanneurs itératifs sont desepann
p-multichemins.
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Proposition 1 Pour tous entiers Jp > 1, tout graphe multi-agtes valé non oriené admet ur(p- (2k —
1),0)-spanneur p-multichemins avec moins dep /K arétes qui peudtre construit avec u@k—1,0)-
spanneur p-#ratif.

Preuve.SoitH un (2k — 1,0)-spanneup-itératif composé dél;,i € [1, p], 1-spanneurs d’étireme(i2k —
1,0) et possédant moins dé* /% arétes. Chaque spanneur existe (cf. [1]). Par conségquacmoins de
p-nltl/Karétes.

Soit deux sommets quelcongques deG. On noteP un p-chemin de colt minimum entreetv. On note
Hi(e) un plus court chemin dart4 joignant les extrémités de SoitF un sous graphe défini par la relation
suivante :

P
F= U {e&u U UHi(e

ecPMH ecP\Hi=1

Il est facile de voir quav(F) < p- (2k—1) -w(P). En effet, chaque aréte @ec P est soit dan$i soit
remplacée pap chemins (arétes disjoints par construction) chacun désgak — 1) - w(e) par définition
desH;. En sommant ces poids on obtient I'inégalité voulue pugspoure € P dansH on a aussiv(e) <
p-(2k—1)-w(e).

Pour la p-connectivité, il est proposé un raisonnement a basénédaréme de coupe minimum et de
flot maximum. Pour toute coupé séparanu dev, soientey,...eq les arétes d& coupées pak (q est
supérieur & sinonP ne serait pas up-multichemin). Deux cas se présentent : ggit..eq € H et dans
ce cas la coupe est supérieurp dansF, soit3j tq. ej ¢ H et dans ce cas la coupe séparepgehemins
Hi(ej)...Hp(ej) € F, donc a pour capacité au moipsDans tous les cas la coupe a une capacité supérieure
a p dansF donc le flot vaut au moinp. On a don@ chemins disjoints daris. O

3 Nos résultats

3.1 2-multichemins 3-spanneur

Le spanneur est construit de la méme fagon avec un 3-spa2nieratif. L'analyse est réalisée en
considérant un 2-chemmde poids minimum reliant a v dansG avec quelques contraintes techniques en
ajoutant incrémentalement des chemins de remplacementigmarétes d® non dansH. Les cas d'in-
tersection entre les remplacements d’'une aréte et le chepposé sont gérés en bornant leur nombre.
La 2-connectivité se fait avec des arguments de coupeasigsla ceux utilisés pour lgsmultichemins
spanneurs. La preuve compléete est omise ici.

3.2 Considérations de borne

On note pour toup,n ets > 1 my(n,s) I'entier le plus grand tel qu’il existe un graphe multi-e@&valué
a n sommets tel que tout spanngumultichemins d’étirement strictement plus faible s€0) pour ce
graphe nécéssite au minimump(n, s) arétes.

Proposition 2 Pour tous entiers yp > 1 et réel s> 1, mp(n,s) > my(n,s).

Cette proposition s’entend tout particulierement poutdajecture d’Erdés-Simonovits [2] et amene que
pour tousk > 1 il existe un graphe multi-aréetem&ommets tel que tout spanngamultichemins d’étirement
strictement moindre quek2- 1 possed& (n't1/K) arétes. Sa preuve repose en prenant un graphe extréemal
pour des 1-chemins spanneurs, et en remplacant chadeear arétes.

3.3 2-multichemins (2, 8)-spanneur

La construction est fondée sur le concept d’arbre coudar-chemins de poids minimum et une adap-
tation de la construction classique de2)-spanneurs. Un arbre couvrant de 2-chemins est simplement u
sous-graphe couvrant avec noceud privilagtél gu’il existe pour tout sommetun 2-chemin de poids mi-
nimum entreu etv. On les note SP,'f’]’(u). On peut notamment montrer qu’un tel arbre peut étre coistr
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avec moins de @ — 1) arétes en constatant que la construction de SuurballejanT8] peut étre adaptée
au cas non orienté et revient a I'application de dewatiéns de 'algorithme de Dijkstra.

Dans la suitdf (u,r) = {ve V(H) : df (u,v) <r} désigne la boule dg-multichemins de rayoncentrée
enu dans le graphel.

pour chaque aéte ec G faire
si 3¢, €'tq.w(€),w(€’) < w(e) et joignant les rames exémits que alors
| G+ G\{e)

H«+ (V(G),o) etW <+ max{w(e) : e
ant que Ju € V(G)tq. |BE(u,4W)| >
H <« HUSPT&(u)
G+ G\ BZ(u,4w)
| W<+ max{w(e) : ec E(G)}
H«HUG

€E(G)}
(v/5—1)y/n faire

—+

Algorithme 1: Un algorithme de 2-multipat{2, 8W)-spanneur.

Le spanneur est construit a I'aide de I'algorithme 1. Celuionctionne de la maniere suivante : une
fois I'étape préliminaire de supression des arétes fast@iment inutiles effectuée, on effectue la boucle
principale : pour chaque sommetu centre d’'une 2-boule de rayow4n rajoute le 2-arbre enraciné en
u au spanneur puis on retire du graphe ladite boule. On metterisjour le poids maximal. A la fin, on
rajoute les arétes restantes du graphe.

Proposition 3 Tout graphe multi-aétes non orier@ valle posgde un2-multicheming(2,8W)-spanneur
avec moins d&n32 +n arétes, & ® ~ 1,62, le nombre dor.

Idée de la preuve: L'étirement est prouvé en considérant un 2-chemin didgpminimum entre deux
sommeta etv. Sile chemin n’intersecte aucune 2-boule alors il est daspanneur. Dans le cas contraire
il existew centre de la boule et on a des contraintes sur la longueurldes@urt chemins entre et les
deux autres nceuds qui sont dans le spanneur a cause de2tardus court chemin enracinéwn

Le nombre d’arétes provient d’'une analyse sur d'une parblabre d’arétes adjacentes aux centre des
boules qu’on borne d’apres le nombre de sommets dans lésshetid’autre part le graphe restant dont on
peut montrer qu’il n'a pas de cycle de taille inférieureemale a 4.

4 Perspectives

Il reste a investiguer I'existence (ou le calcul) plenultichemins X — 1-spanneurs poyr > 2 etk > 2.
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