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RESUME. (Fraigniaud et al., 2001) et indépendamment (Thorup et al., 2001) ont montré que
tout arbre a n neeuds possede un schéma de routage de plus courts chemins utilisant des
adresses, des en-tétes et des tables de routage de O(logn) bits. 1l est ouvert de savoir si ce
résultat optimal peut étre étendu, ne serait-ce qu’aux réseaux de largeur arborescente deux
dont la meilleure borne connue, due a (Peleg, 2000) est O(log2 n) bits. Dans cet article, nous
étendons ce résultat optimal aux réseaux appelés (k, r)-constellations, c¢’est-a-dire aux réseaux
ne contenant pas Ko , comme mineur et dont les composantes bi-connexes peuvent étre rendues
planaire-extérieures par la suppression de k sommets. Par exemple, les (2, 4)-constellations
contiennent les arbres, les graphes planaire-extérieurs et plus généralement les graphes sans
mineur K 4.

ABSTRACT. (Fraigniaud et al., 2001) and independently (Thorup et al., 2001) show that n-node
trees support routing schemes with message headers, node addresses, and routing tables of
O(logn) bits. It still open to known if this optimal result can be extended to the tree-width
two graphs. The best known routing scheme require O(log2 n) bits (cf. (Peleg, 2000)). In this
article, we extend this optimal result to (k,r)—constellations, i.e., Ko -minor free networks
whose bi-connected components are outerplanar by deleting k vertices. For example, (2,4)-
constellations contain trees, outerplanars and more generally all K2 4-minor free networks.
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1. Introduction

La communication point-a-point dans les réseaux d’ordinateurs se fait grace a une
fonction de routage. Cette fonction de routage peut étre simple pour des réseaux de
taille réduite. Cependant, dans les réseaux de grande taille il devient important de
réduire la quantité d’informations que chaque nceud doit mettre a disposition de la
fonction de routage pour permettre la communication. Alors, il devient capital d’a-
cheminer les messages par des chemins aussi courts que possible.

Les composants d’un schéma de routage sont les tables de routage, les adresses,
les en-tétes et un algorithme de routage. La fonction de routage prend en parametre
I’en-téte de message arrivant et, en fonction de la table de routage du sommet courant,
elle détermine le numéro de port par lequel le message doit étre retransmis. L’en-téte
de message est généré par le sommet émetteur et reste souvent fixe tout au long du
trajet. Il est généré a partir de sa table de routage et de I’adresse de destination. Dans
beaucoup de schémas, 1’en-téte se résume a 1’adresse de destination.

L’enjeu est d’optimiser non seulement la longueur des routes mais aussi I’espace
requis par les tables de routage, la taille des en-tétes et des adresses de méme que la
latence de chaque routeur. La latence, appelée aussi temps de routage, est le temps de
décision de la fonction de routage.

De nombreux travaux ont été consacrés a la conception de schémas de routage
comportant un compromis taille des tables/longueur des routes. Dans le cas d’une
topologie quelconque a n nceuds, les tables sont de taille n®(1/%) ou s est le fac-
teur d’étirement, le ratio maximum sur toutes les paires de nceuds (z,y) entre la
longueur de la route et la distance entre x et y. (Voir par exemple (Abraham et
al., 2006; Abraham et al., 2008; Cowen, 2001; Peleg et al., 1989; Thorup et al., 2001)
et (Dom, 2007; Krioukov et al., 2007; Gavoille, 2001) pour une introduction au
routage compact dans I'Internet). Dans toutes ces solutions, le passage a I’échelle
s’avere coliteux lorsque s est treés proche de 1, c’est-a-dire lorsque les routes sont
presque des plus courts chemins, la taille des tables étant alors polynomiale en la
taille du réseau.

En passant par 1’étude structurelle fine de la topologie sous-jacente du réseau, il
est possible d’obtenir dans certains cas des schémas de plus courts chemins avec des
tables de taille poly-logarithmique en la taille du réseau. C’est le cas des topolo-
gies arborescentes ou il a été montré que des tables de O(logn) bits sont possi-
bles (Fraigniaud et al., 2001; Thorup et al., 2001). Notons que ce résultat est a la base
des schémas plus généraux de (Thorup et al., 2001) et de (Abraham et al., 2006; Abra-
ham et al., 2008). 11 est également connu que les réseaux de largeur arborescente au
plus ¢ (une généralisation des arbres) posseédent un routage de plus courts chemins
avec des tables, adresses et en-tétes de O(¢ log? n) bits (Peleg, 2000). Pour ¢ = 1
(c’est-a-dire le cas des arbres), cette borne n’est pas optimale, et il est toujours ouvert
de savoir si ©(logn) bits suffisent pour toute constante ¢ > 2.
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Dans cet article nous proposons d’étendre le résultat des arbres a des réseaux non
valués beaucoup plus complexes : les (k,r)-constellations, définies, entre autre, a
partir de structures interdites. Comme nous allons le voir les (k,r)-constellations,
sans contenir tous les réseaux de largeur arborescente < 2, contiennent les réseaux
planaire-extérieurs et méme certains réseaux de largeur arborescente r.

Dans la suite de cet article, nous utilisons le terme graphe a la place de réseau.
Les sommets du graphe représentent les machines du réseau et les arétes du graphe
représentent les liens de communication du réseau.

2. Présentation des résultats
2.1. Résultats

Dans un premier temps, nous allons nous intéresser aux routages dans les graphes
planaire-extérieurs. Rappelons qu’un graphe planaire-extérieur est un graphe que 1’on
peut dessiner sur le plan de telle sorte que tous les sommets bordent la face extérieure.
Plus précisément, nous montrons le résultat suivant :

Théoreme 1 Tout graphe planaire-extérieur connexe non valué a n sommets admet
un schéma de routage de plus courts chemins avec des adresses, des en-tétes et des
tables de routage O(logn) bits. La latence est constante.

Ce résultat est une généralisation du schéma de routage pour les arbres, présenté
par (Fraigniaud et al., 2001; Thorup et al., 2001). De plus, ce résultat est une réponse
a une question posée par (Fraigniaud er al., 2002) consistant a savoir si ce schéma
optimal des arbres pouvait étre étendu a d’autres types de graphes tels que les graphes
planaire-extérieurs.

Dans un deuxieme temps, nous donnons une généralisation de ce résultat a une
famille de graphes plus large : les (k, r)-constellations.

Rappelons qu’un graphe H est un mineur d’un graphe G si H est un sous-graphe
d’un graphe obtenu en contractant des arétes de G. Le graphe biparti complet K , est
un graphe avec deux sommets de degré r appelés pdles et r sommets de degré deux
reliés aux deux pdles. Pour tout graphe G contenant un mineur K ,, on note A et B
les deux composantes connexes de GG qui constituent les deux pdles du mineur. Ainsi,
montrer que K5, est un mineur d’un graphe G revient a montrer que G posseéde deux
composantes connexes A et B avec r chemins disjoints de longueur au moins deux
entre A et B.

Rappelons qu’un graphe est bi-connexe s’il faut supprimer au moins deux som-
mets pour augmenter le nombre de composantes connexes. Rappelons aussi que les
planaire-extérieurs sont définis comme étant les graphes sans mineur K, 3 et (4. Dans
toute la suite, on supposera que les graphes sont connexes.
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Définition 1 Un graphe est une (k,r)-constellation s’il est sans mineur Ko, et si
chacune de ses composantes bi-connexes peut étre rendue planaire-extérieure par la
suppression de k sommets.

Par exemple, les graphes planaire-extérieurs sont les (0, 3)-constellations, car ils
sont sans mineur K5 3. Le graphe de la figure 1 est une (2, 6)-constellation car en
supprimant les sommets noirs on obtient un graphe planaire-extérieur et, il n’est pas
difficile de montrer que ce graphe ne contient pas K2 g comme mineur.

Figure 1. Une (2, 6)-constellation

Le résultat principal de I’article est le suivant :

Théoreme 2 Toute (k,r)-constellation connexe non valuée a n sommets admet un
schéma de routage de plus courts chemins avec des adresses et des en-tétes de
O((k + 1) logn) bits, et des tables de routage de O((kr + 1)logn) bits. La latence
est O(logk + logr).

Par ailleurs, (Dieng et al., 2008) ont montré que tout graphe sans mineurs K 4 est
une (2, 4)-constellation. Par conséquent (on retrouve le théoréme 1) :

Corollaire 3 Les graphes planaire-extérieurs connexes non valués, et plus générale-
ment les graphes sans mineur Ky 4 connexe non valués, admettent un schéma de
routage de plus courts chemins avec des tables, des adresses et des en-tétes de
O(log n) bits. La latence est constante.

2.2. Plan général du schéma de routage dans les (k, r)-constellations

Les grandes lignes du schéma de routage pour les (k, r')-constellations non valuées
peuvent étre présentées en trois grandes étapes. Soit G une (k, r)-constellation et T
un arbre couvrant de G de plus courts chemins.

Etape 1 : On construit grace a (Fraigniaud et al., 2001; Thorup et al., 2001) un
schéma de routage pour J. Ce schéma de routage suppose une numérotation des som-
mets de GG suivant un parcours en profondeur (DFS) particulier sur J. Ainsi, pour
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chaque sommet z, I’ensemble des numéros des sommets du sous-arbre de racine z,
noté T, forme un intervalle d’entiers. Dans la suite, par abus de langage nous ap-
pellerons segment tout ensemble de sommets numérotés consécutivement modulo n.
Chaque sommet stocke les bornes de I’intervalle qui déterminent le sous-arbre T, .
Ainsi, pour toute destination y, le sommet = peut facilement tester si y est un descen-
dant de = dans 7, c’est-a-dire si y € T, ou pas. Si c’est la cas = peut alors router vers
y par de plus courts chemins dans G en utilisant le schéma de routage pour 7.

Etape 2 : Pour chaque composante bi-connexe de GG, on construit un schéma
de routage de plus courts chemins. Ce schéma de routage fait appel au schéma du
théoreme 1. On attribue a chaque sommet x une unique composante bi-connexe notée
Cc(x). La maniére dont les composantes bi-connexes sont attribuées aux sommets est
explicitée dans la section 4. On construit ensuite le schéma de routage dans Cc(z)
que I’on stocke dans la table de routage de x.

Pour mettre en place ce schéma, on exploite le fait que Cc(z) peut étre rendue
planaire-extérieur par la suppression d’au plus & sommets. On utilise aussi la pro-
priété énoncée dans le lemme 9 qui fait que Cc(x) possede une numérotation de ses
sommets telle que pour tout ensemble 2 d’arétes incidentes a x, I’ensemble des des-
tinations de Cc(x) dont le plus court chemin depuis « utilisent €2 peut &tre compacté
en O(|€2[) segments. De plus, en posant X, le plus petit ensemble de sommets
tels que H = Cc(z) \ Xce(x) est planaire-extérieur, on peut facilement remarquer
que toute destination qui n’utilise! aucun sommet de X, Ce(x) €t accessible a  par des
chemins de H. Ainsi en mettant en place un schéma de routage de plus courts chemins
pour H, et en compactant sous forme de segments I’ensemble des destinations qui
utilisent les sommets de X (), on peut facilement en déduire un schéma de routage
pour Cc(z). Etant donné que H est planaire-extérieur, alors grice au théoreme 1 il
admet un schéma de routage avec des tables de O(log n) bits.

Etape 3 : Enfin, on utilise la structure du graphe, en particulier le fait que Ko ,
est un mineur exclu, pour construire un schéma de routage de plus courts chemins
permettant a chaque sommet x de router vers toute destination y qui n’est ni dans T,
ni dans la méme composante bi-connexe que .

Le schéma de routage dans G est donc une combinaison astucieuse de ces trois
schémas de routage.

1. Pour tout sommet x € G et une destination y € G, on dit que y utilise un sommet w € G si
le chemin produit par notre schéma de routage pour aller de x a y passe par w.
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3. Routage dans les graphes planaire-extérieurs

Cette section est consacrée essentiellement a la démonstration du théoréme 1.

3.1. Construction du schéma de routage pour les graphes planaire-extérieurs

Considérons un graphe planaire-extérieur G a n sommets. On suppose un plonge-
ment de G sur le plan tel que tous les sommets soient sur le bord de la face extérieure.
Les sommets de G sont alors numérotés suivant un parcours bordant la face extérieure
par des entiers consécutifs de [1, n].

Soit T un arbre couvrant de GG de plus courts chemins, enraciné en un sommet 7
choisi arbitrairement. Par exemple sur la figure 2, I’arbre T est représenté par les arétes
noirs et gris foncé. Pour tout sommet z € G, on définit :

— T, le sous-arbre de T enraciné en z et H, = G\ T,.

— Table-T, une table de routage pour les sommets de 7T, construite a partir de 7.
Ainsi, pour toute destination y € T, Table-T, [y] donne le numéro de port de I’aréte
menant vers .

— T'" un arbre enraciné en x de plus courts chemins couvrant G.

— Table-H, une table de routage pour les sommets de H, construite a partir de
T* en compactant sous forme de segments I’ensemble des destinations utilisant le
méme port. Ainsi, pour toute destination y € H,, Table-H,[y] donne le numéro de
port de I’aréte menant vers y.

Sur la figure 2, le sous-arbre T, est représenté par les arétes noirs et H,, est le
sous-graphe de GG engendré par les sommets du sous-arbre gris foncé. Dans toute la
suite, on notera par N (z) I’ensemble des voisins de x dans G.

3.1.1. L’algorithme de routage

L’algorithme de routage pour G présenté ci-dessous est élémentaire, 1’originalité
venant de son implémentation.

ROUTE de x vers y :

1. si y € Ty, alors retourner Table-T,[y]

2. sinon, retourner Table-H . [y]

3.1.2. Explications de I’algorithme

Nous pouvons remarquer sans ambiguité que pour tout couple (z,y) de sommets
de G,onasoity € T, soity € H,.



Routage dans les (k, r)-constellations 491

Siy € T, alors le port permettant d’aller en y par de plus courts chemins dans G
est dans la table Table-T,. Donc, en retournant Table-T,,[y], on retourne un port sur
un plus court chemin entre x et y dans G.

Siy ¢ T, alors y est dans H, et dans ce cas, le port permettant d’aller en y
par de plus courts chemins dans G est dans la table Table-H,. Donc en retournant
Table-H,[y] on retourne un port sur un plus court chemin entre x et y.

L’algorithme ROUTE est donc un algorithme de routage de plus courts chemins
car les deux tables de routage utilisées sont par définition des tables de routage de plus
courts chemins.

3.2. Implémentation

3.2.1. Les tables de routage

Pour chaque sommet © € G, la table de routage de z est constituée des tables
Table-T, et Table-H,,.

La table de routage Table-T, est construite a partir d’un schéma de routage com-
pact dans T. D’apres (Fraigniaud et al., 2001) et (Thorup et al., 2001), avec une per-
mutation adéquate des numéros de ports et un adressage sur O(logn) bits des som-
mets de 7, la table Table-T, peut étre implémentée par une structure de données de
taille seulement O(log n) bits. La technique utilisée dans le schéma de (Fraigniaud er
al., 2001) et (Thorup et al., 2001) est de répartir I’'information entre x et les sommets
de T,. Notons que ce schéma compact de T permet également de tester si y est un
descendant de z ou pas.

La table de routage Table-H, est construite en compactant sous forme de seg-
ments 1’ensemble des destinations de H, passant par le méme port. En d’autres ter-
mes, pour chaque port de sortie p de z, il existe une entrée unique dans Table-H, qui
contient un ou plusieurs segments de destinations utilisant le port p.

Il existe un résultat de (Frederickson et al., 1988) disant que si G est un graphe
planaire-extérieur a n sommets numérotés consécutivement suivant un parcours bor-
dant la face extérieure, alors, pour tout arbre couvrant A de racine x (en particulier
d’arbre de plus courts chemins), et tout voisin v de x, I’ensemble de sommets du
sous-arbre A, peut étre compacté en un seul segment.

Par conséquent, si on utilise la numérotation indiquée par (Frederickson et
al., 1988), chaque entrée de la table Table-H, possede au plus un segment. Soit
Q(x) € N(x) I'ensemble tel que Vy € H,, Jv € Q(z) tel que v est sur un plus court
chemin entre z et y dans G. Alors, la table Table-H, posséde |Q(x)| entrées. Grace
au lemme 4, nous allons montrer que |2(z)| < 6, et donc la table Table-H, possede
au plus 6 segments. Chaque segment peut étre codé avec 2 [logn] bits, donc au total
la table Table-H,, peut étre codée en 12 [log n] bits. Sur la figure 2, les sommets de
Q(x) sont les sommets colorés en gris clair.
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3.2.2. Les adresses et les en-tétes

L’adresse du sommet z est constituée de son numéro issu de la numérotation suiv-
ant le bord de la face extérieure du plongement de G plus un numéro issu d’une
numérotation utilisée pour le routage dans T, de taille log n+ o(log n) bits (Thorup et
al.,2001). Donc I’adresse de chaque sommet est codée en 2 logn + o(log n) bits. Les
en-tétes des messages sont constituées de 1’adresse du sommet de destination, donc de
méme taille.

To

Figure 2. Un graphe planaire-extérieur avec un arbre couvrant J enraciné en r( et
un sommet x distingué avec son sous-arbre T,. Les arétes noirs induisent T, et les

arétes noirs et gris foncé induisent J. Les sommets en gris clair constituent I’ensemble

3.2.3. Borne supérieure pou |Q(x)|

Cette section est consacrée a la preuve du lemme 4.
Lemme 4 Pour tout sommet x € G, on a |Q2(z)| < 6.

Soit Q3 (x) C N(x) N T, un ensemble minimal tel que Vv € Q4 (z), Iy € H, tel
que v est sur un plus court chemin dans G entre x et y et tout chemin dans G entre x
et y qui évite les sommets de T, n’est pas un plus court chemin dans G.

Soit Qo(x) = N(x) N Hy. Siz,v,. ..,y estun plus court chemin de x a y. Alors,
ou bien v € Q;(z), ou bien v € Qa(x). Par conséquent, [Q(z)| < |Q1(z)| + |Qa(z)].
Sur la figure 2, on a |4 (z)| = 1 (il n’y a qu’un seul sommet gris clair appartenant a
N(z)NT,). Lensemble Qo (x) couvre le reste des sommets gris clair et on a 5 (z) =
4. On a alors dans notre exemple |[2(x)] < 5.

Nous allons montrer que |4 (z)| + |Q2(x)| < 6 grice aux trois propositions qui
vont suivre.

Proposition 5 Pour tout sommet x € G, on a |21 (x)| < 2 et |Qz(z)| < 6.
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Démonstration. Montrons par I’absurde que |4 (z)| < 2. En effet, supposons que
|Q1(z)| = 3. Donc 3X C H, et au moins 3 sommets u,v,w € N(z) N T, tel que
tout chemin entre = et X dans G qui ne passe pas par les sommets u, v, w n’est pas un
plus court chemin. Il existe alors 3 plus courts chemins p1, p2, p3 dans G entre x et X
tels que u € p1,v € py et w € p3. De plus, comme u, v, w ¢ H,, alors p1, pa, ps sont
3 chemins disjoints de longueur au moins 2. Par ailleurs, vu que G est connexe et que
X g T2, alors il existe un ensemble P de chemins dans 7 entre ry et chaque sommet
de X etVp € P, x ¢ p. Donc, considérant le sous-graphe de G induit par les sommets
de {ro} UP U X U {z} Up; Ups Ups et, en contractant {ro} U P, on obtient un
mineur K 3 ; ce qui est absurde car GG est sans mineur K3 3. Donc, pour tout z € G,
ona|Q(z)| <2

Pour montrer que |22(x)| < 6, il suffit de montrer la propriété suivante :

Proposition 6 Soit z € G tel que distg(ro,x) = k, alors :

1) pour tout sommet v € Qa(x), distg(ro,v) € [k — 1,k + 1], et

2) pour tout entier i € [k — 1,k + 1], il y a au plus deux sommets v € Qa(x) tels
que distg(rg,v) = i.

Figure 3. lllustrations pour les propositions 6 et 7. Un arbre T enraciné en un som-
met 1¢, couvrant G de plus courts chemins et des configurations impossibles dans le
voisinage d’un sommet x supposé étre a distance k par rapport a rq. Les tirets colorés
représentent des chemins dans G. Les zones grisées représentent un ensemble d’arétes
et de sommets a contracter pour faire apparaitre un mineur Ko 3.
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Démonstration. Nous allons faire une preuve par 1’absurde du premier point en con-
sidérant deux sous cas : le cas ot v € Qs(x) et distg(rg,v) < k — 2 et le cas ol
v € Qo(x) et distg(ro,v) = k + 2.

1) Supposons que Jv € Qq(x) tel que distg(ro,v) < k — 2. Soit py, , un plus
court chemin dans G entre rg et v (sur ’exemple de la figure 3(a), c’est le chemin
gris foncé entre r et v). Vu que v est adjacent a = dans G, alors le chemin p,, , =
Prow U (v, ) entre 7o et x dans G (sur ’exemple de la figure 3(a), le chemin p,, ,
est représenté par des tirets a gauche de x) est de longueur au plus k£ — 1 car, on
[Dro.zl = [Prow| + [(v,2)] < k — 1. Ce qui est absurde car, par hypothése on a
distg(ro, ) = k. Donc, tout sommet v € Qq(x) est tel que distg(ro,v) = k — 1.

2) Supposons que Jw € Qa(x) tel que distg(ro, w) > k + 2. Soit p,, 5 un plus
court chemin dans G entre o et . Vu que x est adjacent a w dans G, alors le chemin
Drow = DPro,z U (T, w) entre ro et w est de longueur k + 1 (sur I'exemple de la
figure 3(a), le chemin p,, ., est représenté par des tirets a droite de x), ce qui est
absurde vu que par hypothése on a distg(ro, w) > k + 2. Donc, il n’existe pas de
sommet w adjacent a x dans G tel que distg(ro,w) > k + 2. Par conséquent, tout
sommet v € o(z) est tel que distg(ro,v) < k + 1.

Donc, tout sommet v € (), est tel que k — 1 < distg(ro,v) < k + 1. Par
conséquent, le premier cas de la proposition 6 est vérifié.

Nous allons faire une preuve par I’absurde du deuxiéme point. Supposons u, v, w
trois sommets de Qs (), tels que distg (g, u) = distg(ro,v) = distg(ro,w) =14 €
[k—1,k+1]. Soit T un arbre couvrant G de plus courts chemins. Sur la figure 3(b), on
ala configuration pour le cas ¢ = k+1. Donc, il existe trois chemins p,, v, Pro,vs Pro,w
dans T tels que p;. ,, est le chemin de T entre g et u, p,, ., est le chemin de T entre
o et v et Ppy 4, est le chemin de T entre o et w. Soit ¢ le sous-graphe de G induit
par pry.u U (6, 2) U pryo U (v,2) U pryw U (w, x). Soit a; le plus proche ancétre
commun de u et v dans T et as le plus proche ancétre commun de u et w dans 7. Soit
R le graphe obtenu en contractant le chemin dans R entre rg et a; et le chemin dans
% entre a; et ay. Soit 7, le nouveau sommet de R résultant de cette contraction. Sur
la figure 3(b), le sommet 7. résulte de la contraction des arétes gris foncé sur la zone
grise. Vu que dans G, les sommets u, v, w sont tous a la méme distance par rapport
a ro, alors il existe 3 chemins p;_ v, Pr, v, Pr.,w dans R tels que p,_ , est le chemin
dans R entre 7, et u, p,_, est le chemin de ¥ entre r. et v et p,_,, le chemin de §
entre 7. et w. Sur la figure 3(b), ces trois chemins sont les chemins gris foncés reliant
la zone grise a chacun des sommets u, v et w. Par ailleurs, du fait que les sommets
u, v, w ne soient pas ancétres I’un de l'autre, on a [p,, | = 1, |pr, o] = 1, |Pr.w| = 1.
Par conséquent, en considérant les chemins P; = p,_,, U (u,x),P; = p,r_ U (v, x) et
P, = p,_w U (w, z) on obtient trois chemins disjoints de longueur > 2 entre r. et .
Le sous-graphe de R induit par ces trois chemins est un K5 3. Or les seules opérations
appliquées a ¢ pour obtenir ce sous-graphe sont des contractions d’arétes. Donc K 3
est un mineur de G car R est un sous-graphe de G par construction. Ce qui est absurde
car par hypothese G est sans mineur K 3. Donc, pour tout entier ¢ € [k — 1,k + 1] il
y a au plus deux sommets de 25 () qui sont & distance 4 par rapport & ro dans G.
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D’ou, pour tout ¢ € [k — 1,k + 1], il y a au plus deux sommets v € Qs (z) tels que
distg (rg, v) = 4. Ce qui termine la preuve de la proposition 6. []

Grice a la proposition 6, nous avons montré que |Q22(z)| < 6. Donc, nous avons
démontré le lemme 5. [

Pour montrer que |21 ()| + |Q2(z)| < 6, nous allons montrer le proposition suiv-
ante :

Proposition 7 Pour tout sommet x € G tel que distg(ro,z) =kona:

1 si x a 2 voisins v,v" € Qa(x) tels que distg(ro,v) = distg(ro,v') = k+ 1,
alorsona Q1 (z) = @.
2 si x a 2 voisins v,v' € Qy(x), alors fw € Ny () tel que dista(rg, w) = k + 1.

Démonstration. Démontrons le point 1 de la proposition 7 par 1’absurde. Soit T
un arbre couvrant G de plus courts chemins, enraciné en un sommet arbitraire rg.
Soit z un sommet de G tel que distg(rg,z) = k et que Ju,v € Qo(x) tels que
distg(ro,u) = k + L etdistg(ro,v) = k + 1.

Supposons qu’il existe un sommet w tel que w € € (x). Posons w; un sommet de
H, tel que distp, Uz (2, w1) > distg(x,w) et wy utilise w. Posons py, ., le chemin
dans T entre g et wy, Pr, ., le chemin dans T entre 7 et u et, p,, , le chemin dans T
entre 7 et v. Vu que « # 1o, ona k > 1. Donc |py,| = 2 et |pr,w| = 2. Posons
Dz, Un plus court chemin dans G entre et wy passant par w.

Supposons que le chemin p,, ,,, e passe ni par u ni par v. Soit a; le plus proche
ancétre commun de w et u, ay le plus proche ancétre commun de u et v, et ag le
plus proche ancétre commun de v et wy. Soit R le sous-graphe de G engendré par les
chemins dans 7 entre 7 et les sommets u, v, w, w;. Soit R le graphe résultant de la
contraction des chemins entre 7o et a1, rg et as et rg et as et posons r. le sommet
résultant de cette contraction. Sur la figure 3(c), cette zone correspond a la zone grise.
Par définition, aucun des sommets u, v, w; n’est descendant de x. Alors chacun des
chemins p, , dans R entre . et u, p,, ., dans & entre r. et v, p, ., dans R entre
re et wy est de longueur au moins 1. Par ailleurs, par définition aucun des sommets
u, v, w n’est ancétre de I’autre dans T. Donc ces trois chemins p;._ y, Dr.,v> Pr,,w SODt
disjoints. Par conséquent, les chemins p,_ , U (v, ), pr,.» U (v, 2), €t Dr, w U Pwz
constituent 3 chemins disjoints de longueur > 2 entre r. et z. Donc G admet K 3
comme mineur ; ce qui est absurde par hypothese. Ces trois chemins sont représentés
par des tirets sur la figure 3(c). Par conséquent, p,., .,, passe soit par u soit par v.

On peut donc supposer sans perdre de généralité que p,. ., passe par u. Donc,
On a |Prg,w;| = |Pro,ul + |Pu,w,| aV€C Py, un plus court chemin entre et wq. Or
|Pro.ul = k + 1. Donc |pry w,| = k + 1 + |py.w, |- De plus, par définition de Q4 ()
et () tout plus court chemin p dans H,, entre x et w; est tel que p > py 4, - Donc,
|pu,w1 ‘ +1> Dz w; - D’ou, |pu,w1 | +1+k> Pz wq +k.Or |pr0,w1| =k+1+ ‘pu,wl |
Donc on a |pry w, | > Paw, +k; ce qui est absurde car p,., ., estun plus court chemin
dans G entre rg et w; . Par conséquent, il n’existe pas de sommet w tel que w € Q ().
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Montrons par I’absurde le point 2 de la proposition 7. En effet, soit z un sommet
de G tel que Ju, v € Q;(x). Supposons qu’il existe un sommet w tel que w € Qa(x).
Soit u; un sommet de H, tel que disty, (z,uy1) > distg(x,u1) et up utilise u. Soit
v1 un sommet de H, tel que disty, (z,v1) > distg (2, v1) et v; utilise v.

Posons py, 4, le chemin dans T entre 7 et uq, €t p; ,,, un plus court chemin dans
G entre x et uy tel que u € py 4, -

Posons p;, ., le chemin dans T entre ry et vq et p; ,, un plus court chemin dans
Gentre x et v tel que v € py ), -

Vu que x # 19, ona k > 1. Donc le chemin p,, ,, dans T entre ¢ et w est de
longueur > 2.

Siw ¢ prou, et W & pry .y, alors les cheming pry oy U Pruys Drowy Y Doy G
Drg,wl(w,z) constituent 3 chemins disjoints entre 7 et . On en déduit un mineur K5 3
dans G'; ce qui est absurde par hypothese. Donc, on a soit w € Py 4, SOIt W € Dy 4, -

On peut donc supposer sans perdre de généralité que w € p; .. On a donc,
[Drous| =k + 1+ |Pwu, | @VeC Dy, un plus court chemin dans G entre w et u;. En
outre, par définition de Q4 (x) et Qa(x), ona [py u, |+1 > |Pyu, |- Done, [Py u, [+1+
k > |pgu, | +k; ce qui est absurde car |py, o, | + 1+ k est la longueur du chemin dans
T entre 79 et u et T est un arbre de plus courts chemins dans G. Donc, ona w ¢ pyg ;-

Ce qui a comme conséquence : fw € Qs(z). D’oll, on a Qy(z) = @. Ce qui
termine la preuve de la proposition 7. [J

En conséquence de tout cela, on peut facilement en déduire |Q2(z)|. En effet, con-
sidérons chacun des cas de figure suivants :

Cas 1:Si|Qy(z)| = 2, alors on a |Q(x)| < 4. En effet, si on avait |Qq(x)| > 4
alors il existerait au moins trois sommets u, v, w € a(x) tels que distg(rg,u) =
distg (rg,v) = distg(ro, w) ; ce qui est impossible d’apres la proposition 6. D’ol on
a:|Qz)] < [Qu(2)] + [Q2(z)] = 6.

Cas 2 : Si |Qz(x)| = 5, alors il y a au moins un sommet u € z(x) tel que
distg(rg,u) = k + 1 car sinon, il existerait au moins 3 sommets u,v,w € Qy(z)
tels que distg(ro,u) = distg(ro,v) = distg(rg, w) ; ce qui est impossible d’apres
le proposition 6. Donc, on a |Q;(x)| < 1 d’apres le cas 1. D’ol, on a |Q(z)| <
|1 (z)| + |Q2(z)| = 6.

Cas 3 : Si |[Qq(x)] = 6, alors il y a deux sommets u,v € () tels que
distg(ro,u) = distg(ro,u) = k + 1 car sinon , il existerait au moins 3 sommets
u,v,w € Qo(x) tels que distg(ro,u) = distg(ro,v) = distg(ro, w); ce qui est
impossible d’apres la proposition 6. D’ot, on a |Q (x)| = 0 d’apres la proposition 7.
Donc, on a [Q(x)] < [Q(z)] + |Q2(z)| = 6.

Cas4:Si|Qq(x)| < 4,alorsona |Q(z)| < |Q1(x)| + [Q2(x)| < 6 car, d’apres la
proposition 5 on a [ (z)] < 2.
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Nous avons donc montré que pour tout z, |2(z)| < 6. Ce qui termine la preuve du
lemme 4.

4. Routage compact dans les (k, )-constellations

La propriété de numérotation des graphes planaires-extérieurs (Frederickson et
al., 1988) se révele fondamentale dans le schéma de routage. Dans cette section, nous
donnons une définition plus générale de cette propriété que nous appellerons la f-
propriété d’intervalle. Le schéma de routage pour les (k, r)-constellations est construit
selon la méme technique que celle utilisée pour les graphes planaire-extérieurs.

Pour tout ensemble X de sommets numérotés de 1 a n, on note seg(X) le plus
petit nombre de segments (modulo n) dont I'union est X .

Définition 2 (Propriété d’intervalle) Un graphe G a une f-propriété d’intervalle
pour une fonction f : N — N s’il existe une numérotation des sommets de G telle
que pour tout sommet x € G, tout ensemble QQ C N (x) et tout arbre T de plus courts
chemins, enraciné en x :

> ses(Ty) < f(ll).

vEQ

En d’autres termes, si on compacte sous forme de segments 1’ensemble des des-
tinations qui utilisent un voisin de x dans 2, alors le nombre de segments est majoré
par une fonction de |Q(x)].

Si G est un graphe planaire-extérieur, il faut exactement |{2(z)| segments. C’est le
minimum qu’on peut espérer puisque » ., seg(Ty) = 9]

4.1. Construction du schéma de routage

Soit G une (k,r)-constellation connexe & n sommets et soit 7" un arbre de plus
courts chemins couvrant GG enraciné en un sommet arbitraire o de GG. On considére
Id; une numérotation des sommets de (G suivant un DFS sur 7T'.

Soit Route-T'(z) une table de routage construite a partir de 1’arbre 7" dans laque-
lle seuls les sommets descendants de x sont préservés. Ainsi, pour toute destination
y € T,, Route-T'(x)[y] donne le port vers y. En stockant en x le segment sur
O(logn) bits correspondant aux sommets de T}, x peut déterminer en temps constant
si une destination y € T, ou pas.

Pour tout sommet z € G, on note Cc(x) la composante bi-connexe de = définie
de 1a maniére suivante : la composante Cc(x) est celle qui contient x si  n’est pas un
sommet d’articulation. Dans le cas ou x est un sommet d’articulation la composante
Cc(z) est la composante bi-connexe contenant 1’aréte qui relie x a sont pere dans 7.
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Pour permettre a chaque sommet = de pouvoir reconnaitre a moindre coiit sa
composante bi-connexe, nous allons numéroter consécutivement les composantes bi-
connexes de GG. Pour cela, soit Ccg la composante bi-connexe de G contenant ry. On
considere un arbre T dont les sommets sont les composantes bi-connexes et les som-
mets d’articulations de G. Les arétes sont toutes paires (C,x) oll = est un sommet
d’articulation de la composante C. La racine de T est le sommet Ccg représentant la
composante contenant 7.

Soit une numérotation des composantes bi-connexes suivant un DFS sur T par des
entiers de 1 et |[V(T)| < n.

Pour toute composante bi-connexe Cc de G, soit X un ensemble d’au plus
k sommets tel que Cc \ X est planaire-extérieur. Les sommets de chaque com-
posante sont numérotés consécutivement d’une maniere que nous expliquerons dans
la section implémentation. Notons seulement ici que pour chaque composante Cc de
G, on numérote en premier les sommets de X .

L adresse de tout sommet x contient une table, notée AdrX(x), ol la i-eme entrée
contient le ports de sortie pour aller, selon un plus court chemin, du z-éme sommet de
Xce(z) @ 2. La taille de cette table est O(klogn) bits. Pour pouvoir déterminer le
rang i = I, d’un sommet z € Xcc(x), chaque sommet 2z € Xc(y) stocke I,. Donc
nous avons un moyen de router de tout sommet z € X Cc(z) VErS toute destination
x. Nous allons construire une structure de données permettant a tout sommet z €
Cc(z) \ Xce(a) de router vers x.

Soit §é ch(w) :

1) Soit TableCc(z) une table de routage de plus courts chemins dans Cc(z) \
Xce(z)- Donc pour toute destination y € Cc(x) \ Xce(z), TableCc(z)[y] donne
le numéro de port permettant d’aller de x a y par un plus court chemin dans le sous-
graphe planaire-extérieur Cc(x) \ X¢c (). Notons que TableCc(x) n’est pas forcé-
ment une table de routage de plus courts chemins dans G mais, il I’est pour toute des-
tination de Cc(x) qui n’utilise aucun sommet de X (). La table TableCc(x) sert
donc a router uniquement vers les destinations de Cc(x) qui n’utilisent pas Xce(y).-

2) Soit Table-Xcc(x) une table de routage de plus courts chemins pour Cc(z)
dans laquelle seuls les destinations de Cc(z) qui utilisent X () sont préservées.
Pour toute destination y € Cc(z), Table-Xcc(x)[y] donne le numéro de port per-
mettant d’aller de x vers .

Donc, nous avons construit les structures de données nécessaires pour router entre
tout couple de sommets z, y tel que Cc(y) = Cc(z). Il reste alors a construire pour
chaque sommet x une structure de données permettant de router vers toute destination

y ¢ Ty, et Cc(y) # Ce(x).

Pour tout sommet 2 € @G, soit TableOutCc(z) une table de routage de plus
courts chemins de = permettant de router vers toute destination de G qui n’est pas dans
Cc(z). Donc pour toute destination y telle que Cc(y) # Cc(z), TableOutCc(x)[y]
donne le numéro de port ou I’aréte menant vers y.
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4.2. L’algorithme de routage

ROUTE de x vers y :
1. si y € Ty, retourner Route-T'(x)[y], sinon
2. 51 Cc(y) = Cc(x)
2.1.si x € Xgc(y), retourner AdrX(y)|[I,], sinon
2.2. si y € Table-Xcc(z) retourner Table-X ¢ (z)[y], sinon
2.3. retourner TableCc(z)[y]
3. sinon, retourner TableOutCc(x)[y]

Lemme 8 L’algorithme de routage ROUTE est de plus courts chemins.

Démonstration. Siz € T, alors vu que Route-T'(x) est construite a partir d’un arbre
de plus courts chemins dans G on route suivant un plus court chemin en retournant le
port donné par Route-T'(z)[y].

Si Cc(y) = Cc(x), alors x et y sont dans la méme composante bi-connexe et donc
on a les trois cas de figure suivants : Cas 1 : Soit z € Xgc(z), €t donc x ne détient
pas I’information mais c’est ¢y qui I’a dans un champ AdrX de son adresse. Vu que
2 connait I’indice I, de I’entrée du tableau qui contient le port a utiliser, on route par
un plus court chemin en passant par le port donné par AdrX-(y)[/].

Cas 2 : Soit © ¢ Xcg(y). et y utilise un sommet de X¢g(y). Alors, il existe un
segment dans la table Table-X . () qui contient y. Donc en retournant le port donné
par Table-X¢c(2)[y], on route suivant un plus court chemin.

Cas 3 : Soit & ¢ Xce(a), €t y n’utilise pas Xce(z). Alors, un plus court chemin
dans G entre et y est dans Cc(z) \ Xce(r)- Or, la table TableCc(x) est une table
de routage de plus courts chemins dans Cc(x) \ Xcc()- Donc, en routant sur le port
donné par TableCec(z)[y], on route sur un plus court chemin dans G.

Si Ce(y) # Cc(z), alors x et y sont dans deux composantes bi-connexes dif-
férentes. La table TableOutCc(x) est une table de routage de plus courts chemins
dans G entre x et les destinations des autres composantes bi-connexes. Donc en
routant suivant le port donné par TableOutCc(x)[y] on route sur un plus court
chemin dans G. Le schéma est donc de plus courts chemins dans G. [

4.3. Implémentation des tables de routage

1) Pour tout sommet « € G, la table de routage TableCc(x) permet de router
par de plus courts chemins dans Cc(z) \ Xce(z)- Or on sait que Ce(x) \ Xce(a) est
planaire-extérieur. Donc grice au théoreme 1, la table TableCc(x) peut étre implé-
mentée avec O(logn) bits. Ce schéma de routage utilise une numérotation des som-
mets qui est différente de Id;. Cette numérotation attribue des numéros consécutifs a
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tous les sommets de Cc(z) \ Xce(z) suivant un parcours bordant la face extérieure
de son plongement. Nous pouvons appliquer une numérotation Id, au graphe de telle
sorte que ce schéma puisse fonctionner sur chaque composante bi-connexe. En effet,
soit Idg la fonction de numérotation des sommets de G qui commence par numéroter
les sommets appartenant a la composante bi-connexe Ccg ensuite les sommets ap-
partenant a la deuxieme composante bi-connexe de plus petit identifiant et ainsi de
suite. Pour chaque composante bi-connexe Cc, on numérote en premier I’ensemble
Xce des sommets tels que Ce \ X, est planaire-extérieur. Ensuite en considérant un
plongement planaire-extérieur de Cc \ X e, on numérote les sommets de Cc \ X¢c
suivant un parcours bordant la face extérieure. Les sommets appartenant a une méme
composante bi-connexe sont numérotés par des entiers consécutifs. En effet, les som-
mets de Ccg ont des numéros compris entre 1 et |Cco|.

Recommencer récursivement la procédure avec comme composante bi-connexe la
composante Ccy ayant le plus petit identifiant apres celui de Ccy. Les sommets de
Cc; sont numérotés par des entiers compris entre |Cco| + 1 et |Ccg| + |Cey].

De maniere générale, si Cc; est la i-eme composante bi-connexe choisie,
alors la numérotation Ids attribue aux sommets de Cc; des entiers compris entre
> [Cer| + Let 32,75 [Cex| + [Ceil.

Avec cette numérotation, le schéma de routage du théoreme 1 peut s’appliquer sur
chaque composante bi-connexe.

2) La table de routage Route-7, est une table de routage dans 1’arbre 7.
D’apres (Fraigniaud et al., 2001; Thorup et al., 2001), cette table peut étre implé-
mentée en O(log n) bits.

3) La table Table-Xc.(z) permet de router vers toute destination de Cc(x) qui
utilise un sommet de Xg(y). Pour chaque port p de sortie en x, on compacte sous
forme de segments I’ensemble des destinations de Cc(z) qui passent par p et qui
utilise Xce(z). Vuque | Xce(a)| < k, alors les destinations de la table Table-X ¢ ()
utilisent au plus k ports de sortie différents en x.

Par ailleurs, grace au lemme 9 qui sera démontré plus loin, Cc(z) admet la f-
propriété d’intervalle avec la numérotation Ids. Alors le nombre de segments de la
table Table-Xcc(x) est f(k) = k + 6kr. Donc la table Table-Xcc(x) est en
O(krlogn) bits.

4) La table TableOutCc(x) est une table de routage permettant de router vers
les destinations qui sont dans des composantes bi-connexes autres que Cc(z). Dans
cette table, on compacte sous forme de segments, I’ensemble des destinations utilisant
le méme port de sortie p si celui-ci est utilisé par des destinations qui ne sont ni dans
Cc(z) ni dans T},. Nous savons que Cc(z) ala f-propriété d’intervalle si on considere
les identifiants issus de la fonction de numérotation Ids (lemme 9).

Nous allons appliquer un décalage sur cette numérotation afin d’obtenir une
numérotation Ids qui étend la f-propriété d’intervalle en tout sommet z € G. Pour
cela, on commence par faire pour tout sommet z € G, Ids(x) = Ida(z). Ensuite
on considére ag le sommet d’articulation de Cc ayant le plus petit identifiant dans la
numérotation Ids. Soit Ccy, . . ., Cc; les composantes connexes ne contenant pas Ccg
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et engendrées par G \ ag. Posons d = |Ccq|+ - - - +|Cc;/|. Pour tout sommet y tel que
Ida(y) > ao, faire Ids(y) = Ids(y) + d et pour tout sommet ¢ € {Ccy U --- U Cc;}
on pose Idz(t) = Ids(t) + Ids(ag) — |Cco|. Puis on applique le méme principe au
deuxieme sommet d’articulation de Ccg ayant le plus petit identifiant apres ag et ainsi
de suite jusqu’a ce que tous les sommets d’articulations de Cc soient traités. Ensuite
on procede de la méme manicere a la deuxieme composante bi-connexe de plus petit
identifiant apres Ccy et ainsi de suite sur toutes les composantes bi-connexes de G.

Montrons maintenant que grice a la numérotation Ids, on étend la f-propriété
d’intervalle de Cc(z) en tout sommet x aux destinations non accessibles en utilisant
les autres tables de routage. En effet, soit z € G et a un sommet d’articulation de
Cc(x). On sait que I’ensemble des composantes connexes de G \ a qui ne contiennent
pas Cc(x) constitue un segment suivant les identifiants issus de Ids.

Supposons que x n’est pas un sommet d’articulation. Soit s =
{Ida(z1),Id2(z2), . . ., Id2(a),Id2(z;), . . . , Id2(xk)} un segment de Cc(z) con-

tenant a et supposons que a est le seul sommet d’articulation de s. Soit Ccy, ..., Cc;
les composantes connexes ne contenant pas x et engendrées par G \ a. Posons
d = |Ccy| + -+ + |Cc;|. Par définition de la fonction de numérotation Id; on a

Vi,j < i < k,on alds(z;) = Ids(a) + d + 4 — j + 1. De plus la fonction de
numérotation Ids attribue a tout sommet de Cc; U - - - U Cc; un identifiant compris
entre a + 1 et d. Donc, suivant les identifiants issus de Id3, s U Ccqy U --- U Cgy
constitue un segment modulo n. Nous avons donc étendu la f-propriété d’intervalle a
G en z. En d’autres termes, le nombre de segments nécessaires en x pour router vers
les destinations de TableOutCc(z) est le méme que pour router dans Cc(z). Or
on sait que pour router dans Cc(x), on a besoin d’au plus O(kr) segments. Donc la
table TableOutCc(x) contient O(kr) segments et est donc de O(kr logn) bits.

Si z est un sommet d’articulation, alors pour toute destination qui utilise un som-
met d’articulation de Cc(x) on a la f-propriété d’intervalle. En effet, on peut passer
par la méme démarche que dans le cas ou x n’est pas un sommet d’articulation. Le
fait d’&tre un sommet d’articulation n’intervient que pour les destinations qui utilisent
des sommets d’articulations de composantes bi-connexes partageant = et qui sont dif-
férentes de Cc(z). Supposons que y est une destination qui oblige le passage par
un sommet d’articulation b d’une composante bi-connexe Cc(y) # Cc(z). Du fait
que z a choisi la composante bi-connexe Cc(x) et non Cc(y), alors c’est Cc(z) qui
contient 1’aréte qui relie = a son pere dans 7. Donc, = est un ancétre de tout som-
met de Cce(b) et a plus forte raison tout sommet qui utilise Cc(b). Ce qui veut dire
que y est un descendant de x dans 7'. Donc y est dans la table Route-T;,. La table
TableOutCc(x) s’implémente donc en O(kr logn) bits.

La table de routage finale de = est une combinaison de toutes ces tables de routage. Sa
taille est O((kr + 1) log n) bits.

4.4. Implémentation des adresses et des en-tétes de message

L’adresse de chaque sommet z est constituée par :
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1) les identifiants Id; («), Ida(2), Id3(x) qui sont des entiers de [1, n] et donc, peu-
vent &tre implémentés en O(log n) bits,

2) le champ AdrX(z) contenant les ports de sortie a partir de chaque sommet
2 € Xge(a)- Oron a | Xge(yy| < k, donc AdrX(z) contient au plus & numéros de
ports. Donc AdrX(x) est en O(klogn) bits.

D’ol, I’adresse de chaque sommet x est de O((k + 1)logn) bits. Par ailleurs,
les en-tétes de message sont constitués par I’adresse de destination. Les en-tétes de
message sont donc de O((k + 1) logn) bits.

5. Propriété d’intervalle dans les (k, r)-constellations

Cette section est consacrée a la démonstration du lemme suivant :

Lemme 9 Toute (k,r)-constellation bi-connexe admet une f-propriété d’intervalle,
grdce a la numérotation 1dsa, avec f(d) = d + 6kr.

Soit G une (k, r)-constellation bi-connexe et soit X le plus petit ensemble de som-
mets tels que G\ X est planaire-extérieur. Supposons que les sommets de G sont
numérotés suivant la fonction Id,. On rappelle que la fonction Ids attribue a chaque
sommet de G un numéro unique compris entre 1 et n de la maniére suivante :

1) numéroter en premier les sommets de X par des entiers consécutifs compris
entre 1 et | X

2) prendre un plongement planaire-extérieur de G\ X, puis numéroter conséc-
utivement les sommets G' \ X suivant un parcours bordant la face extérieure de ce
plongement.

)

Soit 2 un sommet de G et Q(z) = {v1,va,...,v:} un ensemble de voisins de x
dans G. Soit T" un arbre couvrant G de plus courts chemins, enraciné en x et soient
Ty, Ty, ..., Ty, les sous-arbres de T enracinés respectivement en vy, va, . . . , Ut.

Nous allons calculer le nombre Seg(z) = }_,cq(,) seg(y) de segments en z.
Pour cela, on va calculer d’une part les segments utilisant X (c’est-a-dire les seg-
ments ayant au moins un ancétre dans 7' qui est dans X) et d’autres part le reste
des segments. Mais auparavant, nous allons expliciter une propriété sur I’ensemble
Seg(z) des segments en .

Pour tout F C Seg(z) et tout couple de segments (s1,s2) de F, on a soit les
sommets de s; qui sont numérotés avant les sommets de ss soit le contraire. Il existe
donc une maniere d’ordonner les segments de F telle que pour tout couple (s;, s;) de
segments d’ordres respectifs i et j de F avec ¢ < j,onaVy; € s;,y; € s, y1 < ¥2.
En d’autres termes, les sommets de s; sont numérotés avant les sommets de s;. On
notera s; < s; la relation entre s; et s;. On dit que s; et s; sont consécutifs dans F si
i+1 mod|F|=jouj+1 mod |F|=i.
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Nous pouvons remarquer que parmi les segments utilisant X, il y a d’une part les
segments qui sont adjacents a X dans 7" et d’autres part le reste. Un segment s est dit
adjacent a X dans 7T s’il contient au moins un sommet y dont le pere dans 7" est un
sommet de X. Un sommet u est un ancétre d’un segment s dans 7" si Vv € s, u est un
ancétre de v. Pour tout sommet v # x de X, on note :

1) SegFils(u) I’ensemble des segments ayant v comme ancétre dans T et dont
chaque segment contient au moins un sommet adjacent a « dans 7'.

2) SegPtFils(u) I'ensemble des segments ayant v comme ancétre dans T et qui
ne contiennent aucun sommet adjacent a u dans 7.

1l est clair que SegFils(u) U SegPtFils(u) est I’ensemble des segments utilisant
u. Par conséquent, en calculant le nombre maximum de segments utilisant u pour
tout sommet u de X, alors on peut facilement donner le nombre maximum segments
utilisant X. Calculons SegFils(u). On remarque que les segments de SegFils(u)
peuvent &tre classés en deux catégories de la maniere suivante :

1) soit SegF'ils, (u) I'ensemble des segments s de SegFils(u) contenant au
moins un sommet v, a partir duquel on peut atteindre un sommet vy ¢ T, par un
chemin p,, ,, dans G \ SegFils(u) U s;

2) soit SegFils,(u) 1’ensemble des segments de SegFils(u) \ SegFils, (u).

On peut remarquer que si v est un sommet couvert par un segment s’ de
SegFils,(u), alors la composante connexe de G \ SegFils,(u) U s’ contenant v ne
contient que des sommets de T,. Si tel n’était pas le cas, v serait dans une composante
connexe avec un sommet v’ ¢ T,, et donc s serait dans SegFils, (u).

Nous avons besoin du lemme suivant :
Lemme 10 Pour tout sommet u € X, on a |SegFils, (u)| < r et |SegFils,(u)| < r.

Démonstration. Montrons par I’absurde que |SegFils, (u)| < r. En effet, supposons
que SegFils, (u) = {s1, $2, ..., s} ett > r. Par définition de SegFils, (u), chaque
segment s de SegFils, (u) posséde un sommet v, par lequel on peut atteindre un
sommet vy ¢ T, par un chemin p,, ,, dans G \ SegFils(u) U s. Donc pour chaque
segment s; € SegFils1 (u) on peut associer un sommet ; ¢ T, etun sommet v; € s;
tel qu’on peut atteindre le sommet y; a partir de v; dans G par un chemin p; qui évite
tout sommet de SegFils(u) \ s;. On peut aussi supposer que pour tout segment s;, le
sommet y; ¢ T, associé est le plus proche de v; en passant par p;. En d’autres termes,
en dehors de y;, le chemin p; ne contient aucun autre sommet non couvert par 75,.

Soit P = {p1,pa,...,p:} ensemble des chemins ainsi défini entre les sommets
v1, Vg, . .., U et respectivement les sommets y1, yo, . . . , y¢. Pour chaque chemin p; de
P on pose e; = (w;,w;) la premiere aréte de p; reliant un sommet w; de s; & un
sommet w; ¢ s;. Alors pour tout couple de chemins p;,p; € P,i # j,onae; # e,
car, sinon les segments s;, s; contiendraient au moins un sommet en commun (une
des extrémité de e;) ; ce qui contredit I’hypothese que les segments sont disjoints. Sur
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Figure 4. Une (k,r)-constellation bi-connexe Cc, un sommet w € Xcge, un arbre
couvrant enraciné en un sommet x dans lequel seul le sous-arbre couvrant T, est
materialisé (arétes en gris foncé) pour ne pas surcharger la figure. De méme les arétes
entre Xcc et Cc sont omises sauf celles reliant u a Ce. L’ensemble SegFils(u) est
constitué par les sommets blancs et I’ensemble SegPtFils(u) par les sommets gris
clair. Les sommets noirs sont les sommets non couverts par T,,. Les sommets gris foncé
et le sommet u constituent I’ensemble X cc. Dans cet exemple on a SegFils, (u) =
SegFils(u) car pour tout segment de SegFils,, est constitué d’un unique sommet
blanc et a partir de chaque sommet blanc, on peut atteindre au moins un sommet noir
(c’est-a-dire un sommet qui n’est pas dans T',) sans passer par un autre sommet de
SegFils,,. Par conséquent on a SegFils,(u) = @.

la figure 5, les sommets w;, 1 < ¢ < t sont les sommets blancs, les aréte e; sont
représentées par des fleches noires et les sommets w}, 1 < ¢ < ¢ sont en gris clair.

Par ailleurs, on sait que chaque segment de SegFils, (u) est adjacent a v dans 7.
Donc en posant® p;, = T[w;,u] U e pour chaque chemin p; de P on a ¢ chemins de
longueur au moins deux entre u et respectivement w1, wa, . . . , we. Sur chaque chemin
pl, soitw! le sommet adjacent & w; en remontant p), vers w. Sur la figure 5, les sommets
wy,1 < ¢ <t sont les sommets noirs. Dans I’exemple, aussi le sommet w; | = u.

On pose A comme étant le sous-arbre de 7T, couvrant tous les sommets w; pour
1 < 2 < t. On pose B comme étant I’union du sous-arbre de 7' couvrant 1’ensemble
de y; et les sous chemins de chaque p; reliant w’ a ;. On a A et B qui sont reliés par
les chemins p; = wi, w1, wy, pa = wh, wa, wY, ..., pr = wj, ws, wy qui sont tous
de longueur deux. De plus Vi # j,1 < 7,5 < ¢, ona w; # wj car tous les segments
de SegFils, (u) sont disjoints. On a donc ¢ chemins disjoints de longueur deux entre

2. T'|w;, u] est le chemin dans 7" entre w; et u.
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Figure 5. Illustration pour le lemme 10. Une (k,r)-constellation dans laquelle
un sommet u € X est représenté en noir. Les segments de SegFils,(u) =
{51, 82,..., St} sont en noir avec en gris foncé les arétes de T, les reliant a u. Les
sommets blancs, gris clair et noirs ainsi que les chemins en pointillés servent dans
Uillustration.

A et B. Par conséquent, G contient un mineur K ;. Ce qui est absurde vu que t > 7.
D’ou |SegFils, (u)| = ¢t < r, ce qui termine la premiere partie. Sur la figure 5 les
chemins reliant A a B sont représentés par des tirets apais.

Montrons maintenant par 1’absurde que |SegFils, (u)| < r. Pour cela, supposons
que r < |SegFils,(u)| = t. Par définition tout segment de SegF'ils,(u) utilise au
moins un segment SegFils(u). Il est clair que chaque segment de SegF'ils, () utilise
un segment de SegF'ils; (u) car on ne peut pas atteindre un sommet non couvert par
T, en utilisant que des segments de SegF'ils,(u). Nous allons montrer ici qu’a partir
de tout segment de SegF'ils, (u), on peut atteindre un sommet non couvert par 75, sans
utiliser un autre segment de SegF'ils, (u). Pour cela, on montre d’abord par I’absurde
que pour tout segment s € SegFils,(u), il existe deux sommets vy € s, vo ¢ T, et
un chemin p,, ,, entre v, et vy dans G tel que p,, ,, N SegFils,(u)\ s = @. Ensuite
on montre qu’en appliquant le procédé utilisé pour calculer SegF'ils, (u), on aboutit
a la méme conclusion.
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Supposons que s; est un segment de SegFils,(u) tel que tout chemin dans G
reliant s a un sommet z ¢ T, utilise un autre segment de SegFils, (u). Parmi tous
les segments que s; doit utiliser pour aller en z, soit so le segment dont les sommets
sont numérotés juste avant ceux de s;. Dans le cas o tous les segments que doit
utiliser s; pour aller en z ont des sommets numérotés apres ceux de s, on prend s
comme étant le segment dont les sommets sont numérotés juste apres ceux de s .

Alors tout chemin entre s; et z est couvert par 77,. A plus forte raison le chemin
P entre s; et z, contenant so et induit par le bord de la face extérieure du plongement
planaire-extérieur de G \ X est aussi couvert par 7),. Par conséquent, s1 U P U s
constitue un seul segment de 7T, car les sommets couverts par I’ensemble s; U P U sq
sont consécutifs sur le bord de la face extérieure de G\ X . Ce qui contredit I’hypothese
que les segments de T, sont incompressibles. Donc, a partir de s; on peut atteindre
un sommet non couvert par T, sans traverser un segment de SegFils, (u).

En appliquant la méme démarche que celle utilisée pour calculer le nombre de seg-
ments de SegFils,(u), on aboutit & la méme conclusion qui est que |SegFils, (u)| =
t < r.Ce qui termine la preuve de la deuxieme partie et donc du lemme 10. [

Une conséquence directe du lemme 10 est que pour tout sommet v € X, le nom-
bre de segments de SegFils(u) est au plus 2r. Pour terminer le calcule du nombre
segments utilisant © € X, nous avons besoin de montrer le lemme suivant :

Lemme 11 Pour tout sommet v € X, le nombre de segments de SegPtFils(u) est
au plus r.

Démonstration. Nous allons montrer par I’absurde que |SegPtFils(u)| < r. En
effet, soit u un sommet de X tel que |SegPtFils(u)| =t > r.

Soit H le graphe obtenu a partir de G en contractant chaque segment de 7, en
un super sommet et en remplacant les arétes multiples de 1" par une super aréte. Cet
opération ne modifie pas la structure arborescente de 7'. On suppose que dans H, les
sommets issus de la contraction d’un segment s sont étiquetés par 1’intervalle consti-
tuant s. Par exemple, la figure 6(b) représente le graphe H obtenu a partir du graphe
figure 6(a).

Soit Ey I’ensemble des arétes de H \ X qui sont soit des arétes de T soit des super
arétes de 1" et dont moins une des extrémités est un super sommets issu de la contrac-
tion d’un segment de SegPtFils(u). Sur la figure 6(b) ces arétes sont représentées
dans la zone grisée par des arcs orientées en noir.

Chacune de ces arétes partage donc le plan du plongement de H \ X (la zone
grisée sur la figure 6(b)) en deux zones qui se trouvent de part et d’autres de I’aréte.
De maniere récursive chaque de aréte Ey se trouvant dans une de ces deux zones
partage la zone en deux zones et ainsi de suite. Vu que le nombre d’arétes de Fj
est fini, alors en un nombre fini d’étapes on peut décomposer la zone du plongement
de H \ X en un ensemble Z de zones ne contenant aucune aréte de Ey. Dans la
décomposition, chaque aréte de Ey augmente de nombre de zones de un. Nous aurons
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donc au plus |Ep| + 1 zones dépourvues d’aréte de Ey. Il n’est pas difficile de voir que
|Ep| < |SegPtFils(u)|. Nous avons donc au plus ¢ + 1 zones dépourvues d’aréte de
Ej.

Nous allons montrer que chaque zone de Z posséde au moins un sommet non
couvert par T,,. En effet, nous savons que chaque zone est engendrée par au moins
une aréte de . Nous savons aussi que chaque zone est délimitée par un cycle de
H \ X. Supposons zy € Z ne contenant aucun sommet non couvert par 7,,. Alors
zp est délimité par des arétes de E et un ensemble [ d’arétes non vide de la face
extérieure de H \ X tel que SN Ey = & car sinon on aurait un cycle dans 7" ce qui est
absurde. Vu que z( ne contient aucun sommet non couvert par 7, et H n’a pas d’arétes
multiples, chaque aréte de 3 relie deux super sommets de H et donc deux segments
consécutifs de G. Ces deux segments consécutifs sont couverts par 7,,. Ils auraient
donc pu étre compactés en un seul segment et diminuer le nombre de segments de 7.
Ce qui est absurde vu que nous avons supposé que les segments sont compactés au
mieux. Nous avons donc montré que chaque zone contient au moins un sommet non
couvert par 7,,.

Par ailleurs, on sait que le sommet x qui est la racine de T" est dans une unique zone
2y de Z six ¢ X. Sur la figure 6(b) le sommet x est représenté dans la zone délimité
par I’arc entre le super sommet étiqueté I1 et le super sommet gris clair adjacent a I1.

A moins de croiser les arétes de E, tout chemin dans H entre x et un sommet
y & z; UT, utilise un sommet de X \ {u}. Nous avons donc au moins |Z| — 1 = ¢
arétes dans H reliant des sommets de X \ {u} & des sommets non couverts par 7,.

Si z € X alors tout chemin dans H entre x et un sommet y ¢ X U Ty, utilise un
sommet de X \ {u}. Ce qui forme plus de ¢ arétes dans H reliant des sommets de
X \ {u} a des sommets non couverts par Ty,.

On pose By = {e; = (w1, w)),e2 = (wa,w}h),...,e; = (w,w;)} ensemble
d’arétes tel que Ve; € Fy,1 < i < t, w; € X et w, un sommet non couvert par
T, Sur la figure 6(b) les aréte de F relient chacun des super sommets 11, I5, ..., I5
a I’ensemble X. Posons Fy = {e} = (w],wY), e, = (wh,wl),... e, = (w},w))}
I’ensemble des arétes tel que chaque aréte e, € Ea,1 < i < t est la premidre aréte sur
un chemin dans H \ X reliant w} a un super sommet de H. Un tel chemin existe vu
que H \ X est connexe. Ces chemins sont représentés sur la figure 6(b) par des tirets
épais. Posons P = {p; = e1,€],pa = €a2,€5,...,pt = e, €} }, A est le sous-arbre de
T couvrant X \ {u} et B I’'union de T, avec I’ensemble des chemins reliant chaque
sommet wg’ ,1 <4 <t aun super sommet de H. On a A qui est connexe de méme
que B. De plus les chemins de P sont disjoints et de longueur deux. On en déduit un
mineur K> ; dans I ce qui est absurde car on a ¢t > r par hypothese. Ce qui termine
la preuve du lemme 11. [J

En combinant les lemmes 10 et 11, on montre que la somme sur tous les
sommets de X des segments qui utilisent X est de : >, _y [SegFils(u)| +
> ucx |SegPtFils(u)| < 2r|X| + r|X| < 3kr. Par conséquent, le nombre de seg-
ments qui utilisent au moins un sommet de X est au plus 3kr.
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(b)

Figure 6. lllustration pour le lemme 11. En (a) on a une (k,r)-constellation dans
laquelle les segments de T, sont représentés par des segments épais. En noir nous
avons les segments de SegPtFils(u) = {I,...,I5} et en gris clair les segments de
SegFils(u). En (b) nous avons le graphe H issu de G en contractant les segments
de SegPtFils(u). Les super sommets de H sont représentés en noir et gris clair.
Les super sommets noirs sont issus de la contraction des segments de SegPtFils(u)
et les gris clair sont engendrés par la contraction des segments de SegFils(u). Les
sommets noirs, les arétes et le pointillé qui apparaissent dans H et non dans G servent
dans Uillustration de la preuve du lemme 11.

Nous avons ainsi calculé le nombre de segments qui utilisent au moins un som-
met de X. Il reste maintenant a calculer le nombre de segments qui n’utilisent aucun
sommet de X . Pour cela, nous avons besoin du résultat suivant :

Lemme 12 Le nombre de segments qui n’utilisent aucun sommet de X est au plus
|Q(x)] + 2.

Démonstration. Nous allons considérer deux cas de figure. Le cas ol  est un sommet
de X etle cas ol z est dans G \ X.

Supposons que x ¢ X. Alors tout segment de G qui n’est descendant d’aucun
sommet de X est accessible a x par de plus courts chemins dans G \ X.
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Si X = @, alors G est planaire-extérieur et dans ce cas il est connu qu’il y a au
plus un segment par aréte (cf. (Frederickson et al., 1988)). Dans ce cas le nombre de
segments en x est au plus |Q2(z)].

Si X est non vide, alors calculons le cardinal de I’ensemble SegPupille de seg-
ments qui n’utilisent aucun sommet de X. Soit Q(x) = {v1,vq,...,v:} 'ensemble
de voisins de = dans T'. Soit v; € Q(x) et soit SegPupille(v;) = T, N SegPupille
I’ensemble des segments de 75, qui n’utilisent aucun sommet de X.

Soit H le graphe obtenu a partir de G en contractant chaque segment de
SegPupille(v;) en un super sommet et en supprimant les arétes multiples de 7T
Cet opération ne modifie pas la structure arborescente de 7. On suppose que dans
H, les sommets issus de la contraction d’un segment s sont étiquetés par I’intervalle
constituant s.

Soit E; ’ensemble des arétes de H \ X N7 dont au moins une des extrémités est un
super sommets issu de la contraction d’un segment de SegPupille(v;) . De la méme
maniere que dans la preuve du lemme 11, on a les arétes de E; qui subdivisent le plan
du plongement de H \ X en zones dépourvues d’arétes de F,;. Nous pouvons ainsi
montrer que chacune de ces zones possede au moins un sommet qui n’est accessible
a x dans G qu’en passant par X. Si on pose k; comme étant le nombre de zones
engendrées par F;, alors le nombre de zones engendrées par E1, Es, ..., E, est au
plus Q(x)|+k1+ka+- - -+k;. Ce qui est aussi le nombre de segments n’utilisant aucun
sommet de X . Par ailleurs, vu que k1 + k2 + - - - + k¢ est le nombre de zones contenant
chacun au moins un sommet adjacent 2 X dans 7. On a donc k1 + ko + -+ - + k. <
> ucx |SegFils(u)| < 2kr. Par conséquent, on a [SegPupille| < |[Q(x)| 4 2kr. Ce
qui prouve que le lemme 12 est vrai lorsque « n’est pas un sommet de X.

Supposons que z est un sommet de X. Grace au lemme 10, le nombre de seg-
ments de SegF'ils est au plus 2kr. Par définition SegF'ils regroupe 1’ensemble des
segments utilisant X \ {z}. Par conséquent H = G \ {SegFils U X} U {z} est con-
nexe et H \ {«} est planaire-extérieur. Les segments qui n’utilisent aucun sommet
de X sont exactement les segments de H. Nous allons calculer dans ce qui suit le
nombre de segments de H. Pour cela, observons la maniere dont les segments de H
sont engendrés a partir de G \ X. On a les sommets de G \ X qui constituent un
segment car ils ont été numérotés consécutivement par des entiers consécutifs de k
a n. Ensuite, pour chaque sommet u de X on décide des sous-segments du segment
[k,n] qui doivent utiliser u. On remarque que si $1, so sont des sous-segments util-
isant u en les enlevant du segment [k, n] on a H \ s1 U s qui est constitué par deux
segments. Cela parce que entre tout couple s;, so de segments parmi ceux utilisant X,
il existe au moins deux sommets w, w’ qui n’utilisent aucun sommet de X et qui sont
tels que Vv € s1,v" € sponaw € [v,v'] et w’ € [v/,v] (les intervalles sont dans
[k, n] modulo n). De méme, en enlevant tout nouveau sous-segment s3 a un segment
de H \ s1 U s9 on subdivise ce segment en deux et donc on a H \ s1 U so U s3 qui est
constitué par trois segments. En appliquant ce méme principe pour tous les segments
de SegFils, on obtient par construction au plus |SegFils| segments engendrés dans
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H = G\ {SegFilsU X} U {z} par les segments de SegF'ils c’est-a-dire au plus
2kr.

Il reste a calculer le nombre de segments de H = G \ {SegFils U X} U {z} qui
ne sont engendrés par aucun segment de SegFils. Pour cela, nous allons construire
a partir de H un graphe qui va nous permettre de borner le nombre de segments de
H. Posons V() = {v1,vs,...,0,} 'ensemble des voisins de = dans H tel que
Ty, Ty, -, Ty, couvrent H.

Soit Hy le graphe obtenu a partir de I{ en ajoutant entre tout couple de segments
(s1 = [a,b],s2 = [c,d]) consécutifs sur le bord de la face extérieure du plongement
de H un chemin P, . entre b et ¢ de longueur |¢ — b|. Les sommets de ce chemin sont
numérotés consécutivement par des entiers distincts et compris entre b et c. Toutes les
arétes de P, . ont un poids infini ou suffisamment grand pour que ces arétes ne soient
sur aucun plus court chemin entre deux sommets de H. Le graphe Hy \ {x} est bi-
connexe, planaire-extérieur et tous les sommets sont numérotés consécutivement par
des entiers consécutifs compris entre k et n. Par ailleurs nous savons par construction
que les arétes nouvellement créées ne servirons dans aucun plus court chemin entre
deux sommets de H. Il est clair que pour chaque sommet v; € V(x), I’ensemble des
sommets de Hy qui utilisent v; contient I’ensemble des sommets de H qui utilisent v;.
Nous allons par construction calculer pour chaque sommet v; € V() les segments de
Hy qui I'utilisent et ensuite nous allons en déduire de combien on augmente le nombre
de segments de H en enlevant les nouveaux sommets de H.

Soit T}, un arbre de plus courts chemins couvrant Hy enraciné en un sommet
vy € V(x). Compte tenu du fait que Hy est planaire-extérieur, alors tout sous-arbre
de T contient un segment (Frederickson et al., 1988).

Pour chaque sommet v; € V() soit 7, un arbre de plus courts chemins cou-
vrant Hy \ V(z) U {v;}. De chaque arbre T}, avec v; € V(x), ne conserver que les
sommets qui ont une profondeur minimale dans 77 par rapport a tous les arbres T{,j
pour j # ietl < ¢,j < m. Chacun des arbres Téj ainsi obtenu contient I’ensemble
des sommets de H utilisant v;. Calculons le nombre de segments dans chacun de ces
arbres. En effet, si on analyse sur le processus de construction des arbres T}, pour
v; € V(z), on remarque que 77, est construit en premier et couvre tout le graphe dans
un premier temps. Ensuite au fur et 2 mesure on construit les autres arbres et chaque
sommet choisi I’arbre qui lui permet d’avoir la meilleure hauteur. Nous allons calculer
le nombre de segments de H engendrés par ces arbres.

Observons ce qui se passe lorsqu’on construit I’arbre 7, . Avant que T, ne soit
construit, il n’y avait que 7}, qui couvrait tout les sommets. Vu de x, I'aréte (z,v1)
couvre tout le graphe et donc contient le segment [k, n]. Avant de construire 7}, re-
gardons d’abord 1’emplacement de vy par rapport & v1. Du fait que Hy \ {z} est
bi-connexe, on peut affirmer que v; admet au moins deux voisins wy,w] tels que
wy < vg < wj. Sans perte de généralité on peut supposer que wy,w) sont les deux
sommets les plus proche de v, suivant le bord de la face extérieure du plongement de
Hy\ {z}. Les arétes (v1, w1 ) et (v, w]) partagent le plan du plongement de Hy \ {z}
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en zones dont une seule zone noté z,, contient vs. Il est évident que par la planarité
de Ho \ {x}, I'arbre T}, ne couvrira que des sommets de z,,. Nous allons monter que
vu de z I’arbre T}, ne peut pas contenir plus d’un segments.

Supposons qu’aprés la construction de 7}, on a au moins deux segments s; =
[a,b], s2 = [c,d] dans T, . Alors il existe au moins un sommet f utilisant v tel que
b < f < c. Soit Hy le graphe obtenu a partir de H, en contractant les segments
S1 et so en deux super sommets t1 et 5. Soit ey 1’aréte reliant v; a ¢1 sur Téz et eo
I’aréte reliant v1 a to sur T{)Q Soit €] la premiere aréte sur le chemin p; sur la face
extérieur de H; entre ¢; et f et soit €} la premiere aréte sur le chemin ps sur la face
extérieur de H; entre t5 et f (ces deux chemins sont pris dans la zone z,,). On a les
chemins p; = e1, €} et pa = eq, €l qui sont disjoints et de longueur deux. On pose
A =pi\egUps\ ez et B = {uy}. Les deux chemins p; et py relient A a B. De
plus le chemin p3 dans 77, reliant v; a f n’intersecte aucun de ces deux chemins.
Ce chemin est de longueur au moins deux et il existe en plus un chemin entre v; et
v1 qui n’intersecte aucun de ces chemins en 1’occurrence le chemin passant par wy et
contournant la face extérieur du plongement de Hy \ {z}. Les chemins p1, ps et p3
induisent un K 3 dans Hy \ {x}; ce qui est une contradiction. Donc, vu de x I"arbre

/ .
T3, contient au plus un segment.

On applique le méme procédé pour construire I’arbre 77_. La seul différence ici est
que v3 peut étre dans une zone délimitée non seulement par des arétes incidentes a vy
mais aussi par des arétes incidentes a vy. En choisissant les bonnes arétes on aboutit
au méme résultat. Ensuite, récursivement on I’applique a tous les sommets v; € V (z)
et on obtient que par chaque sommet v; € V(z) passe au plus un segment. Ce qui
montre que le nombre de segments de Hy est au plus |V (x)].

Calculons maintenant le nombre de segments de H nouvellement crées en enle-
vant les nouveaux sommets ajoutés a H pour construire Hy. On observe deux cas de
configurations pour tout segment s de H. Le premier cas est que est contenu intégrale-
ment dans un segment de Hy. Le deuxieme cas est que plusieurs segments de Hy se
partagent s.

Si on est dans le premier cas, alors en supprimant les nouveaux sommets s reste un
segment intact. Par conséquent on n’augmente pas le nombre de segments. Sinon s est
partagé par plusieurs segments de Hy. Chacun de ces segments contient une portion
de s. En suppriment les nouveaux sommets de H, cette portion devient un segment de
plus dans H. Il n’est pas difficile de montrer qu’un segment de H ne peut pas contenir
plus d’une portion de s. Ainsi, dans le pire des cas chaque segment de H, engendre
un segment nouveau dans H. Par conséquent on passe de Hy a H en ajoutant 2 H au
plus |V (x)| nouveaux segments.

Par ailleurs, on sait que V' (z) C Q(x). Donc le nombre de segments en x est donc
au plus |V (z)| 4+ 2kr < |Q2(z)| + 2kr. Ce qui termine la preuve du lemme 12. [J

Le calcul de 3, o, seg(T,) s’est fait en deux étapes. D’abord grice aux
lemmes 10 et 11, ol nous avons montré que le nombre de segments qui utilisent au
moins un sommet de X est au plus 3kr. Ensuite grice au lemme 12, oll nous avons
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montré que le nombre de segments qui n’utilisent aucun sommet de X est au plus
|Q2(z)| 4 2kr. Pour obtenir le nombre total de segments en z, il faut faire la somme de
ces deux nombres et y ajouter le nombre de segments engendrés par les sommets de
X. Notons que dans le pire des cas, chaque sommet de X induit un segment de plus.
Par conséquent, on obtient ) ¢, seg(Ty,) < [Q(x)| + 5kr + k < |Q(z)| 4 6kr car
r > 1. Ce qui par conséquent prouve le lemme 9.

6. Conclusion

Nous avons étendu le schéma optimal de routage dans les arbres aux (k,r)-
constellations non valuées. Notre schéma de routage utilise des adresses de O(k logn)
bits et des tables de routage de O(kr logn) bits par sommet. Le latence est O(log k +
log ).

Notons que ce résultat est fortement dépendant du schéma de routage dans les
réseaux planaire-extérieurs et les valuations des arétes sont supposées étre uniformes.
Notre schéma peut étre adapté aux graphes de valuations arbitraires moyennant un
algorithme et une implémentation plus sophistiqués pour le routage dans les graphes
planaire-extérieurs (car le schéma de routage pour les graphes planaire-extérieurs ne
marche que pour des valuations uniformes).

Une extension possible de nos résultats serait de considérer une famille de graphes
plus générale. Par exemple, définissons un (k, r)-graphe comme un graphe dont les
composantes bi-connexes sont sans mineur K ,. aprés la suppression de k& sommets.
Les (k,r)-constellations forment une sous-classe des (k,r)-graphes. Mais certains
(1, 2)-graphes peuvent contenir un K ,- avec r aussi grand que 1’on veut. Par exemple,
K, € (1,2)-graphe. Or la présence d’un K5, comme mineur met en défaut notre
schéma de routage.

Nous pouvons aussi remarquer que le fait que ces graphes excluent K, comme
mineur se révele fondamental dans notre schéma. La question qu’on pourrait se poser
est de savoir si un schéma de routage avec des performences similaires pourrait étre
mis en place pour toute famille de graphes excluant un mineur planaire quelconque a
O(r) sommets.
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